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Nicolds Ivanovich Lobachefski, el Copérnico de la Geometria, el
gran geémetra eslavo cuyo centenario acaba de festejar el mundo
matemético, naci6 en pobre cuna el dia 22 de Octubre) nuestro 2 de
Noviembre) del afio de 1793 en Nijigorodskdi (Rusia). Su padre mu-
rid tempranamente, y su madre, que carecia de bienes de fortuna,
pasé grandes privaciones para poder darle educacién. Al eabo consi-
guid hacerle entrar en un gimnasio donde pronto sus talentos le hi-
cieron notable. Algunos profesores extranjeros puestos al servicio
del gobierno, enfre los que se hallaba el astrénomo Bartels, amigo de
Gauss, venidos 4 Kasan, le cobraron afecto y le protegieron. Con su
auxilio consiguid revalidarse, pues si bien su esclarecida inteligencia
no necesitaba de ayuda ajena, en cambio una falta de diseiplina le
produjo graves trastornos y aun estuvo 4 punto de impedir que se
graduase. Durante los afios de 1814 4 1816 fué profesor adjunto en la
Universidad de Kasan, siendo después nombrado profesor numerario
en el mismo establecimiento. Lobachefski es el primer alumno de la
Universidad Imperial de Kasan que lleg6 4 profesar en ella. No sdlo
esto; por largos afios fué con general aplauso y provecho grandisimo
de la Ciencia, Rector, debiéndose 4 él la creacién de un magnifico
Observatorio astrondmico, en el cual trabajé como albaiil, como ar-
quitecto (haciendo los planos) y como astrénomo. Destruida su obra
por un violento incendio, tuvo que multiplicar sus fatigas y afanes
consiguiendo al fin su reconstrueeién y nuevo arreglo. Cuéntase, &
propésito de esto, la siguiente curiosisima anéedota: — Un sabio ex-
tranjero de distinguida posicién visitaba un dia el edificio y sus ane-
jos. Un pobre hombre de aspecto modesto y humilde, con traje mise-
rable, le guiaba, asombrdndole con sus conocimientos. El visitante, al
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despedirse, entregd algunas monedas al cicerone.... que no era otro
que el propio Lobachefski, director del Observatorio, en persona. 1A
la tarde se reunieron ambos en la mesa del gobernador!

Como modelo de su sabia administracién rectoral se refiere otro
rasgo notable:—Cuando el célera asolaba & Rusia, Lobachefski aisl6
enérgicamente 4 la Universidad, en cuyo recinto encerré i los alum-
nos, 4 los profesores y 4 sus familias, logrando asi que se salvasen
milagrosamente del contagio.

En el afio de 1856, 12 de Febrero (estilo antiguo), terminé su vida
empleada en provecho de la Ciencia. Los disgustos producidos por
la ingratitud de los hombres y la muerte prematura de su tinico hijo
arruinaron su salud y precipitaron su fin, Un afio antes de morir, en
1855, se celebraba un aniversario de la fundacién de su querida
Universidad; el sabio inmortal se sentia morir, y reuniendo todas sus
fuerzas escribi6 su Pangeometria, resumen y corona de sus anterio-
res trabajos, que dedicé 4 su amada Alma Mater. Luego languidecio
de fristeza hasta su muerte. Su memoria serd honrada siempre al par
de la de los mds grandes gedmetras y pensadores del mundo. Justo
es anadir que su gloria geomélrica, al crear la geometria No-Eucli-
dea, la comparte con dos sabios tan modestos cuanto esclarecidos y
desgraciados. Nos referimos & Wolfgang y Juan Bolyai, que indepen-
dientemente llegaron 4 muchos de sus resultados, y con quienes la
Ciencia tiene una deuda grande de gratitud.

Desde que en mal hora se hizo de la Filosofia una Ciencia espe-
cial, en vez de considerarla como el resumen de todas, muchos hom-
bres osados se han ocupado de ella y con frecuencia en una jerga
pedante € ininteligible. El espacio y el tiempo fueron & menudo el ob-
jeto de sus disparatadas lucubraciones. Lobachefski abrié una nueva
era en estos estudios, mostrando el verdadero camino que, para co-
nocer su naturaleza, debe emprenderse. Emprendié la investigacién
escrupulosa de los axiomas (asi llamados) geométricos y hallé que su
verdad es sdlo producto de la experiencia, mejor alin, la experiencia
indica hoy que son ciertos, quizd cuando nuestros medios de obser-
vaeidn sean mas perfectos podri descubrirse su falsedad. La razon,
con sus solos recursos no puede pronunciarse por el pro ni el contra.
La ciencia ha adquirido asi las geometrfas No-Euclideas en que se
suponen falsos determinados axiomas. Gauss el principe de los mate-
méticos, sancion6 la obra comenzada por el astrénomo ruso y por los
dos Bolyai sus amigos.

Quizés el ilustre profesor alemén (el iguila de Gottingen, como
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Wolfgang Bolyai le llamaba) estuvo con anterioridad en posesién de
alguna de estas verdades, aunque nunca publieé los resultados de
sus estudios. La correspondencia de Gauss con Schumacher parece
asi indiearlo.

Muchos sabios eminentes de todos los paises han proseguido des-
pués por este camino. Entre ellos se encuentran los Riemann, Klein,
Cayley, Genocchi, Beltrami, Hoiiel, De Tilly, Fly Ste Marie, Pasch,
Schur, Killing, Poincaré, Bruece Halsted, Stringham y otros, pero la
mayor gloria pertenece siempre de derecho al que primeramente abre
el camino.

Las obras de Lobachefski han sido poco difundidas. Las princi-
pales, las més completas estdn en ruso, y nunca ha sido publicada su
traduccidén. Una versidn al francés, inédita, parece que poseia el di-
funto profesor de Bordeaux seiior Hoiiel. No sé lo que 4 su muerte
habra sido de ella, pero ereo que en vida la comunicé & algunos
sabios.

Una nueva ediecién de las obras geométricas apareci en Kasan el
ano 1883 por los cuidados del profesor Janichefsk. Sélo poseo el pri-
mer tomo, y ereo que nunca se haya publicado méds. El volumen pu-
blicado sélo contiene memorias en lengua rusa.

En alemén se publicaron en Berlin sus investigaciones sobre las
paralelas, y en francés, en el Journal Crelle, algtin articulo. Hoiiel
tradujo las Geometrische Untersuchungen, poniendo sabias notas 4 este
trabajo (correspondencia de Gauss con Schumacher). En italiano se
han traducido también, y ademds hay una edicién de Népoles de su
Pangeometria.

De desear seria que se publicase una edicién completa en francés,
inglés 6 alemén, lenguas mis difundidas y ficiles que la rusa.

Las més importantes obras de Lobachefski son:

1 Los principios de Geometria (en ruso, presentados el 12 de Fe-
brero de 1826, Kasan).

II Geometria imaginaria (Kasan, en ruso, 1835).

III Geometrie imaginaire (Berlin, Journal de Crelle, 1837).

IV Nuevos principios de la Geometria con una teorfa completa
de las paralelas (Kasan, 1836-38. Obra importantisima).

V Geometrische Untersuchungen sur theorie der Parallellinien.
Berlin, 1840).

VI Pangeometria (en ruso, Kasan, 1855). Esta fué su tiltima obra.

Algunos fildsofos (asi se llaman), tan enemigos de todo estudio
gerio como amigos de charla ficil, han declarado guerra 4 la Pan-
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geometria. A ellos se han agregado como auxiliares algunos matemé-
ticos utilitarios, que no ven qué provecho reporte una cieneia que no
girve para hacer caminos ni edificios ni aun fortuna. Felizmente su
niimero va siendo muy escaso. Sie transit stultitia mundi. A los filéso-
fos es intitil tratar de convencerles, pues para esto habrian de estu-
diar. A los utilitarios se les puede contestar con estas palabras de la
Eterna Sabiduria: No sdlo de pan vive el hombre.
Pror. Dr. VexturA Reyes PRrROSPER,
Cuenca, 16 Noviembre, 3.

L s et S

UN TEOREMA GEOMETRICO

ror D. Aranasio Lasara
Catedratico del Instituto de Bilbao.

CORTINUACION (Véase t. II, pig. 262)

12. 8.a—Teorema de Menelao: Si los lados de un tridngulo esfe-

i - s e
pico ABC se cortan por un arco de ¢lreulo mdaimo en tres puntos a, b, ¢
se verifica la relacion
gen bC  sen ¢B sen aC (0]
: = ¢l
sen bA  sencA sen aB =

Basta, para demostrarla, suponer unidos los puntos A y a por un
arco de efrculo méximo.

Es evidente que la relacidn se verifica en cuanto 4 los signos, ya _
corte el arco transversal 4 dos lados y la prolongacidn del tercero, ¢ S
bien 4 las prolongaciones de los tres.

13. 9.2—Reciprocamente: Si en los lados de un tridngule esférico
se marcan tres puntos a, b, ¢, de modo que se verifigue I relacidn [c],
estos punlos se hallardn en una misma céreuferencia mdarima,

Sea a' el punto en que el arco be encuentra al lado BC.

De la hipdétesis y del teorema directo se deduce

senaC  sena'C
senaB ~ sena B’

para que esta condicidn se verifique es necesario que @ y @’ coinei-
dan 6 que sean extremos de un diametro del efreulo BC, y en cual-
quiera de estos casos @, b y ¢ pertenecen 4 una misma circunferencia

14, 10.2—Muarcando en un lado de un tridngula wn punto d 90° del
medio, todo arco de civeulo mdzimo que parta de dicho punto, dividird d
los otros dos lados en segmentos cuyos senos son proporeionales.




EL PROGRESO MATEMATICO 325

Si @ dista 90° del medio do BO, sers S22 ¢

senaB falucgo
sen b C __BencB
senbA  sencA '

15. 11.2—Reciprocamente: Si dos lados de un tridngulo se dividen
por medio de un arco de manera que los senos de los segmentos sean pro-
porcionales, el arco pasard por un punto del tercer lado d 90° del punto
medio.

16. 12— Todo arco de circulo mdagimo que pasa por el medio de
un lado de un triangulo, divide d los otros dos lados en segmentos tales,
que la razdn de los senos de los segmentos de un lado es igual y de signo
contrario a la de los senos de los olros dos segmentos,
gen AC

Siendo @ el punto medio de BC, resulta que
n AB

= —1, luego

senbC sen ¢ B
sen b A senc A

17. 13.5— Reciprocamente: Si dos lados de un tridngulo se dividen
por medio de un arco en dos segmentos, de manera que la razin de los
senos de los segmentos de un lado sea igual y de signo contrario d la ra-
zdn de los senos de los segmentos del otro lado, aquel arco pasard por el
punto medio del tercer lado,

18. 14.2— Los puntos marcados en los treslados-de ww tridngulo
esférico ¢ 90° de los puntos melios, estardn en una misma circunferencia
v - mdazima.

Puesto que se verifica la relacidn [e].

19. 15.*— §i los ludos de un dn-
gulo esferico O (lg.2.2) se cortan por
un arco fijo Paa', y por otroPblb’,
movil al rededor del punto P, la ra-
zZ0n.

sen ba'a  sen bada

senba 0 = send @O
sen POa

es constante € igual @ ——————
< sen POa’

En efecto,=

sen ha'a sen ba sen a’'a
sen ba’'Q sen 60 * sena'Q ’
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sen b ga’ sen b'a’  sen aa’
gsen a0  sen b0 * sen aO ’

sen ba'a _ sen b'aa’ senPa  sen Oa _ sen POa

sen @0  sen a0 sen Pa = sen Oa  sen POa’
20. 16.0—8% un trigngulo esférico ABC se corta por un arco trans-

versal abo, se verifica la relaciin

sen JBC  sen ¢CB _ sen aAC

“sen bBA * sencCA  sen aAB

Es la proposicidn anterior bajo otra forma.

21. 17.a—Reciprocamente: Si en los lados de un tridngulo esférico
ABC se marcan tres puntos a, b, ¢, de modo que se verifigue la relacion
[¢'], los puntos a, b, ¢ estardn en una misma circunferencia mdxima.

22. 18.2—Los puntos b, o, a, en que los arcos bisectores de dos dn-
gulos B y O deun tridngulo esféricoy el del suplementario del A encuen-
tran d los lados opuestos, estdn en una misma circunferencia mdaima.

Las dos primeras razones de la relacién [¢'] valen —1 y la tercera
-+1, luego la relacién se verifica, y los puntos a, b, ¢ estdn, por consi-
guiente en una circunferencia mixima,

23. 19.2— Los puntos en que los arcos bisectores de los tres dangulos
ewlernos de un tridngulo esférico encuentran d los lados opuestos perte-
necen d una misma clreunferencia mazima.

24, 20.5—8% desde un punto P (fi-
4.8) tomado en un arco diagonal AC de
un cuadrilatero esférico ABCD ©) se tra-
zan dos arcos de elrewlo mdaimo, y con-
sideramos los segmentos que el primer
arco determina en los lados del dangulo
B, y los que el segundo arco determina
en los lados del dngulo D, el producto
de los senos de cuatro segmentos, sin nin-
gin extremo comiing es igual al producto
de los senos de los otros cuatro segmentos.

Sean a y b los puntos en que el primer arco corta 4 los lados AB
¥ BC; ¢ y d los en que el segundo arco corta 4 CD y DA.

El teorema de Menelao [12], aplicado sucesivamente 4 los tridn-
gulos ABC y ADC, nos da

luego

[¢']

(*) Empleamos la palabra cuadrilitero en su acepeién més lata, de manera que las dos
diagonales podran ser interigres, las dos exleriores, 6 una interior y otra exterior,
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sen aA. sen 4B. sen PC=sen aB. sén 5C. sen PA
sen ¢C. sen dD. sen PA=sen ¢D. sen dA. sen PC,

de donde
sen @A, sen bB. sen ¢C. sen dD=gen aB. sen 5C. sen ¢D. sen dA  [d].
25. 21.»—Reciprocamente: Si en los lados de un cuadrildtero esfé-
rico se marcan cuatro puntos a, b, e, d, tales que se verifigue la relacion
[d], los arcos que unen a con by o con d se cortan en un punto del diago-
nal AC; y los que unen a con d i b con ¢ se cortan en un punto del dia-
gonal BD.
En efecto, la relacién [d] puede escribirse asi:

senaA sendC sendA sen cC
gsenaB ~ sen B sendD ~ sencD ’

llamando P al punto en que el arco ab corta 4 la diagonal AC, serd [12]

_g(_aggé_' sen 8C  sen PA
senaB * sen B  sen PC '’

sendA sen ¢C  sen PA
sendD *~ sen¢D  sen PC '’

luego

lo que exige que el arco ed pase por P [13].

I.o mismo puede demostrarse la segunda parte.

26. 22.8—8i desde un punto tomado en el arco diagonal AC de un
cuadrilitero esférico se trazan dos arcos, cortando el primeroen ay b
¢ los lados AB y BC y el segundo en ¢y d d los CD y DA, los arcos que
unan a con d ¥ b con ¢ se cortan en un punto del otro ai co diagonal BD.

Es consecuencia inmediata de las dos propo-
siciones anteriores.

27. 9238— Si desde el punto de concurso E
(fig. 5.%) de dos lados opuestos AB y CD de un cua~
drildatero esférico se traza un arco que corte a los
otros dos lados, y se hace lo mismo desde el punto F
en que concurren los AD y BC, los senos de los ocho
segmentos que resultan satisfacen d la relaciin [d].

Tenemos [4]

senaB sencC _senFB sen FC
senaA sencD sen FA ~ sen FD

sen JB  sendA senlﬁ‘ sen EA
gsen 8C  sendD sen EC = sen ED’
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considerando los tres arcos concurrentes EA, ED y EF cortados por
los transversales F'C y F'D, se ve que los segundos miembros de las
anteriores igualdades son iguales, luego deberan serlo también los
primeros: de la igualdad de éstos se deduce la relacién [d].

28. 24» — En la misma hipétesis de la proposicién anterior: los
arcos que unen a con b y ¢ con d se cortan en un punto del diagonal AC,
y los que unen a con A ¥ b con ¢ se corlan en ¢l diagonal BD.

29. 25,2 — Cortando todos los lados de un poligono esférico por un
arco de clreulo mdximo, dste determina en cada lado dos segmentos, y el 5
producto de los senos de todos los segmentos sin eviremidad comun es
igwal al producto de los senos de todos los demds,

Se demuestra como su analoga en los poligonos planos.

30. 26.2—Si en los lados de un dngulo esférico O
(fig. 6.2) marcamos los puntos Ay A,y desde cada uvio
trazamos hasta el otro lado arcos Aa' y A"a, Ab" y A'b..
cortdndose dos @ dos en puntos a, B... de un arco que pase
por O, y suponemos fijos los Aa’ y A'a, tendremos

sen ba sen &' a'
gsen 0. send' O

= constante.

En efecto, si atendemos al cuadrildtero Oaza’ y dlos
arcos A'b y Ab', trazados desde un punto § de la diago- =
nal Oz, tendremos [24]

sen ba. sen A4, sen Aa'. sen 4'0O.=sgen 50, sen A'a. sen Ax.gen b'a’

-
sen ba  senb'a’ sen A'a  sen Aa’ 3
4 sea —— — = —: [e]
sen b0  sen 4'0 sen A'a  sen Az
cuyo segundo miembro es contante.
31, 27.8—8i desde los puntos A y A’ se trazan pares de arcos Ab' ¢ A'b,
Ac' y Ale.. cuyas intersecciones B, y. . estén en un arco que pase por O, la
razon
sen A  sen H'A’
sen b0 ° sen 40
: & . sen a A m
es constante é igual & — e A Hamando « al punto en que el arco OpY... i
sen o/ .
corta al que une los punfos A y A, :
Toda vez que haciendo coinecidir los arcos fijos Aa’ y A'a de la b

proposicién anterior, los numeradores A'a y Aa’ del segundo miem-
bre la relacién [e] serdn iguales y de signos contrarios.
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32. 28.s—Reciprocamente: Si desde los puntos A y A’ se trazan pa-
res de arcos, de manera que la razén

senbA  send'A’

‘sen O ~ sen 'O
sea constante, las infersecciones B, v... de cada par de arcos estin en otro arco
que pasa por O, y que divide & AA" en los cegmentos tales que la razén de
sus senos es igual y de signo contrario a dicha constante.
33. 29.6—8i desde un punto P (fig. 2.8) se trazan varios arcos, trans-
ados del dngulo O, los arcos gque

versales Paa’, Pbb'... que corfen a los

unen [os puntos de interseccion a y a' de cualguier arco transversal con los

emiis, se cortan en

respectivamente opuestos b" y b, ¢’ y c... de los
una circunferencia mdaxima que pasa por O.

Sabemos [10] que

sen bA.  send'a

.l
— constanite,

sen #O ~ sen 'O
luego [32] los puntos B, y... estdn en una circunferencia mixima que
pasa por O.

34 3.8 — Si desde dos j”-’-‘r-'r-'-'-'i' f".'r..!‘fr-\' a i a ‘_f'i g. 2 1) tomados en los lados
1 r'(J.‘pr.;” e

del dngule O, se trazan pares de arcos ab' y a'b, ac’ y a'c... qu

ofro ),I.’f,-.-'f,jr:rfj por {_], f'(m_' que wnan a con i}’, b con b'...

CONCUYFIrdn e Wi

misme punto P. [31 y 11|
35. 38ls—Teorema de Céva: Dado un tridngulo esfévico ABC, si
e esférica se trazan arcos @ los tres vértices, que

- desde un punto de la supe
]..’._ e, se verifica la velacion

encuentran @ los lados opucstos en los puntos a, %

gsen b sen ¢B gen al’ :
e e ¥

sen cA sen aB

sen 6C

Es

; 1a proposicién del nimero 31, enunciada en otra forma.
36. 322—Reeiproc fice

amente: St desde los vé le un rid

I'."J"‘."'” ze trazan arcos o (os slos, i { LU
cion [f], los tres arcos CORCUYYIVEN e UR MISMo )i 2
3‘; 83.8— Los arcos gue parivendo de dos n 1
P A o ¥ 134 T
l',‘ WMeo 88 Cruzan en el arco Gl el GO o ¢ }
. poos - 7 7,
Tado opuesto, dividen @ [os 3 08 ( J Y G-

Pues si a es el punto
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sen oC sen ¢B

sen bA sen cA
Segtin esto, todos los arcos tales como el b¢ encontraran al lado
BC 4 90° de su punto medio [15].
38. 3848 —8i desde un punto @ 90° del medio de BC se trazan arcos
que corten d los lados BC y AC, y se unen los puntos de interseccién de cada

yrco {rﬂn.\'l.'f'r.ﬁ'{_t.f' COn los -J"L'.‘-"l"flf_'t'.h‘ (q_.i.frr'::r‘rj.ﬁ'; 1"-&1.:" f'.'gf{',l'.‘,-t:r‘r'f.‘u.u_\.' e cada par r;"e

arcos estan en el que wune el vértice A con el punto medio de BC,
39. 35.a—Losarc

con los punios medios de los lados opuestos concurren en un mismo punto.

)8 que unen los tres vértices de un tridugulo esférico

40. 36.2— Los arcos que unen dos vértices de un tridngulo con los pun-
tos marcados en los lados opuestos d Y0 de sus medios, y el arco que une el
tercer vértice con el medio del lado opuesto, concurren en un mismo punto.

41. 387.8—8i desde dos puntos A y A’, tomados en los lados de wi dn-
qulo O, se trazan pares de

arcos Ab"y A'b, Ae' y A'e... cuyas inlerseccio-
nes By Y... esten en ofra arco que pase por O, la razén

v 4 g -
sen JA'A sen b'AA
sen bA’O ~ sen b'AOD
) ] sen aOA . L,
es constante é igual @ — ——————— , siendo a el punto en que el arco 08y..,
sen «OA q
encuentra al 44",
En efecto:
sen JA’A  sen A  sen A'A -t

sen HAQD sen 40 ° sen A'O

sen ¥’'AA"  sen H’A’  sen AA’
‘sen PAO sen O ~ sen AO
de donde
sen bA'A  sen HAA’ I senzA  sen OA sen =x0A

sen bA'0 ~ sen ¥AO  senzA’  sen OA’  sen 20A’

42. 3

.-:ff)llr_-';‘jf".;r-

st y i " 3 ;
- Dado un .JJ'rfFH_JH-' Lo :-.\;.".--.J‘r‘r'ry ABOC, si desde un ‘rlrful’u} e la

esférica se trazan arcos a los tres vértices, que encuentran a o8

lados opuestos en los puntos a, b, c, se verifica la velacion

sen ¢CB sen aAC

43. 39.» — Reciprocamente: Si la relacidn [[] se verifica, los tres
arecos Aa, Bb, Ce, concurven en un mismo punto.
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44. 402 — Los arcos que partiendo de dos védrtices de un tricngulo

l".‘:'}‘(r'.r‘{-"f'? 8¢ erwzan en la biscetriz (?.-‘.f tercero, r"r;l?').!f!r"j.?. rj.: {'rs.e- dos ‘]J}';,'rr}l_"i'u_i'

aArcos en segimentos cuyos Senos son !-)}'J_'J‘H[.'_"I'.’:r:u ales.
: ; = P ‘ sen aAC
Pues si Ag es el arco bisector del 4ngulo A, serd — —— = 1;
sen aAB

I sen DBC sen ¢CB
uego - — =
= sen 8BA  sen ¢CA

45. 41.2 — Los tres arcos bisectores de log rF;.r.l-,'H?n.x? de un {;'F-Fn.l-farfu
.-.w,r’;-',u',-.r; concurren en wn mismo punto.
46. !-.2" f— LI'-‘\‘ arcos i’ir‘.,~'a'|'|"ﬂi'r',\' ‘,rl", _rr’r:.-? r.:.u.'rlfj'.r{fa_a,\' .'_’._'i‘}'r’}'j?f}.ﬁ‘({ff 1147 fi'!‘rfi.ﬂ-

ggr?” interno, cConcurren en un mismo p:—‘ufu_

T e S TS

NOTA CON MOTIVO DE LA CUESTION ©5

omo 11, pAgina 844 y tomo IIT, pig

por M. H. BROCARD

Se ha dado un niimero de ocho cifras cuadrado, formado de dos
niimeros consecutivos p y p + 1 de cuatro cifras,
Véanse dos ejemplos del sistema inverso, de dos niimeros p y p—1,
de cuatro cifras.
Véanse dos ejemplos del sistema inverso, de dos niimerosp y p—1,
de cuaftro cifras:
8249 8241 cuadrado de 9079;
9802 9801 cuadrado de 9901

Por otra parte, se han indicado los dos cuadrados de diez cifras
que forman dos grupos de einco que representan dos niimeros conse-
cutivos:

12224 13225 cuadrado de 36365
6

10845 40946 cuadrado de 6363
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LA GEOMETRIA DEL TRIANGULD
LOS ciRCULOS DE TUCKER Y SUS CASOS PARTICULARES

ror M. Emine ViGAris

I. Histdrico y Bibliografia.—Los eirculos de Tucker han sido se-
nalados por vez primera por M. Lemoine (Asociation frangaise 1873)
y hallados por M. Neuberg (Mathesis 1881). Han sido hallados de
nuevo por Mr. R. Tucker (Quaterly Journal 1883) de los que ha pre-
sentado muchas propiedades, y por esta razén M. Neuberg ha pro-
puesto (Reprint Educational Thnes 1885) llamarlos efreulos de Tucker.

Estos eirculos importantes han sido estudiados por muchos ged-
metras, y los trabajos a los que han dado origen son muy numerosos.

Véase la lista de las principales memorias que se han publicado
referentes 4 los cireulos de Tucker propiamente dichos, 4 sus casos
particulares y 4 sus generalizaciones.

1 E. Lemoine.... Sur quelques propriétés d'un point remarquable du
plan d'un triangle. (dssociation frangaise pour
Uavancement des seiences. I;._\.'Ull. 1:"'F:':_, PP- 'v]”—'vi"‘i;'.

Eutaris. .......... Question proposée (Jowrnal de Viidbert. 1877. p. 43).

[ ]

E. Catalan....... Théorémes et probleémes de Géométrie. 1 vol. 6me
edition. Paris. 1879,
4 J. Neuberg..... Sur le Centre des Médianes antiparalléles. (Mathe-
sts. 1881, pp. 1563, 173, 185).
5 H. M. Taylor.. On a Six point circle connected with a triangle
( Messenger of Mathematies, 1882. pp. 177-179).
6 R. C. Rowe.... Note on M. H. M. Taylor's Cirele (Messenger of
Muath. 1883. p. 36).
7 . Tuicker....... Note on M. H. M. Taylor's six points Circle (Messen-
ger -’F/ Math. 1883. PP 1581-182).
The triplicate-ratio -cirele (Proceedings of the Lon-
don Muthematical Society. 1883. pp. 316-321).
9 R. Tucker....... The triplicate ratio-circle. (Quarterly Journal. 1883
PP 342-348).
10 H. M. Taylor... On the relations of the intersections of a circle with
a triangle (Proccedings Lond. Math. Society.
1884. pp. 122),
11 R, Tucker....... On a group of circles. (Quarterly Journal 1884,

8 R. Turker......

pp. b7-59).
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12 E. Lemoine... Quelques proprietés des paralléles et des antiparas
i lléles aux eOtés d'un triangle (Bulletin de la So-
cieté Mathématique de France. 1884, pp. 72-78).
R. Tucker....... Symmedian and T. R. circle (Reprint of the Educa-
tionat Times. 1884. pp. 26-28).
J. Neuberg..... Sur les cercles de Tucker. (Reprint Educat. Times.
1885. pp. 71-74).

J. Neuberg.... Sur les figures Semblablement variables. (Procce-
dings of the London Math. Soec. 1885, pp. 186-189).
E. Vigarié..... Théorémes sur les intersections d'un cercle et d’un

triangle d’'aprés M. H. M. Taylor (Journal de
Lougechamps. 1886, pp. 106-109, 151-153).

E. Vigarié...... Propriétés générales des cercles de Tucker (Jour-
nal de Longchamps, 1885. pp. 195-198, 222-227),

3 E. Vigarié....... Sur la question 5 de M. Neuberg (Journal de Long-
champs. 1886. pp. 180-181).

R. Tucker...,... Geometrical Notes. Conjugate Tucker circles. ( Pro-
ceedinys Lond. Math Soe. 1856 p. 420-431).

. Lemoine.... Quelques questions de rapportant i 1'étude des
antiparalltles aux eotés d'un triangle. (Bulletin
des Sciences Mathdinatiques. 1886. pp. 107-128).

J. Neuberg..... Equation générale des cercles de Tucker. (Journal
de Math. Spéciales de Longchamps. 1886, Pp.
941-945),

2 T.C. Simmons An introduction of the recent geometry (Chapitre
du Companion of the weekly problems papers, par
M. J. J. Milne. 1 vol. 1888).

E, Lemoine.... Théorémes divers sur les antiparalltles aux eiOids
d'un triangle (Mathesis. 1884. pp. 201-204),

E. Vigarié....... Sur le premier Cercle de Lemoine. (Journal de Long-
champs. 1888. pp. 244-251).

R. F. Davis..... The recent geometry of triangle (4ssociation for the
improvement of Geometrical Teaching. 1888, Pp.
35-46).

E. Vigarié...... Note sur la question 269. (Journal de Longchamps.
1888. pp. 115-116).

A. Emmerich. Die Brocardschen Gebilde. 1 vol. Berlin, 1891,

8 E. Lemoine..... Résultats et théoréemes divers concernant la Géo-

métrie du triangle. (Association frangaise, Con-
grés de Pay, 1892
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I
Figuras semejantemente variables.

2. Dos figuras semejantes, semejantemente dispuestas y situadas
en un mismo plano pueden hacerse homotéticas por una rotacién al-
rededor de un punto S en su plano.

Supongamos conocido un punto S, y sean ABC...., A'B'C'..... las
dos figuras semejantes tales, que:

A'B" B'Cf
AB BO

Sobre los radios vectores SA, SB, SC...... determinemos los puntcs

A", B, C,.... tales que
ATCr - B0
AB =~ BC

Las dos figuras ABC..,,
A"B"C"..., son homotéticas,
¥ las rectas que unen dos
puntos homdlogos son pa-
ralelas, y estin entre si en §
Ja relacién 1: k.

Si se hace girar (fig. 1)
el sisterna A"B"C"... alrede
dor del punto 8 en un dn-
gulo A’SA'=x, llega 4 co-
locarse en A'B'C'.. Los
dos sistemas ABC..... 3y
A'B'C'..... se corresponden
punto por punto, los seg-
mentos homdlogos se ha-
llan entre si en la relacién
k y forman entre si el 4n-
gulo =.

Reciprocamente: Si ABC.....,"A'B'C..... gozan de esta propiedad, se
puede hallar un punto S tal, que una rotfacién alrededor de este
punto haga 4 los dos sistemas homotéticos. Este punto es la intersec-
cién de las dos circunferencias A'EA" y B'EB".

El punto 8, que es su propio homélogo en las dos figuras, se llama
centro de semejanza 6 punto doble.

Fig. 1
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Podemos enunciar estos resultados bajo la forma siguiente:

1° Cuando wna figura plana sg mucve de una manera cualquiera
en ¢l plano permaneciendo semejante & si misma, eviste siempre en este
plano un punto que, considerado comeo pertenceiente i la figura movil, que-
da fijo.

9.0 Toda mulacidn de una figura semejantemente variable en su
plano, es equivalente @ una rotacion de la misma alrededor de un punto
fijo del plano y ¢ una deformacion (contraceion o dilatacidn) simulbda-
nea de la figura, efectuada segun la ley de semejanza,

2. Acabamos de ver que, si por un punto A’ se traza una recta
cualquiera A'B’, corta 4 su homdéloga A'B" en un punto E y forma con
ella un angulo igual al 4ngulo de rotacidn a. Luego:

Si se toman dos puntos hoinologos cualesquiera en dos posiciones de-
terminadas de wna figura semejante variable en un plano, el lugar geo-
seccion respectivos de todas las rectas que

métrico de los puntos de int
pasan por uno de estos -I;;Hj,-,"u.\_‘__ con las rectas ffr'.n’nr;fﬂf.h!v\.' que pasan por
el sequndo punto, serd un cirewlo que pasa por los dos puntos dad s y
por el centro de semejanza de las dos figuras.

4. Consideremos la recta A’A" como una recta de la figura
S (A'B'C'..): Ella forma con A'C’ un dngulo igual 4 = (Angulo de ro-
tacidn). Su homdloga en X(A"B"C"...) debe, pues, formar tambien con
A"C" un dngulo igual 4 2. Bs, pues, tangente en A" 4 la circuferencia
A"A'S. Luego:

Ll eireulo A"A"S del lugar geamétrico precedente es tangente d la sec-
ta homdloga d la que une los dos puntos elejidos A’ y A

Este resultado puede enunciarse todavia como sigue:

Cuando wna recta gira alrededor de un punto A’, su homdlogo en-
vuelve una circunferencia que pasa por el centro de H{‘[ilt“i.‘n.l%it, el
punto A’ y el punto A", homdlogo de A'.

O todavia: Dos rectas homdlogas en dos posiciones diferentes de la fi-
gura movil se cortan bajo un dngulo constante

St ve entonces inmedialamente que:

Las rectas que unen dos d dos los puntos homélogos tomados sobre dos
rectas cualesquiera en dos posiciones de la Jfigura variable, envuelven una
pardbola que es tangente d las dos rectas.

5. Bupongamos que tres puntos de la figura mdvil se hallan su-
jetos 4 describir rectas. Los tres puntos dados «, §, ¥ forman un tridn-
gulo By inseripto en el tridngulo ABC formado pm' las tres rectas
trayectorias.

No hallamos, pues, en este caso, reducidos al estudio de un trian-
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'Em].“ 43{ que se mueve en un tridngulo fijo ABC permaneciendo se-
mejante 4 si mismo,
Las circunferencias A8y, Bxy se cortan en un punto F tal, que
BFy=r—A, «Fy=n—B
de donde aff=n—C

y la circunferencia Cgz pasa igualmente por el punto F.
Como desde el punto F se ven siempre los lados de afy bajo 4ngu-
los constantes, este punto es siempre su propio homélogo con rela-

;

cidén 4 afy.

El punto F es fijo con relacion ¢ ABC. En efecto, porque en los cua-
drilateros BaEY, «FCE, se tiene:

FBC=Fyx FCB=Fgx

Es bueno observar que:

/BFC=ang.Byx}ing. CFA=ing. Byz+ing. Cfz
=2r—(B4+0)—(r—a)=A+=

Luego:

Desde el punto F se ven los lados de «fy bajo los dngs. =—A, =—B,=—C
» » » BEaox ¥ 3 » ABC » » » A4z B4B CHy

Se puede enunciar este resultado diciendo que:

Cuando un trdngulo movil 23y permanece semejante d si mismo ¢ inscri-
to en un trigngulo fifo ABC, existe un tridngulo movil que es fijo; este
punto es ;Iq'm":f desde el cual se ven los lados de 13}’ bajo rf:i.ytclas A‘leéi—
ientarios de los de ABC, w los lad s de ABC bajo dngulos respectivamen-
te iguales d las sumas de los dngulos correspondientes en log dos tridngu-
los (Neuberg) "),

6. Observemos que:

dng. 2C=ing. «FB=4ng. «BF
ahora, en el cuadrildtero inscriptible BzFy.
ing. *FB-+ing. «BF=dng. ayB+ang. ayF=ang, FyB
luego dng. FyB=ing. F«C=éng. FA

La generacidn del tridngulo 23y es ahora mds ficil. Para tener
una poéinhju cualquiera de este tridngulo, basta hacer girar el haz
F(28¢) que tiene por vértice el punto F'y por rayos Fz, Ff, Fy, alre-
dedor del punto F' en un ingulo cualquiera, y tomar las interseccio-
nes de los rayos con los lados de ABC.

(*) La notacién (Neuberg. 15) indica que la proposicién citada ha sido enunciads en la Me-

moria que fAignra con el nimero 15 en la lista preocedentementedada, ¥ que s de bida 4 M. Neu”
iy Sk ; v - W
berg. Emplearemos frecuentemente esta notacidn en lo sucesivo, E.V,
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El tridngulo podar 28,7, del punto F es, pues, una posicién par-
ticular del tridngulo afy; corresponde al minimum del drea de afy.

7. Sea w, un punto de la figura «,8,v, y » su homdlogo (fig. 2) en
aPy. Los tridngulos Fx,z, Fw,w son semejantes, luego el punto w des-
cribe una recta perpendicular 4 Fuw,, Por consiguiente:

Un punto eualquiera de la figura mivil describe una recta perpendi-
cular & la recta que une el punto doble al punto homdlogo del punto dado
M el tridngulo minimum (Neuberg, 15).

Wi 2,

Sea’d (fig. 2) una recta cualquiera de la figura mévil y 3, su homd-
loga en el tridngulo minimum a,8,y,. Desde F tracemos una recta Fe,
perpendicular 4 3,. Segiin lo que precede <, describe 3,. Cuando g, vie-
ns é ¢, § viene 4 3, y 3 es perpendicular 4 FE; por consiguiente 8, es
la tangente en el vértice de una parabola de foco F. Luego:

Una recta cualquicra de la figura mdvil envuelve una pardbola que
tiene por foco el punto doble y cuya tangente en el vértice es la posicion
correspondiente de la recta dada en el tridngulo minimum. En particu-
Lar; los lados BY, Y2, 2B del tridngulo mdvil 28y envuelven tres pardbolas

AI_'
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que tocan @ dos lados del tridngulo ABC y tienen por foco comiin el punto
F. Los vértices de estas curvas son las proyecciones del punto F sobre los
lados del tridngulo minimum oy, (Neuberg. 15).

8. Consideremos (fig. 3) una circunferencia de la figura mévil;
sea O su centro y AA' su didmetro que pasa por F. Sean A,, O,, A,
los homélogos de estos puntos en el tridngulo minimum « 8 y,. Cuan-
do la circunferencia mévil se mueva, el punto O deseribird la recta
00, perpendicular 4 O,F; igualmente los puntos A, A’ describirdn
las rectas AA;, A'A’; perpendiculares 4 O,F. La investigacidn de la
envolvente de la circunferencia O se reduce, pues, 4 la cnestién si-
guiente:

Sobre las rectas trazadas por un punto fijo F y comprendidas en-

Fig. 8.
tre dos paralelas fijas AA;, A’A’; como didmetros se describen circun-~
ferencias: jeudl es la envolvente de estas curvas?
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8i se consideran dos posiciones infinitamenfe préximas de la cir-
cunferencia mévil, que O y w sean sus centros y M uno de los puntos
de interseccidn, los radios MO y M» son proporcionales 4 FO y Fu;
se tiene, pues:
MO  FO
Mw  Fo

es decir, que las bisectrices interiores y esteriores de los dngulos
OMw y OFw encuentran & OO, en los dos mismos puntos. Pasando
al limite, se ve que la tangente en M, punto en que la circunferencia
mévil O toea 4 su envolvente y la perpendicular en F 4 FO, encuen-
tran 4 00 en un mismo punto T; 6 de otro modo, T, M, F, O se hallan
en una misma circunferencia que pasa tamhién por el simético ' de F
con relacién 4 O,. Los 4ngulos OMF y OMF" tienen, pues, la misma
medida; por consiguiente la tangente a la envolvente forma dngulos
iguales con las rectas MF y MF'. La envolvenie de la circunferencia
mdvil es, pues, una conica (Neuberg 15).
Sea N el punto en que M corta & O,F, se tiene:
NF’ NF NF' 4+ NF FF'

MF° =~ MF  MFF+MF MF+MF

pero los tridngulos semejantes OMF y NF'M dan

NP . OF 0RO
MF’ OM OA 0,4, AA/
de donde MF 4 MF" = A A/

Luego: La envolvente de una circunferencia de la figura mdvil es una
elipse inscripta al tridngulo formado por las tres rectas fijas y cuyo
punto doble es un foco. El eje mayor de esta elipse es igual al didmetro
de la cireunferencia minimum (Neuberg. 15).

Observaciones.— 1.° El punto F', segundo foco de la elipse, es el
punto inverso (conjugado isogonal de F).

2.2 El eirculo =, B, 1 encuentra i los lados de ABC en tres nuevos
puntos =z, B, v,' que son las proyeceiones de F sobre los lados
de ABC.

(Se continuard).
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