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[.— Addition et soustraction géométrique de points et de
distances (Strecken).

I. Soient ¢ et ¢, deux points queleconques d’une droite, alors la
distance de ces points (Strecke) est représentée par la différence (¢,—e,)
ou (e;—e,), selon que le segment (e, e,) tire son origine du mouve-
ment de e, ou de .. Done la distance est déterminée simultanément &
I'égard de longueur et de divection.—Quant a la position, elle est arbi-
traire; car, si (e,—¢.) et (¢,—e,) sont deux distances ézales et para-
lléles, on a

(e, —e.) =(e;—e,),
d’ o il suit:
(&, —8,) = (e.—e,);
propriété connue du parallélogramme.

On a aussi identiquement;
L&y —iés) + I_'r_-‘_. —¢,) = I";’I — fJi'}__
ce qui caractérise |'addition géometrique de distances quelcongques ou
E‘ (rgfff'?’t!fr_':{r'r‘ de n"f'H.." fru'r‘{‘.\‘ avec {ewr :‘f'ik'HHftHfr".
Soit P un point quelconque situé entre ¢, et e, et soit le rapport
Sn 6 =P . 1
(1) SR

oi1 «, et 2, sont deux nombres. On en tive:

(2) (=, 4+ 2,) P =2, ¢, + %, €5 OU P=a, ¢,+3%, ¢,
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Et on dit alors que le point P est dérivé des points ¢, et e, au mo-
yen des nombres &, et a,, qu'on peut regarder comme une espéce de
coordonnées homogenes du point P.

Si P est situé sur la droite e, ¢; hors du segment (¢, € ¢,), 'un ou
I'autre de ces nombres est négatif.

2. Un autre point Q, soit déterminé par I'équation:

’ é, _Q —% ’)l'_'(-\] %q

(3) e = Jiom e

2 Q—e, o, e;—Q %,
(B]0 1

(4) (2— %) Q=2 ¢,—2, ¢,

En comparant les équation (1) et (3) on trouve que les points (P, Q)
sonf harmoniques par rapport & (e, ¢,).

Done les équations (2) et (4) expriment ensemble la relation har-
monique entre quatre points. —8i a,=2,, on tire de (2):

e .

Q ?

(5) P
es P est le centre du segment (¢, ¢,). En outre on tire de (4):

(6) 0. Q=(e,—e,);

cela veut dire que la distance (¢, —e,) est équivalente au point infini
de la droite ¢, e,, et que le point infini est un point chargé du coef-
ficient 0.

Si (e, —ey) = (e;—e,),
e;+e, @y €,
on a: e tea=6+e, 00—t =23

ce qui exprime une propriété connue du parallélogramme.

il g | !
3. Soient e, ¢, ¢, trois points quelconques d’un plan, et P un
point quelconque situé dans le triangle (¢, ¢, ¢,); soit en outre P, le
T L 211 e o + H - . p £t [ 1
point d'intersection des droites ¢, e, et Pe,; alors on peut dériver P, de
e, et ¢, au moyen de I'équation

(%, 4+ acgJ P:; =0, 8 - o, ¢,
et P de P, ef ¢; au moyen de I'équation

1':"'I + 2y Ja,) P= |'-1l + ;) I.’n == dg €y
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par conséquent:
[T} {_11 + 2y + 2y) P= 2,6 + 236+ a; 8y
ou P=a, e, a0, + 00,

Et on dit que le point P est dérivd des points e,, ¢, ¢, au moyen des
nombres «, ,, z,, coordonnées homogénes du point P .—Si P est
situé sur le plan ¢, ¢, ¢,, mais hors du friangle (e, ¢, ¢,), I'un ou l'autre
de ces nombres est négatif.

De méme on peut dériver dans I'espace un point P de quatre points
8, ey €, ¢,, formant les sommets d'un tétraddre.

4. Avrricarion.— Soient Py, P,, P, les points d’intersection cor-
respondants des droites: e, e, et Pe, e
suit de (T):

e, et Pey,e e, et P, Alors il

'

t ]’l — P — B, 8, =ty 8y T+ Uy 0y
(8) [ Bo=P—a, 0, =130, +a, ¢

' P:a =1 — ty €y =% € |- %58y

parce que (par exemple) P, est le point qui peut étre dérivé simulfa-
nément des points (P, ¢/) et (e, ¢,).

Ensuite soient A,, A,, A, les points d’interséction correspondants
des droites: ¢, ¢; et P, P, ¢; ¢, et P, Py, ¢ ¢, et P, P,. Alors on aura:

A, =P,—P =ua,¢—z ¢
A =P —P,=ua,e,—u, ¢

‘ A=P,—P,=2a,e—a,¢
(9) !
!
in comparant les équations (8) et (9) on trouve que les couples
(A, P,) et (e, ¢,); (As, Py) et (e, ¢,); (Ay, Py) et (e, e,) sont conjugucs
harmoniquement.— En outre on a

(10) At-As+ Ay =0;

cela veut dire que chacun de ces trois points peut étre dérivé des
deux autres,ou que les trois points sont situés sur laméme droite(p).—
Nous appelons la droite p conjugude aw point P par rapport aw trian-
gle (e, ey e5). @ Et nous appelons (P, P, Py) le triangle basal par rapport
au point P.

Soit P’ un autre point queleonque. En ajoutant le trait & chaque
lettre contenue dans les équations (7), (8), (9), excepté ¢, ¢, ¢, on

(1) Surle sens gdomdétrique de ces coordonnées voir nim. 7.

(2) Kindel, Eine reciproke Zuordnung der réumlichen Elemente. Programm des Kol
Gymn, Berlin 1857,




284 KL PROGRESO MATEMATICO

obtient trois équations correspondantes (7°), (8), (9), attachées au
point P’
Or, en éliminant par exemple ¢, entre les équations

P, =ua, ¢,2, ¢; et P'=a, ¢;-+ay ¢y,

on obtient, aprés avoir introduit le peint B,:

(LL) “._. %, |’:—- %y I"" % "‘2' € — dg 2y Cy»

IEn éliminant de méme e, entre
,\: %y Cy %y € et A\I' 1:‘ Cq— &3 €3y

on trouve:

(12) '1__,' ,\::—O—:c_-, A Ly %, Oy — oy - H

et en additionant (11) et (12):
(13) By+a's Ay +a; Ay=0,

ce qui veut dire que les points By, A,, A sont situés sur la méme
droite.
On a done le théoréme: Si Uon construil dans un triangle (e, e, €;)
les triangles basaux par rapport a dewa points (P et P7), alors sont si-
tuds sur wne droite: 1) le point d'intersection (A P d'une arédte (e, !-_"ﬂ'l et de
lardte correspondante (P, P,) du premier triangle basal (I, Py P,); 2) e
point d'intersection (A,") d'une avtre ardte (e, e,) et de Uardte correspon-
dante (P, Py') de I awire triangle basal (P )" P 3) le point d inter- -
section (B,) de la troisicme aréte (e, e,) et de la ligne joignant les dewi
somunets restants (P, Py7) des triangles basauw.
Or, coincident les droites: ¢, e, et P, Py'; ¢, ¢, 0t P, P/
Done il suit du theoréme préeddent que les points d’intersection de

Seye et By .

P, P,et P, P,’; P,/ P,etP,’P;; P,P, etP,P,

sont situés sur la méme droite. Par conséquent les triangles (P, P, Py)
et (P;" P,'P;") font ensemble un hexagone de Paseal (P, P, P, P,'P, P,"),
et on a le théoréme:

Les siwv sommets de deuw f.l'a'rh.’.r;!arn' basawx inserits aw mime triang L

n.!'r}}l.r.‘.f_', sont ._\‘f'fir;:f:' S e ;'u;,ﬂ_;rl!u.'_

1T.— Multiplication extérieure,

5. Soient ¢, et ¢, deux points quelconques d'une droite, alors le
segment de droite (Linientheil), compris entre ¢, et ¢,, est représenté
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par le produit extérieur (¢, ¢,), mis en parenthdses, pour le distinguer
du produit algébrique.
Alors on a évidemment

(14) 1."1 ¢ )=leye V=),

Solent @ et b deux points dérvivés de e, et ¢, au moyen des équa-

tions

(15) a=u; e, +2;¢5; b= ¢;+B,; ;.

Formons le produit extérieur de ces équations, en supposant seu-
lement que la multiplication extérieure suive la loi distributive, Alors
il vient:

(ab)=u, By (e; e)+=, By (e; e)+2, By (e 6)+2% B, (e¢)
ou, eu regarda (14)

(16) (@b)==; B (e, &5)+23 B (e; ¢,).

Alors il faut distinguer deux cas.

1) Siaetdsont des points coineidants, il faut qu'on aie:

;{.:Af) y
oi1 A est un facteur numérique.

Done en regardant (15):

o1

Mais, comme les points ¢, et ¢, ne coincident pas, il faut qu'on aie

b o R
Ji_.f\ P13

ay=AB,,
done d'aprés (16)
(@)= Bs [ (o €a) +(e2 ¢))].
ou, suivant la relation (14):
O=(e; e;)+(e2¢),

ou

(17) (e, e)=—(e3¢).

Par cela on voit que la maltiplication extérieure ne suit pas la loi
commutative, ce qui est caractéristique pour ce genre de multiplica-
tion.
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2) 8ia et b ne coincident pas, on déduit de (16) et (17),
(18) (ab)=(a, 6,—a,6;) (& &) .

Done le produit extérieur de deux points quelconques, dérivé de
¢, et e,, est un multiple du segment (e, ¢,).

6. Soient (e,e,) et (e,e,) deux segments queleconques, égaux et
paralléles, alors l'aire du parallélogramme e, e, ¢, ¢, est représentée
par la différence (e, e,)—(¢, ¢,) ou (e, ¢,)—(e, &,), selon que le parallé-
logramme tire son origine du mouvement de (¢, ¢,) ou de (¢ ¢,).—Le
parallélogramme est déterminé & 1'égard de grandeur et de ,c0té™
(Seite) M, mais non pas a 1’ égard de position.

Soit

a=(e—e), b=(e—e);
alors on obtient en multipliant:
(ab) = (e, &) — (e,—e) @4,

ou, comme
(e,—¢5) = (e;—ey),

(19) C () = (e, e)—(ey €.

Donc le produit extérieur de deuw distances contigues est dgal a
Laire du paralldlogramme que Uon en peut former.

Cette aire s8'évanouit, si les deux distances sont situés dans la méme
droite. Done:

Le produit extericur de deur distances situes sur la méme droite est
dgal a zéro.

Pour que deux distances soient égales, il suffit qu'elles soient ézales
en longueur et direction; quant aux segments de droite, il faut encore
qu'ils soient situés sur la méme droite.— Done on voit que la notion
de ,segment de droite* est attachée & la position de I'un de ses som-
mets, tandis que la notion de ,distance” en est indépendante.

1. Soient ¢, ¢, ¢, trois points quelconques d'un plan, et soit

(¢ —e) =(e,—e,),

(1) Tl faut distinguer les deux cotés d'un plan de méme que les deux directions d'une
droite,
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alors le segment de plan, formé par un parallélogramme compris entre
les segments (e, ¢,) et (e, ¢,) est réprésenté par le produit extérieur
(e; e, &)

Si les points ¢ e, ¢, sont situés sur la méme droite, on a évidemment
(20) (e; e56,)=0.

Supposons encore que la multiplication extérieure soit soumise
& la loi associative.

(21) ey (63 €5)] = [(e1 €5) €3] = (¢1 €y ¢5)-

Alors on peut dire: Le produit d'un point ef d'un segment de droite
est dgal aw segment de plan, formé a Uaide du point et du segment de
droite. Ce produit §'évanouit, si le point est situd sur la droite.

Pour que deux parallélogrammes soient égaux, il suffit qu'ils
soient égaux en grandeur et ¢oté; quant aux segments de plan, il faut
encore qu'ils soient situés dans le méme plan.

Si 'on multiplie 'equation (7) P==, ¢, + 2, ¢,+ %, ¢; par (¢; ¢;) on
trouve:

(Peye)=n,; (¢ es25),
O, en posant 4, +o,+x,—1:

(Pey e5) =2 (¢ 056y)
ol

(22)

Done on voit que la coordonnée «; du point P n'est autre chose que
le rapport des aires des triangles (P e, ¢;) et (¢, ¢, ¢;), et qu'il en est de
méme i 'égard des autres coordonnées.

Ajoutons encore ce fait remarquable. Si

a=% ‘,l == Gy rj'ﬂ + Ly 3 ]
b=p ¢ +Bien+ B, ey,
c=1y¢ —+ g + Yy65,

ot _
(e, eaeg) =1,

alors on a

| Sps g %
@bo=|8 B B
| i T= Ya
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En formant le produit («ée) il faut encore remarquer que des équa-
tions (17) et (21) découlent les suivantes:

P |

2 €)

—+ (&) €4 ey) = — (€x6) &) = | (¢

(22a)

_ = {f’.J £y i’:]‘ = - Ir',_, [ t‘l] = — (&

Giénéralement on peut dire: Si les n quantités a,, dy, ... ay sont déri-
vées des wnitds €, 83, - €n AU MOYen des facteurs: ayy, #yay -0 %y %y,
o e ! nls @n2y vy dnns €6 88 Uon pose (@) €y .. € ) = 1, alors le
-,r.in.a:ur?ufi’—H.:'h"m'c‘.lu' (a, a; . an) dquivaut, aw determinant Jormé des n* fac-

teurs agyy o ann-

8. _Application.— Appliquons nos réflexions aux suppositions du
n.? 4.— On trouve, par la multiplication exterieure, les lignes suivan-
tes en forme de segments de droite.

1) Les arétes du triangle donné: (¢, e,), (€5 ), (2, ).

2) Les arétes d'un triangle basal (P, P, P,), par ex:

(23) (P, B)) =2, 2, (€ ¢,) +2, a; (€, ¢)—2; a3 (&) &).

3) La droite p conjuguée au point P, par exemple sous la forme

(24) p=(A Ay)=u; o, (€5 €5)—ay 2 (&5 0, —ap as) (¢ &).

Remarque.— On frouve sans difficulté les équations de ces droites
en coordonnées homogénes.— En effet, soit @ un point variable, dé-

rive de ¢, e, ¢, au moven des variables @, @, a
1 €3 ) f

5, de sorte que:
(25) =& &+ @, s+ 23 €.

Alors on obtient I'équation d’une droite £, en égalant & zéro le
le produit extérieur (@) ou (£a). Car I'équation

(26) (2E)=0
exprime le fait que le point variable @ est situé toujours sur la droite 2
(voir n.° 7). Seulement il faut encore poser

lel ll’I 8y €)== I.
pour obtenir une équation complétement numérique.

Ainsi 'équation de la droite ¢, e, est

(e e, ).

ou, eu regard a (25), (17) et (27

(Se continuarda ).
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COUESTIONES RESUELTAS
Cuestion wim. 2 (Véase t. I, pag, 206).

Hallar el lugar del punto de contacto de las tangentes paralelas ¢ una
direccidn dada, ¢ una serie de elipses 6 de hipérbolas homofocales.

(N. C. M) (Nicolaides)

SBolucidn por el Si. SOLLERTINSKY.

El lngar buscado es una hipérbola equildtera. Esto es una conse-
cuencia bastante conocida del teorema siguiente, debido 4 Newton ().

Permaneciendo fijo el lado BC de un tridngulo ABC, si las bisectrices
del dngtlo opuesto conservan sus direcciones, el vértice A del tridngulo
deseribe una hipérbola equilitera que tiene BC par didmetro. Las asin-
totas de esta hipérbola son paralelas d las direcciones de las bisectrices
del angulo BAC.

Tracemos por B, C las paralelas BB’, CC' 4 la bisectriz AD del
angulo BAC.

En eunalquiera posicién del punto A se debe tener /B'BA=/ACC",
Siendo asi los haces B(A), C(A) simétricamente iguales, el lugar del
punto A es una cdnica. Las rectas BB' y CC', asi como sus perpen-
diculares, siendo los rayos homdélogos de los haces, la ¢énica tiene
dos puntos en el infinito, en direcciones perpendiculares. Es, por
consiguiente, una hipérbola equilitera, cuyas asintotas son paralelas
4 dichas direcciones.

Sea A’ el simétrico de A con relacién al medio M de BC. Siendo el
cuadrilatero ABA'C un paralelégramo, las bisectrices de los dngulos
A, A’ son respectivamente paralelas; el punto A’ pertenece, pues, 4 la
curva. Por consiguiente, el punto M es el centro de la hipérbola.

Observacion.— En el tridngulo BAC: 1.0 Los lados BA, CA giran
alrededor de los puntos B, C con la misma velocidad angular; pero en
sentido eontrario; de aqui: 2.° La diferencia de los dngulos B, C per-
manece invariable; luego: 3. La tangente en A al circulo ABC con-
serva su direceidn, resultando de aqui otros tres enunciados del
teorema.

Cuestion nim. 3 (Véage t. I, pag. 207).

Sean ABC, A'B'C’ dos triangulos situados de una manera cualquiera
en el espacio. El lugar de un punto P tal, que las tres vectas trazadas por

(1) Segiin M. Ch. Taylor An introduction to the ancient and modern Geametry of Conics
1831, p. 172. El enunciado esta alterado.
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AB'CY, y sea A"B'C" esta proyeccidn.

P, apoydndose respecti-
vamente en los pares de
rectas (AB, A'B’), (BC,
I’o'("_l. (CA, (_'-';\'} &¢ ha-
lan situadas en un mis-
mo plano, es el hiperbo-
loide que pasa por las
rectas AA’, BB, CC',

N. C. M. (J. Neuberg).

Soluecién

por el Su, SOLLERTINKY,

Sean Pax'; PR, Pyy'
estas tres rectas situa-
dasenel mismo plano Q.
Proyectemos el tridn-
culo ABC, desde el
punto P;sobre el plano

Hallandose en una misma recta los puntos de interseccidon «', 2
de los lados homdlogos de los tridngulos A'B'C’ y A'B'C" W), estos
tridngulos son homoldzicos. Las rectas A’A°, B'B*, C'C" concurren,

pues, eén un punto S,

Por consiguiente, los fres planos PAA’, PBB’, PCC’ pasan por una
misma recta PS. De otro modo, la recta P3 se apoya constantemente
sobre tres rectas fijas AA’, BB', CC'. Engendra, pues, una superficie

reglada de segundo orden.

Esta superficie es un hiperboloide de una hoja, 4 menos que las

rectas AA’, BB, CC'

la superficie es un
paraboloide hiper-
bdlico.
Cuwestion no 4 (V. .1, p. 207)
Si por um punto
Jijo P, tomado en un
hiperboloidereglado,
8¢ trazan rectas que
se apoyan en las dia-
gonales de los cua-

f

|5 ST LRl - s TI pertenece

, N0 sean paralelas & un mismo plano. Entonces

n & la interseceidn de los planos Q, A' B’ ',
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drildteros que forman dos generatrices fijas del primer sistema con dos
generatrices variables del segundo, estas rectas se hallan situadas en un
mismo plano.

M. C. M. (I. Neuberg).

Solucién por el Sn, SOLLERTINSKY.

Sean: PAA' la generatriz del segundo sistema que pasa por P
A, A’ sus puntos de interseccién con las generatrices fijas AM, A'M’
del primer sistema; P’ el conjugado armdnico de I’ con relacidn i
AA': BB',.CC’ dos generatrices variables del mismo sistema que AA’".

El plano Q, tangente en " 4 la superficie, encontrard 4 BB, CC’ en
puntos B", C" que se hallan situados sobre la otra generatriz que pasa
por I

Sean «, «' los puntos en que el plano Q encuentra 4 B'C, BC'. La
recta ABY, eomo interseceidn de los planos Q, ACB’ pasa por z, asf
como la recta A'C" que es la interseccidn de los planos Q, ACC', Asi-
mismo las rectas AC", A'B" eoncurren en el punto «".

Pero dos diagonales C'B’, «'z de un cuadrildtero plano 2C"+'B” divi-

¢
den armdnicamente 4 la tercera diagonal AA’. Larecta C'B" pasa por
P; luego la recta %'z pasa por P.
Asi, todas las reetas P2z’ se hallan situadas en un mismo plano Q.
-
2t - Th -
Cuestion 49 (Véase b, II, pag. 126).
Sean OA, OB dos semididmetros conjugados de una elipse; F, IV los
or I, Ll g v
focos; OH= —— OH' = ——; K el punto simétrico de H' con relacion
V32 /-2
. d AB. Demostrar: 1.0 Que los cuatro puntos A, B, H, K se hallan en

KA HB
KB  HA -
(C. A. Laisant).

una circunferencia. 2.° Que se tiene

Solucion por el S, SOLLERSTINKY

Se sabe que la cuerda AB envuelve 4 una elipse que tiene por
focos H, H'. El punto de contacto de AB con su envolvente es el medio
Mde AB, y el didmetro de esta nueva elipse, conjugada con OM, es
igual 4 AB.®

(1) En efecto. Siendo OA, OB radios perpendicular
lado del euadrado inscripto, Esta cuerda envuelve, pues, un circulo coneéniricd cuyo difimetro

5 do un eclreulo, la cuerda AR es el

es igual & AB, es decir, al diametro del eirculo dado dividide por V2, yal punte de con-
tacto de AB es su medio M,
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La recta HK debe pasar por el punto de contacto M de AB, y se
tiene

HM . MK = HM . MH'=MA®,

porque el producto de los radios
vectores de un punto M de la elipse
es igual al cuadrado del semi-did-
metro conjugado con el que pasa
por M.

Los puntos A, B, H, K se hallan,
pues, en un mismo circulo.

De los tridngulos semejantes
KAM, BHM y de los tridngulos KMB, AMH resulta

KA AM KB MB

T i y —

BH  HM AH  MH

Luego
KA KB ; KA .. HB
B AR KR G A
Observacion.— Siendo K’ el simétrico de H' con relacién al medio
Mde AB, los puntos A, B, H, K’ se hallan también sobre el mismo
circulo, y se tiene

K'A HA

KB ~ HB

Cuestion 50 (Véase t, 11, pag. 126).

Se dan en un mismo plano un tridngulo ABC y un punto D. Sobre
las rectas indefinidas AD, BD, CD se determinan tres puntos variables
A, B, C con la condicidn que los tridngulos A’BC, B'CA, C'AB sean
equivalentes.

1.6 Los lados del tridngulo A'B'C' envuelven tres pardbolas
]-)\‘-f ;] -])f: ] IJ{: .

) 3, . 4 ] 3 . >

2.0 Estas pardbolas tienen dos tangentes comunes, es decir, se verifica
dos veees que los puntos A', B', O' se hallan en linea recta.

3.0 Hallar los focos y las directrices de las pardabolas P,, Py, Pe -

(1. Neuberg).

Solueidn por el Sr, SOLLERSTINKY,

: Sean g, B, ¥ los puntos en que las rectas DA, DB, DC encuentran
i BC, CA, AB,
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Se tiene

ABC  A'x B'CA BB C'AB Cy

ABC ~ A« ' BCA AB ' CAB _ O
Luego, en virtud de la econdicién:

Az B Oy
el -

Y por consiguiente las divisiones AA'z, BB'S, CC'y son semejantes.
Luego las rectas B'C', C'A’, A'B' envuelven 4 las paribolas Pa, Ps,
Pe, inscriptas respectivamente 4 los cuadrilateros BgyC, CyzA, AafB.

El foco Fu de la paribola P, es la segunda interseccién de las
circunferencias DBC, Dfy, y los simétricos de F, con relacidn 4 las
rectas Bf, Ct pertenecen 4 la directriz de P 4.

Como se sabe, el circulo F, Fj F, pasa por el punto D y corta &
DA, DB, DC en los puntos «, £, ¥’ tales, que las rectas Fqa', F3 8,
Fc 1", concurren en el mismo punto E. Este punto es la interseccién
de las dos tangentes comunes & las tres parabolas. (Véase la Memoria
de M. Neuberg: Sur les projections et contreprojections, ete. Ch. VI, y
en particular § 60 pp. 81-82).

Cuestion num. 52 (Véase t. I, pag. 127).

Se dan dos rectas rectangulares OA, OB y un punto C, por el que se
hace pasar una secante variable ACB. Se describe la circunferencia que
tiene AB por didmetro.

1.0 Se traza la cuerda MCN perpendicular @ AB. Hallar el lugar
de los puntos M, N.

2.0 Se traza en B la tangente sobre la que se proyectan los puntos
M, N en S, T. Hallar el lugar de los puntos S, T.

(H. Brocard).

Solucidn por el Sk, SOLLERTINSKY

1.0 Sea O el simétrico de O con relacién & C. Siendo el cuadrili-
tero OMO'N un paralelégramo, las bisectrices de los dngulos OMO’
ONQ’ son paralelas i las del angulo MON. Pero estas son evidente-
mente las rectas fijas OA, OB.

Asi, el lugar de los puntos M, N es la hipérbola equilitera que tie-
ne por didmetro OO’y cuyas asintotas son paralelas & OA, OB.

9.0 Sean: P la proyeccién de M sobre la paralela 4 OA trazada por
(; D la interseceién de CP y OB.

Puesto que setiene /MCP+ /BCD = o los tridngulos rec-
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tangulos BCD, CMP son semejantes, por lo que
BD .MP =DC.CP (1)

Hagamos CD=a’
Ol =% l]t%:‘-i;_'.'ni‘-
mos por a, ¥ las co-
ordenadas del punto
S con relacidén a los
ejes OA, OB. Se ten-
dri

a (‘]'.
BD=y — b —MP

Ademés, siendo C
el centro y CD una

de las asintotas de la

hi pérbola equildtera que pasa por M, O, se tiene
ab

o

MP.CP=0D.CD dedonde MP =-

y — ba — ab

a
¥ por consiguiente BD ==

En fin, si se llevan estos valores 4 la igualdad (1), se obtiene la
ecuacidn de la curva, lugar de los puntos 8, T:

a* — bay + b (z +4a) = 0.
Cuestiin 59 (Véase t. 11, pig. 128).

Lugar de los focos de las condeas que tocan ¢ dos rectas OA, OB en
dos puntos dados A, B.
(H. Brocard).

Solucion por el Sk, BOLLERTINSKY,

El lugar buscado, como se sabe, es una estrofoide (véase para la
solucidn en coordenadas trilineales, Kwurer, Erercices de Gdométrie
analytique, 1.° partie, p. 817, y para la solueién en coordenadas car-
tesianas J. M. 8. 1886, p. 41). Véase una solucién geométrica.

Se sabe que las tangentes OA, OB 4 una edénica se ven desde un
foco F de la conica segiin 4ngulos iguales 6 suplementarios.

Lia euestidn se reduce. pues, 4 ésta: Hallar el lugar del punto F tal,
que una de las biscetrices del dngulo AFB pase por un punto Jio O.
Sean: O el punto de interseceion de las perpendiculares levantadas
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en A, B sobre OA, OB; B, A’ los
puntos en que la otra bisectriz del
dngulo AFB encuentra 4 CA, UB.
A causa de los cuadriliterps
inseriptibles OFA’B, OFAB', los
angulos A'FB y A'OB, BFA y
B'OA son iguales ¢ suplementa-
rios. Pero, segiin la hipdtesis, los
angulos A'IFB, B'FA son también
iguales 6 suplementarios. Luego,
los d4ngulos A'OB, B'OA, siendo
agudos, son iguales. Por consi-
guiente, los tridngulos A'OB 'y
B'OA son semejantes, y se tiene

AB _ OB
B'A =~ OA

= const.

Asi, la bisectriz del dngulo AFB, que no pasa por O, envuelve una
parabola P, inscripta al tridngulo ABC.

Las bisectrices del dngulo AOB son dos posiciones particulares
de la recta B'A’, las cuales tocan por consiguiente & P. Luego el
punto O, como la interseccién de las tangentes rectangulares, perte-
nece 4 la directriz de P. Asi, el lugar del punto F' es la podar de una
parabola (P) con relacion & un punto (O) de su directriz, es, pues,
una estrofoide oblicua que tiene por punto doble O. La directriz es
la mediana OM del tridngulo AOB, y el foco es la proyeccidn del cen-
tro del circulo OAB sobre la simediana OS.

Cuestion mim. 55 (Véase t. 11, piag. 127).
Se tiene una recta indefinida XY y una perpendicular AB (B el pie)
a dicha recta. Por el punto A se trazan diversas oblicuas y en sus pies
se levantan perpendiculares d ellas, tomando en wno y otro sentido lon-
gitudes iguales @ AB. Hallar y discutir la ecuacion del lugar geométrico
de los extremos de estas perpendiculares.
(Juan J, Durdn Loriga).

Solucidén por D). GABRIEL GALAN,

Los valores de las abscisas BD y BD)' de los puntos E y E' que
pertenecen al lugar son:
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BD=BC4+0D = |X= BO+CD
BD'=BC + CD'=BC—0CD | X=BC — CD |

Ahora: en el trialngulo ABC
se verifica: BC = a tg %; y en el
CDE: CD= —y——; luego las

tg
igualdades (1) toman esta
forma:
¥ )
a=alga+ — ’

tga | (2)

{ v_\
a=a te a— =
v=a tg el

Ademds, en el triangulo CDE:

Y=asenz (2)

Eliminando entre ésta y eada una de las (2) el dngulo = que fija la
posicién de uno de los puntos del lugar, tendremos dos ecuaciones
con @ é ¥, que son las del lugar geométrico pedido; la primera corres-
ponde 4 la rama descrita por el punto E y la segunda 4 la que des-
cribe el punto E’.

Para verificar dicha eliminacién, expresaremos el seno en funeién
de la tangente en la igualdad (3), lo que da:

y=a __t;_{‘_z__ ; tga= y -
Vl + tg? « \/’(tfhye

y sustituyendo este valor de tg z en las igualdades (2), tendremos:

J.'Va‘— y! =ay+a®—y*..... parala primera rama.

mVa —y'=ay —a’+y’..... paralasegunda.

Son asintotas de ambas ramas de la curva, las rectas paralelas al
eje de las X cuyas ecuaciones son wy=-a; tiene un punto doble
sobre el eje de las Y, y dos tangentes de inflexién en los puntos en
que cortaal de lasX . ...,

Cuestion 47 (Véase phg. 248) — Solucién por el Sk, ScHIAPPA MONTERIO.
(Conelusidn).

Si se elimina ¢ y y entre las tres tiltimas ecuaciones, se obtendra
por ecuacién de la superficie anular propuesta




A Ao R £ |
eyt -2 — y? 242 — @t 222ty #
Go [

@ +P+EY a* =2 (a*+ PR3 92 =2 (@ =12 +1D) 2
—+ (@* 44— 2 (a*—kH) 2 \

Eistas ecuaciones representan, pues, un nwueleo vacio al rededor del
1 s 1
eje de las 2 6 de la recta D.

Casos particulares y sus confirmaciones.

Cuando el plano que pasa por D y por el centro C de la elipse ()
coineide con el plano de las @z, se tendrd =0, y la ecuacién de la
superficie se reduce 4

que representa un elipsoide de revolueidn euyos meridianos tienen

por semi-ejes

a \/ 14 y e N/ 14—
[ il ‘ w*
La elipse dada (E) serd, pues, semejante 4 estos meridianos; pero,

en verdad, segin los datos del problema, no debemos considerar de ®
esta superficie mas que la zona comprendida entre los planos

la enal [IUII!"'} decirse doble, l!l]f[ii"!'l'ill.‘-"\‘ considerar la otra [\;[1‘{.1__‘ de esta
superficie como pardsita.

Si el plano de la elipse () coineide con ¢l plano @z, se tiene k=0,
¥y la ecuacidn de la superficie engendrada serd

! 2 i ) -
: (T4 Vard 92 ) + —-2'=a® (9)

‘ que se presenta enfonces el toro eliptico.

En el caso en que se tenga al mismo tiempo 7= 0, &k =0, 6 cuando
| el centro C de (K) se halle en D, resultari
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2 i ;
— I — ( 101)

eeuacién de un elipsoide de revolueidn que tiene por mevidiana la
elipse dada,
Cuesticn 49 (Véase t. 11, phg. 126)
Sean GA, OB dos semididmetros conjugados de una elipse; I, B los

- y4

OF QK . O ; q . v Towndid
focos; OH=——-—; OH'= —: K el punto simetrico de H' econ relacion
Al YV &

o AB. Demostrar:
1.0 Que los cuatro puntos A, B, H, K se hallan en wna cireynfe-

rencid,

KA HB

KB HA

2.0 Que se liené ]
(C. A. Laisant).
Solucidn por el Sk, Benrarea MONTEIRD

Hean A A’ y BB, lus ejes de la elipse dada (5).

0 i y = e
Como se sabe, los puntos H, H' son los focos de una elipse ab,a’ b o

e ’ ; s T s
(i 1:‘..}__ envolvente rfr_-' las diversas pasiciongs de AB. soumo

TRICA eon la condea dada (3) y enya razon de homotecin es

a (5) y cireuns- -
eripto & (2); y tracemos los dos pares de rectas AL, AIl' y BIH, BH'
que unen los vértices A, B de este paralelogramo con los puntos H, H'.

Consideremos el paralelogramo ABA'B' inscripto a

Seglin un teorema muy conocido, se tiene que el dngulo HAB es
igual al Angulo A'BH'. !
Fsto sentado, para satisfacer 4 la primera parte de la cuestién pro- -

puesta, nos basta probar que los dngulos HAK y KBU son suplemen-

tarios.

Siendo las reetas AH' y BH' respectivamente simétricas de las AH
¥y BK, los dngulos H'AB y BAK serdn iguales entre si, asi como los
H'BA y ABK. Pero, en virtud de la propiedad que acabamos de enun-
ciar, los dngulos HAK y KBH son respectivamente icuales 4 los én-
gulos B'AB, ABA” de los vértices A, B del paralelogramo considerado:
Yy puesto que estos dos tiltimos dngulos son .»4;|p]r-.|uwn1:u‘iu.~', también
lo serdan los dos primeros. :

Luego los cuatro puntos A, H, B, K se hallan en la circunferencia (w).

(*} La demostracidn de este teorema se hace mu

pal -\“n"\];[ -'\’u do In elipse ‘_H_L

ido al gireulo privci-
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Para demostrar la segunda parte de la euestidn propuesta, tene-
mos que considerar los dos pares de tridngulos semejantes mAK,
mBH y mAH, mBK qué se obtienen uniendo los cuatro puntos A, H,
B, K, que determinan el cuadrilitero AHBK, euyo punto medio m de
la diagonal AB, punto de contacto de esta reeta con su envolvente
(%), sera evidentemente su interseceidn con la otra diagonal HK, pro-
longacidn del vector Hm.

LLa comparacion de los tridangulos considerados da

KA : I ] B . K mA

e oy e SIS o B A i
Kin mB KB HA
Multiplicando estas relaciones, miembro 4 miembro, y observando
que mA = Bin, se tiene

KA _ HB

KB ~ HA

que es lo que debfamos demostrar.

Nora.— Si se traza el vector Hn, y se prolonga en una longitud
mK, igual al mismo, el punto K, se hallari en la circunferencia (w), y
al mismo tiempo en una elipse (£) homotética 4 (), siendo el centro
de homotecia directa el foco H' de ésta.

Determinando los puntos simétricos K' y K'; de los puntos H y K
con respecto § la reeta AB, se tendrd otro eirenlo (w) que pasa por
los einco puntos A, K', B, H', K', siméfricamente igual al eirculo (w),
con relacion 4 esta misma recta.

El eirculo generador (m) de la ednica (¥) tiene el centro enmn y
pasa por los puntos K, K

o K H toeando en K al circulo director
(H) que tiene el centro en H y por radio HK=a,a’.

Como se ve, el lugar geométrico () deserito por el punto w s uno
de aqudéllos desde los que se pueden frazar geoméiricamente norma-
les 4 la elipse .

Ils elaro que esta figura nos conduce 4 otras propiedades, y &
desarrollar algunos de los enunciados relativos 4 las cdnicas, sobre
las que insistivemos mis tarde.

Podiamos llegar 4 la solueién buscada, empleando el metodo de las

(*) Con ando la elipse (Y) como el lugar g gtrico deo un punto de uca recta de
longitud constante que se mueve de manera quo : ciremidades resbalen sobre dos rectas
fque se cortan en Angulo reclo, & segl g ! ra el lgar geomdlvico de los centros

instantaneos de rotacion da esba recle I3 17 r'r-.-‘-'.'f-?-'f.r-.l'l neia desde la e g8 también .f‘u.-

cil trazar geomdtrivamente no

nales d esta curd.

ro amigo, ol disti

Alor matemitico sefior Rodolpho Gulmaraes, ha resuelto

elegantemente este problema en el ndmero 18 de Eu PROGRESO MATEMATICO en el caso en que
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"larrpm’uhme] en vista de la interesante memoria titulada Sur quelques
publicada por nuestro amigo y sabio

proprictés focales ah S CONLques
matematico M. C. A. Liaisant, autor de esta cuestidn propuesta, basada
naturalmente en los principios de este método, que hemos aplicado ya
ventajosamente, pero no lo hacemos ahora, atendido a4 que hemos
crefdo preferible el procedimiento elemental y sintético.

M. C. A. Laisant. en esta memoria ha llamado pseuwdo-focos & los
focos H, H' de la eénica (2), con relacién & su homotética (5).

En nuestra memoria titulada Efude synthétique des coniques sous le
point de vue de lewr géndration eyelique ) nos hemos ocupado también
de las propiedades focales de estas curvas de una manera general, asi

como de algunas de las propiedades de esta figura.

Cuestion £1 (Végse L. 11, pag. 128)
Hallar el Lugar de los focos M de las l -"‘u.'r."a.-n"rf.\' que tienen un veptice
\ Y unda i'!-ﬁ';n(rafa'{. l'"]; /Hrf.\' (Problema f'.':’lx..{‘dl. Dar una '"'-'*-‘-'r{""""-‘"j!a‘
girdafica de la tangente en el punto M,
(1. Brocard).

Solucion por el Sn. SCHIAPPA MONTEIRO.

Es claro que siendo el punto C el centro de una de las hipérbolas,
sus focos M, M' serdn los puntos de interseccién de CA con el ecireulo
(C) de radio CB, y que la perpendicular AO 4 este radio serd un egje
de simetria del lugar pedido (I).

Elijamos, pues, por ejes de las @, ¥ respectivamente este eje de
simetria y su perpendicular Ay; y consideremos el punto M cuyas
coordenadas son AP=w y PM=v, y hagamos OA=a.

Esto sentado, se tiene

AM=CB-CA : I

Pero los tridngulos rectdngulos semejantes CBA, CAO y MAP dan

Ins dos rectus directrices son recltangulares ¢ los ejes de la olipse, con auxilio del t
de Stew.art.

En este caso, el lugar peométrico de |

eéntrion con la elipse (¥), de radio

v do los semi efos 1in
que gl segmento genorador o5 tam) espoctivamonte igual 4 1usuma & & la difsreoncia de
estos

Luego, inversamente y instar otacid tor 3 inm i
mente la posicidn dol segment al punto generadon ) 1 t s de | g
. ~ 1 1 -’ o .
lest rdas por esto contro 4 la elipsa ().
(*) Hemos publicado uns ‘l wrte: do esto estudio desde 1877 1 J
mathematicas e Astromomicas
"o im, 1

gina 174, Recherches synthétiques et ana
auellement dvus ceveles donn :
LW (1988), pag. 148; 1, V (1888










Cuestion 61







EL PROGRESO MATEMATICO S01

OB=——,AM, CA=—. AM y AM = +Va'+»;
lueeo

] 2
o & . 3]
\- &Yy =& +a;y (=)

- a‘m .
0 Y = — - (3)
L= 2a ) :

Tal es la ecuacidn pedida en coordenadas rectangulares.
Esta ciibi

a tiene, pues, por asinfotas las rectas 8 y ¢'S’ paralelas
al eje de las @ cuyas ecuaciones son
y=+1a & Yy=—4a (4)

y la recta A’S, paralela al eje de la ¥ tiené por ecuacién

= — -i-_)rf

Tomando el punto fijo A por polo y el eje OA por ¢je polar, consi-
deremos el punto M para el que las coordenadas polares sun
AM=p 3 /MAP=0.
Secun esto, resulta
o=COB-—CA (1)

Pero los tridnzulos rectingulos CBA y CAO dan

CA ]
CB = = v (A = d
. genl *

cosf
de lo que resulla
g L (24 =
e = (6)
Y sen B}, cos 0 cos

- ecnacion polar de la etbica (F)

| Observacion.—Como se sabe, esta cibiea eldsica goza de propieda-
des notables, de las que sdlo indicaremos las que tienen relacién con
‘ el trazado elegido para la tangente ¢ para la normal en un punto M, d

para trazar la fangente por un punto del eje OA, desde A hasta —w,

atendiendo 4 la restriceidn del sabio anfor de esta cuestion, 4 quien

no ofreceremos observaciones nuevas bajo este punto de vista, y para
no prolongar intitilmente esta solueidn.
Tangente y normal.— La eccuacidn (3) da por expresién de la sub-
normal
: a (@ + 2a) :
O = — (8)
@ i
que nos conduce facilmente 4 la determinaeidn de la tangente. Consi-
deremos, pues, el punto M, y prolonguemos la ordenada PM hasta
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corvtar en ¢ y o, & laasintota s8 y 4 la diagonal A's del cuadrado
OA’s,b, determinado por esta asintota, la asintota s5, y por las rec-
tas AO, CB. I

Esto sentado, es ficil ver que se tiene
Pog=a, Po,=AP=a+2a

De donde

S == (9)

Luego, para obtener el punto T, trazaremos la recta Asa y por sz la
reeta ;T paralela & ésta, que cortard OAX en el punto T tal, que TM f
serd la tangente buscada. |

Para la tangente en el punto M, prolonguemos andlogamente la
ordenada P'M’ que cortara entonces ;S y A’ en los puntos o'q y o'z, ¥ |
se tendrd

Pes=a. Pleag=AP =—242a

II
AP Plo'e o |
de donde 8 = — =TP (10
1!
r) R} - - - - o ‘
Asi el punto T serd la interseccién del eje AO con la reecta %, T pa- *r
ralela & As'q, lo que la tangente T'M',
1
Sem |
Tomemos ahora la ecuacién polar (7) de la cibica, que da para la -
sub-normal la expresidn
< - 1 | a sen 0
:"_::-ff e e ——— = = |]|]
cos® 0 sen-Y cos® 0
que conduce facilmente & trazar las normales en los extremos M, M’ de 5

la euerda MM, cuyo punto medio C se halla en la diametral CB de (F), L
[in efecto: trazemos en los extremos B v O de las rectas rectan-

gulares AB y AC las perpendiculares Bfa y Cay, que cortan AQO en
los puntos B y ¥, y tendremos

Sp=:14 (Ay— AP) — Oy=+ By —Cy

Haciendo centro en y, con el radio yf deseribamos el efreulo g3g"

G {y) que cortarda 4 Cy en los punfos §° y £". Unamos estos puntos al
punto A por las rectas AR y AR, y enseguida tracemos por C las pa-
ralelas C'3 y C'B i estas rectas cuyas infersecciones ‘8 y ‘8 con la per-
pendicular AB al vector MAM' dan respectivamente por sub-norma-
les en los Plllll.u&'-i M 3 M’ los segmentos

A'By A°B

Se pueden también determinar los puntos ‘B y “f trazando por C la
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paralela C% & AO, y tomando 4 una y otra parte los segmentos % y °¢"3
iguales al segmento 1f.

Para los puntos situados en el vector que pasa por ¢, 6 que coin-
cide con la dirececion de la diagonal Ae del cuadrado AOes’, se tiene
0 = 45", y por consiguiente

5 (t ;
PR — = =2
cos 0

lo que muestra que lag sub-normales coineidirdn y tendrdn por lon-
eitud comiin la de esta diagonal A e.

Para los puntos M; y M';, extremos de la cuerda M, y M', corres-
pondientes al dngulo 0 menor que 45°, la sub-normal A'B, relativa al
punto M, se hallard hacia el lado opuesto 4 la sub-normal AP, del
punto M,.

En virtud de la simetria de la figura, se llega 4 los mismos resul-
tados considerando la variacién de Y que corre

sponde 4 la parte
AN ,NF de la rama FMAF'... y 4 la rama I*,N'N,F.... In este caso se
endra que considerar la diagonal A'e del euadrado OA's’ e, simétrico
de A’ con respecto 4 AO.

Observacion.—Los pares de vectores rectangulares AM, AN; AM,,
AN .... siendo radios homdlogos de dos haces homo;

‘ificos en invo-
lucion coneénfricos, euyos radios dobles son imaginarios, los pares
de puntos C, B: C,, B,... serdn puntos homdlogos de dos divisiones
homogrificas en involueidn de base comiin, y cuyo punto central es O,

Si se hace girar alrededor de A y T permaneci¢hdo las rectas
As; y Toz siempre paralelas entre si, estas rectas engendrarin dos ha-
ces homograficos que tendrian por eentro estos puntos, y por consi-
ouiente los puntos s, y o formaran, sobre las rectas sS y A'c dos di-
visiones homogrificas.

Consideremos dos

rayos homdlogos Ap y T de estos haces, que
determinan los dos puntos homdlogos u y X de estas dos divisiones
homogréficas. Proyectando el punto ¥ en ¢’ sobre s8, los dos puntos
u ¥ 1’ serdn también dos puntos homdlogos de dos divisiones homo-
grificas, pero de la misma base, y por consiguiente, el punto ¢, serd
uno de los puntos dobles de estas dos divisiones.

Segtin esto, se pueden frazar geométricamente desde un punto

e AO, desde A hasta — @ tangentes 4 la eibica.

cualquiera dei

Sea pues, T el punto desde donde se quiere trazar una tangente 4 la
curva, siendo s; el punto de la primera division (p...) que es homélogo
del punto situado en el infinito en la segunda division (n'..) y s, el
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punto de la segunda divisidn que corresponde al infinito de la primera.
Determinemos el punto medio  del segmento $08 formado por
estos dos puntos lmites, asi como su homdlogo, y se tendra

f
] / 1
111] Oq = 1 \." w .n'.-l ., W ,

luego, deseribiendo sobre el segmento ws;, como didmefro una cireun-
forencia, la circunferencia (w) que tiene el ecentro en w y corta ortogo-
nalmente & la primera, cortara 4 sS en el punto doble s por el que
pasa la ordenada del punto de contacto de la tangente pedida TM, y
por consiguiente, su simétrica con relacion 4 AO.

El otro punto doble =, corresponde & una ordenada ideal de la
curva.

Si el punto dado fuese T', el punto homdlogo de w serfa ' y la
eircunferencia (») que corta ortogonalmente 4 la circunferencia des-
cripta sobre s;0’; como didmetro, cortarfa & s3S en los puntos dobles
o’a ¥ &a por los que pasan dos ordenadas reales que dan los puntos de
contacto de las cuatro tangentes, que se pueden entonees trazar por
este punto T" & la etibica.

Como se sabe, el punto % es el eentro instantaneo de rotacion de la
recta AC, y el punto = el punto de contacto de la pardbola (7) envol-
vente de ¢Cr, que tiene A por foco y larecta BOC por directriz.

Analogamente el punto %y es el centro instantaneo de rotaciin de
AB y *' en el punto de contacto de esta misma pardbola con la rec-
ta aB~.

Los punfos v y %' son también puntos de ofra paribola (&) que
tiene por vértice el punto A y por pardimetro «.

Por otra parte, cuando las reetas rectangulares BA% y CA%' gi-
ran alrededor de A, la euerda "¢%’ girard al rededor del punto fijo A,
6 polo de BOC, siendo AA ignal 4 OA 6 a.

En este caso la euerda de contacto =<' de la pardbola (=) girari
alrededor de A y cortari & la euerda % °%¢ de la pardbola (@) en un
punto I que se hallard en la directriz BOC de aquélla.

El punto « interseceidn de las normales = %y2B’ y <" %'I'y 4 la pa-
ribola (z) describird una pardbola (3') que tiene A, por vértice é igual
4 la pardbola (®); siendo el segmento AA, igual § 2¢ y el segmento
TB' igual 4 yp. '

La pardbola (') serd, pues, uno de los lugares desde donde se
pueden trazar peoméiricamente normales 4 la parabola ().

El punto medio «, del vector Az icual 4 la euerda % . describe

otra pardbola que tiene A; por vértice y 5 por pardmetro.

ol
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Cuestion nwm. 79 (Véase t. IL, phg. 270).

Construir un tridngulo dados los vértices A’, B', C' de los tridngulos
equildteros construidos exterior ¢ interiormente.—(H. Van Aubel).

Bolueién por M. EMILE LEMOINE.

Esta cuestion es la 864 (N. A. 1868, p. 191) que yo propuse y que
ha sido resuelta muy elegantemente por M. Kiepert (Id. 1869, p. 40),
y ha llegado 4 tener un especial interés por el lugar que ciertos pun-
tos encontrados en su solucién han obtenido en la Geometria del
triangulo. Ademds, en el trabajo de M. Kiepert la ednica universal-
mente conocida ahora con el nombre de kipérbola de Kiepert ha mos-
trado toda su importaneia, asi eomo lo han hecho también MM. Neu-
berg v Brocard. Yo, asimismo, desde 1873 (Véase Assoe. Frane. Con-
gres de Lyon. p. 94) indiqué los puntos notables, estudiados entonces,
por los cuales pasa esta cénica.

Puesto que la ocasidn se ofrece, voy 4 presentar las soluciones que
habia encontrado cuando propuse la cuestidn.

Primera solucidn:

Lesa.— Un tridngulo equilitero C'AB tiene su wvértice C' fijo, A se
apoya sobre una recta A’O, B sobre una recta B'0. Determinar sw po-
sicion.

Si se construyen todos los fridngulos equiliteros que tienen su
vértice C' fijo, su vértice A sobre la recta A'O, el lugar de B es, como
se sabe, ¢ como es muy facil demostrar, una recta cuya infersececion
con B'O determina el punto B.

Esto sentado, volvamos al problema propuesto. Supongamoslo
resuelto.

Se sabe, ¢ se demuestra ficilmente, que las tres rectas AA’, BB,
ge cortan en un punto O tal, que /B'OC'=/C'0A’=/A'0B=120" ),

Luego O se halla determinado por la interseccién de dos segmen-
tos cu[uiccs de 120° descritos sobre A'B' y sobre A'C’. Basta entonces
colocar B como manifiesta el lema: puesto que AC'B es equilitero y
(' estd dado, B se halla sobre B'O, A sobre A’0.

Como se sabe también que AA'=BB'=CC', C estd situado sobre
'O, ete.

El punto O es el punto notable que M. Neuberg ha llamado 1.* cen-
tro isGgono de ABC (véase su Memoria Sur le tetraidre, Bruxelles,
1884 p. 37).

Hemos supuesto que A', B', O se hallaban al otro lado de BC, CA,

*) Viéase en lo pihg, 61 do este perlidico. El punto M es ahora el punte O.—(Z. G. e G.)
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AB que A, B, €. La hipdtesis contraria se tratard de una manera en-
teramente andloga; AA’, BB, CC' se cortarfan entonces en el 2.° cen-
tro isGgono. Haremos la misma hipdtesis en la solucién siguiente:

Segunda solucidn:

Lema.— 8i se circunseribe un clreulo al tridngulo equildtero AC'B
y O es un punto del circulo situado al lado opuesto de AB que C', s
tendrd OC'=0B4 OA, proposieién muy conocida y faeil de probar l'

Se construye el punto O como en la primera solueidn.

Se tiene entonces:

0A’=0B+0C, OB’'=0C - 04, 0C'= 0A + OB,

de lo que se deduce

3 EL ]‘. ¥ 11 ) ] t)
ox=2FO0 08, op. OO0

2
0C = O '{:ELB 0c

y eomo OA’, OB, OC’ son conocidos, puesto que O estd colocado. Los
puntos A, B, C pueden ser colocados sobre A’0O, B'O, C'0. <

Cuestidn 69 (Véase t. II, pag. 215)
Dados los dos valores u=~o0, u,=1, se pide la forma mds sencilla de
los nimeros up-p1=14un + 2un—1.—(H. Brocard).

Bolucidén por el Sn. G, VIVANTL T
Se obtiene por la integracién de la ecuacién de diferencias finitas, |
teniendo en cuenta las condiciones iniciales:

2 = ]j (2“ +t1—1—X, ), dedonde ;= —1)—( 1+ (— IJH) -1"‘
|
|

Los nimeros u, gozan de las propiedades siguientes, que nos
ofrecen un medio ficil de calcularlos sucesivamente.

Up + Un—1 =20 — 1, Up=2Up—1 + In—1
Para establecer estas relaciones notables, se tiene siempre:
= ha—1 = 1, 1 o+ Ap=2— )-n-l =2 + 201 — 81

Segun esto, tenemos

1 1
tn it = (PH 42 —2—dy— Dt ) = (320 —8) =2 1,

(" Véase Desboves, Questions de Géomdétrie, etc , pag. 64— 2, G, i G,
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5 hytrdes o ;
un =5 (220 =2 =14 B ) = 2un + Bhay
Errata en la cuestion 74.— El Sr. Vivanti nos ha manifestado que
el denominador del segundo miembro es igual 4
y i 1 *)
: minl Ll
aMl—amde=Bm+1,n+1)=———m7—
g (m—+n+1)!

Nota acerea de 12 guestion ndmeroe 77 de! Sr. Pirondini

por M. H. Brocard (V. t, 11, pig 278).

Las relaciones enunciadas parece son consecuencias de una pro-
piedad partieular de la evolvente del eirculo que se puede establecer
como sigue:

Designemos respectivamente por a, g, R, 5, el radio del eirculo,
el radio vector del punto M de la evolvente, el raldio de curvatura y
el arco de esta curva.

Se tiene desde luego o7 = R* 4 a.

Siendo a, f§ las coordenadas del centro de curvatura de una curva,
en el punto (2, ¥); se tiene por relaciones conocidas

dy

: dy?
r—a—(y—@) o P 0, 14 7#,

Si, pues, ¢(z, §) = 0 representa la evoluta, la eliminacidn de =y p
entre las tres ecuaciones dard la ecuacién diferencial de la evolvente.
En el caso del efrculo
¢(z, B)=a® + y* — a’.
Y se obtiene
a*(de* +dy*) = (wdwt-ydy)*
4 mas simplemente
edr - ydy = ads
Integrando se tiene
x4 ;.'_JE — 2a5 + C.
Y si se eonsidera la evoluta que pasa por el punto A del eirculo
sobre el eje OX, se tendrd C = a* de donde

o* = 9q8 + a* y por consiguiente R? = as,

propiedad que nos proponiamos establecer.
La 2.0 relacion del enunciado 77 puede deducirse muy sencilla-
mente de aquélla.

(*) La misma indieacidn se nos ha hecheo por el 8r. Durin Loriga,
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En efecto, designando por OB, OC, OD los radios veelores pro-
porcionales 4 los nimeros 1, 5, 7, se tendra

9g¢.AB = OB —a%, 2a.AC=0C—a, 20¢.AD=0D"—a

Si, pues,
OB? 4+ 0D® = 2. 0C?, setendra AB+AD=2AC

Jo que prueba que C es el medio del arco BD.

Se establecerian de una manera andloga las otras relaciones enun-
ciadas, que son otras tantas importantes contribuciones al estudio de
la evolvente del eireulo.

Cuestion win 46 (V. 1. 11, pig, 32).
Dada una perpendicular PQ al didmero AB de una circunferencia
y M un punto cualquiera de esta perpendicular.
1.c Demostral que PQ es biseetriz del dngulo CPD. 2.° Determinar
la posicién de M con la condicidn de que CP haya de ser paralela 4
MB (se supone & P situado entre A y B). 3.° Caso de que I se halle en
la prolongacién de AB.— (. J. Durdn Loriga). e

Solucion por D. RIcAaRDO CARO, alumno de la Universidad de Zaragoza

1. Hay que demostrar que /CPQ = /QPD.

Tracemos las cuerdas AD y BC, que se- -
rdn respeetivamente perpendiculares 4 las
rectas MB y MA, puesto que los dngulos
ADB y ACB estan inscriptos en media cir-
cunferencia.

Tenemos, pues, que las rectas MP, AD -
y BC, son las tres alturas del tridangulo
AMB, y, por lo tanto, se encontrardn en un
punto M’

Si ademds trazamos la DC, prolongada

, hasta encontrar al diimetro en 8, podremos
considerar la DS como diagonal del cuadrilitero completo CM'DMAB,
por lo cual serd armdnica la relacidn de los puntos DQCS, y armdnico
el haz PDQCS.

Ahora bien; si por C trazamos la trasversal OH. par
P8, tendremos IC =TH, y los tridncul
iguales, resultando finalmente

alela al rayo
os rectingulos HIP y IPC serdn

LOPQ = /QPD
segtin se debia demostrar.
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Si M estuviera en la interseceién de la perpendicular con la cir-
cunferencia, también serfa cierta la proposicién, puesto que ten-
driamos

/OPQ = /QPD = 0.

Si estuviera entre la circunferencia y el didmetro en M’ por ejem-
plo, los puntos C y D se determinarfan uniendo M’ con A y con B.
Las rectas AC y BD tendrian que cortarse sobre la perpendicular PQ,
porque teniendo esta perpendicular los puntos M’y P ecomunes con
la tercera altura del triangulo AMB, seria la altura misma y pasa-
ria por el vértice M. La demostracién serfa la misma que en el pri-
mer easo.

Finalmente, si M se confundiera con I, ¢l dneulo CPD valdria 1800
y PQ sezuiria siendo la biseetriz.

2.0 BP, que es perpendicular 4 PQ, serd bisectriz del dngulo DPC,
que es adyacente al CPD, y por tanto,

arco DB = arco BC’

Sentado esto, supongamos que sea M el punto que cumple con las
condiciones del enunciado, es decir, que determina CP paralela a MB,
y tendremos /MBA = /CPA
pero este ultimo tiene por medida los arcos

AB B - AC . DB AC+H DB semicire.2—CD
s - + S o] 2

) 9] 2 (5] ) (9]

También tenemos que el dngulo AMB tiene por medida los arcos

ACB CD semieire.,~—CD
e . 3k Yy —

luewo /MBA = /AMB,
y siendo isdsceles el tridngulo AMB, serd AM=AB.
El punto M quedard, pues, determinado haciendo centro en Ay
cortando la perpendicular por un arco BM, de radio AB.
Siendo dado el punto P, el M quedara también determinado por la
formula
PM=+V 4 R*— AP

dedueida del tridngulo rectingulo AMP (llamando R al radio del
eirculo) y por ella podremos hallar dos puntos & distinto lado del dié-
metro, segiin se tome uno y otro signo, que cumplirdn con las condi-
ciones del enunciado.

3.0 Supongamos ahora que P eata en la prolongaeidn del didme-
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tro y sea M el punto de la per-
pendicular.

La unién de M con los extre-
mos A y B del diametro deter-
minard los puntos D y C', que
unidos con P, dan el angulo
CPD, debiéndose demostrar que

/CPM = /MPD

Unamos B eon (' prolongan-
do la recta hasta Q, y los puntos
Q, A y D resultan en Iinea recta.
En efeeto; BP y MC' son dos al-
turas del tridngulo MQB; luego
el virtice Q, el punto A de en-
cuentro de las alturas, y el D,
pie de la perpendicular & MB desde A son tres puntos de la tercera
altura QD.

Consideremos ahora el cuadrilitero completo DAC'BMQ y tra-
zando la diagonal DC'H serd armdniea la relacién de los puntos
MPQH, y por lo tanto, la de los MIAC, puesto que MH y MC' son
trasversales del haz D. MIAC'.

Resulta también armdnico el haz P. MIAC', y en tal caso la tras-
versal FGC, paralela al rayo PA, nos da FG = GC.

Los triangulos rectingulos PFG y PGC son iguales, y tenemos
finalmente LCPG = £@PF,

Supongamos ahora que sea M el punto que cumple las condicio-
nes del enuneiado, es decir, que determina OP paralela & MB,

Siendo MP biseetriz del dngulo OPD, la AP lo serd del £DPC
adyacente del primero, resultando

arco FDB = arco C'C'B
cuya igualdad hemos de emplear luego.
Ahora bien;
ang.© MBP = dng.c BPC' = dng.c BPD

pero el BPD tiene por medida el arco

DB—TFA (a)

9

=

El 4ngulo AMB tiene por medida
C'C'B—AD (b)

£}
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Pero las expresiones (a) y (b) son ignales, porque si sumamos 4

:‘!
FA .
las dos, la cantidad — 5 1OoS dan respectivamente:

DB FDB—FD
TR T T
CCB—AD+FA _ COB—(AD—FA) _ CCB—FD

9 S o - ¥

I.\..-

luego, en virtud de la igualdad deducida antes,
ang.° MBP = éng.» AMB

Es isdsceles el triangulo AMB, y el punto M quedard determinado
graficamente, haciendo centro en A y cortando la perpendicular por
un arco MB, de radio AB.

Estando dado el punto P, el M quedard también determinado por
la férmula

PM =+ V 4R _AP!

deducida del friangulo rectingulo AMP (llamando R al radio del
circulo), y por ella podremos determinar dos puntos & distinto lado
del diametro, segun se tome uno i otro signo, que cumpliran con las
condiciones del enunciado.

Cuando la distancia dada AP es igunal & AB=2R, resultard
AP*=4R* y la férmula da para PM un valor cero,y cuando AP sea ma-
yor que 2R, tendremos 4R* — AP* <0y la férmula da valores ima-
ginarios.

Conecuerdan perfectamente estos resultados con la construcecidn

grifica, porque en el primer caso, el arco MB serd tangente en P 4 la
perpendicular PQ, y en el segundo caso no la cortard.

COUESTIONES PROPUESTAS
76.™ 8i 0 esel punto de encuentro de las rectas que unen los
vértices de un tridngulo ABC 4 los eentros A’, B', €' de los cuadra-
dos construidos respeetivamente sobre los lados BC, CA, AB, se tiene:
BB’ e €O . o BO '€CO A0 . BO 00 AB

BO ' 60 BB'  CC AA' “ BB ' 0OC AC
(H. Van Aubel)

™ Por un error material deJd de publicn
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87. Sean A B,C,A,, A,B,C, Ay, A;B,C, A, los cuadrados cons-
truidos exteriormente sobre los lados de un tridngulo A, A, A, y E el
medio de B, B, : @) Demostrar que, si sobre EB, se construye el tridn-
gulo EDB, rectingulo en D y tal, que B D = 2 ED, el tridangulo
A, DA, sera directamente semejante al tridngulo EDB, @ (8). Construir
el tridngulo A, A, A,, dados los vértices B,, B,, B, de los cuadrados
construidos sobre sus lados. ]

(H. Van dubel).
88B. Discutir completamente en coordenadas rectangulares 6 en
coordenadas polares la curva representada por la ecuacidn polar
p=acosw-ta V 12 — 15 cos*® w.

89. Sedauna circunferencia,una tangente AE, un didmetro ACB.
Desde un punto D de la eurva, con DB por ridio, se traza un arco de
circulo que encuentra AE en los puntos E, F que se proyectanen M, M’
sobre la tangenteen D. Determinar todas las particularidades del lugar
de los puntos M, M. (H. Brocard).

90. Se dauna circunferencia tangente 4 los lados de un dngulo
recto. Hallar el lugar del punto de interseccién de las tangentes 4 la
circunferencia trazadas por las proyecciones de uno de sus puntos so-
bre las dos tangentes rectangulares dadas.

(H. Brocard).

91. Resolver las ecuaciones

(Y=o +P=21(y+2), (z—a)+m’=2m(z+x), (@—y)*+n*=2u(2+y)
(E. Lemoine)

92. 8i O es el centro del cireulo inseripto & un tridngulo de re-

1

ferencia ABC; M’ el punto cuyas eoordenadas normales son: 3
alb—+¢)

; L
ete, M" el punto cuyas coordenadas normales son: —, ete., se ten-

a
drd en magnitud y signo
oM’ = be--ca+ab
MM 4p*
ey . bdries
La recta OM'M" contiene el punto - =, ete.
s i

Aplicar la transformacidn continua 4 estos resultados.
(E. Lemoine).

(*) Se entiende por poligones directamente semejantes, poligonos que pueden convertirse
en homotéticos por una simple traslacidn, sin giro, de uno de ellos en el plano.

Zaragoza,— Imprenta de C. Arifio, Coso, 100, bajos.

SNISIS———— -._TL_,.‘-,_ﬁﬂ_.!L_.:-.-ﬁ_%




