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I I 
Círculos de Schoute. 

1. DEFINICIÓN. — Se llaman círculos de Schoute del nombre del geó­
metra holandés que los ha estudiado primeramente, los círculos luga­
res de los puntos M tales, que sus t r iángulos podares tengan un án­
gulo de Brocard toj. 

2. HISTÓRICO.— M. P. H. Schoute ha dado á conocer los círculos 
que llevan su nombre en un trabajo publicado en 1886 y titulado Ovez 
een nauwez verband tusschen Hock en Cirkel van Brocard (Bulletin de 
l 'Académie d'Amsterdam pp. 39-40). M. Neuberg los ha hallado de 
nuevo y generalizado en su nota Sur les triangles équibrocadiens (Con-
grés d'Oran, 1888, pp. 135-144) j en su memoria ¿SW les projections et 
les contre-projections dhm triangle fixe (Memoires couronées de TAca-
démie royale de Belgiqne, t. XL1V, 1890). M. Boutin s'en est serví 
dans son étude Sur les centres isodynamiques et sur les centres isogones 
(Journal de Mathématiques elémentaires, 1889, pp. 101-102), y M. G-ob 
ha señalado nuevas propiedades en su nota Sur quelques transforma-

•tion de figures, Congrés de Limoges, 1890). En fin, M. W. W . Taylor, 
en una comunicación, On some rings of circles connected with a tr ian­
gle, and the circles which cut them at equal angles (Proceedings of the 
London mathematical Society, vol. X X , 1889, pp. 397-416) ha mos­
trado las relaciones que existen entre los círculos de Schoute y un 
nuevo grupo de círculos que ha estudiado. 

Vamos ahora á dar á conocer las principales propiedades de los 
círculos de Schoute. 
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3. ECUACIONES DE LOS CÍRCULOS DE SCHOUTE. — Basquemos el l u ­
gar de los puntos M, cuyos tr iángulos podares, A , B l C,, tienen un 
ángulo de Brocard dado Wj. 

Se sabe que el valor del ángulo de Brocard w de un tr iángulo está 
dado por la fórmula 

cot w = cot A + c o t B + cot C = 
4S 

Busquemos el valor de cot w, en un tr iángulo A , B l Gl en función 
de los elementos del t r iángulo de referencia. Designemos por a l , ¿»1, 
6t, S, los lados y el área de A1 B i Se tiene: 

2S, = yz sen A + Z M sen B-hay sen C 
a,'2 = y'2 + 2̂ + eos A 
A,2 = 2̂ + ¿Í7S -f- 2Z£C Cos B 
c,2 = a;'2 + 2/2 -+- 2ÍCÍ/ cos C 

luego (1) 

a^-h-bf+c^ x^+y^-i-z^+yz cos A-f-^a? cos B - h x y cos C COt a), = 4S! yz sen K-t-zoo SQnB-\-ocy senC 

Esta relación muestra que el lugar de los puntos M tiene por ecua­
ción: 

x'i+y°2->rz--1fyz eos A.-+-ZX cos B-{-xy cos C — 
— cot to1 {yz sen A.-\-zx SQnB-\-xy sen C) = o 

ó 
S «24-S 3/2; cos A—^ S ^/^ sen A = o (2) 

Esta ecuación representa un haz de círculos. Es la ecuación gene­
ral de los círculos de Schoute. 

4. CENTRO Y RADIO.—Las coordenadas z) del centro de un 
círculo están dadas por las fórmulas 

R (sen A + X cos A) 

(3) {y \= 

\z = 

X+cot w 

R(sen B+X cos B) 
X+cot w 

R (sen C+X cos C) 
X + COt to 

En cuanto al radio está dado por una de las fórmulas 
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p2 = R 
2 sen2 O J ( 1 — 4 sen2 

sen2 (w+i^ ) 

p2_^-2 s e a ' 1 0 sen (30 —Wj) sen (30+Wj) 
sen2 (w+w^ 

R V x á - 3 
P — ' 

X+cot w 

designando R el radio del círculo ABC. 

(4) 

(5) 

(6) 

5. CASO PARTICULAR.— Observemos desde luego que dos valores 
iguales y de signo contrario de X dan dos círculos de Schoute tales, 
que los tr iángulos podares de sus puntos tienen el mismo ángulo de 
Brocard, y son el uno directo y el otro re t rógrado. 

La ecuación (2) contiene como casos particulares: 
1. ° E l círculo de Brocard (X=cot OJ) ; 
2. ° Un círculo imaginario (X=o); 
3. ° E l círculo circunscrito á ABC (X=GO ); 
4. ° La recta de Lemoine (X= — cot w); 
5. ° y 6.° Los centros isodinámicos (X= + V'¿ ). 
De estos seis casos particulares, los tres primeros resultan inme­

diatamente de la comparación de las ecuaciones de estos círculos con 
la ecuación (2). Los otros tres pueden obtenerse buscando los círcu­
los cuyo centro se encuentra sobre el lugar. 

Para que esta condición se halle satisfecha, es necesario que se 
tenga: 

Cos C—X sen C 
Cos B —X sen B 

cos C —X sen C 
2 

cos A —X sen A 

cos B —X sen B 
cos A —X sen A 

2 

ó bien 

(X2-3) (X sen A sen B sen C + l + cos A cos B cos C) — o (7) 

Esta ecuación se descompone en las dos siguientes: 

I.» X3-3=o 

que da X = 4; VW 

Si llevamos estos valores de X á las fórmulas (3), tendremos para las 
coordenadas del centro: 
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X —• 
R sen A ± V s eos A 2 R eos ( A + 60) 

+ V 3 + cot w V ' 3 + cot co 

2 R_eos^B±60) 

Y 3 + e o t w 

2 R eos (C+60) 

V 3+eot OJ 

estas son las coordenadas de los centros isodináraicos. 
Luego: los centros isodinámicos son los PUNTOS LÍMITES del haz de loe 

círculos de Schoute. 
2.° X sen A sen B sen C + l + cos A eos B eos C=o 

da X= — cot w 

E l círculo correspondiente se reduce á la recta: 

a b e 
(9) 

que es la ecuación de la recta de Leraoine, polar del punto de Lemoino 
con relación al círculo circunscrito. Luego: 

L a recta de Lemoine es el eje radical común de los círculos de Schoute. 
De los resultados precedentes se deduce que: 
E l lugar de los centros de los círculos de Schoute es una recia perpen­

dicular á la recta de Lemoine que pasa por el punto de Lemoine, por el 
centro O del círculo circunscrito y por los centros isodinámicos W, W •' 
es el diámetro de Brocard. 

6. INTERPRETACIONES GEOMÉTRICAS. — Dos interpretaciones geo­
métricas de los círculos de Schoute se han dado. La una debida 
á M. Neuberg {loe, c i t , p. 29), la otra á M. Gob {loe, cit., p. 7 y si­
guientes). Estas dos interpretaciones se apoyan en la teoría de las 
figuras semejantes construidas sobre los lados de un tr iángulo, y en, 
ello insistiremos cuando tratemos de esta importante teoría. 

7. Las propiedades que hemos indicado para los tr iángulos po­
dares nos permiten enunciar inmediatamente algunas otras que se 
refieren á los círculos de Schoute. 

l.o E l círculo de Brocard es el lugar de un punto P tal, que su 
t r iángulo podar es directo y do igual ángulo de Brocard que ABC 
(tüi = aj)-
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2. ° La recta de Lemoine es el lugar de un punto P tal, que su 
triángulo es re t rógrado y de igual ángulo Brocard que ABC ( t o ^ - w > 

3. ° Los t r iángulos podares de los centros isodinámicos son equi­
láteros. 

Llamamos tr iángulos conjugados á dos triángulos tales, que las 
medianas del uno son proporcionales á las medianas del otro, j pun­
tos conjugados á dos puntos tales, que sus triángulos podares son con­
jugados, directos entre sí, y cuyos vértices homólogos se encuentran 
á un mismo lado de ABC. 

I.0 Dos t r iángulos conjugados tienen igual ángulo de Brocard. 
2. ° Dos puntos conjugados se hallan sobre un mismo círculo de 

Schoute. 
3. ° Dos puntos tripolarmente asociados se hallan en círculos di­

ferentes. . 
4. ° En la transformación por puntos tripolarmente asociados) 

los círculos de Schoute, con parámetros de valores absolutos iguales 
y de signo contrario, se corresponden entre sí. En particular al 
círculo de Brocard corresponde la recta de Lemoine. 

Para completar el estudio de los círculos de Schoute señalaremos 
algunas proposiciones que nos contentaremos con enunciar y que se 
derivan del principio conocido siguiente: 

8. PRINCIPIO. — La figura formada por un sistema de círculos que 
tienen el mismo eje radical, se transforma por inversión en una figura 
formada por círculos concéntricos, si se toma por centro de inversión 
uno de los puntos-límites del sistema (Poncelet, Traite des proprietés 
projectives. Tome I , n.0 76). 

Las trayectorias octogonales del sistema son, en efecto, círculos 
que pasan por los puntos límites y cuyas transformadas se convierten 
en rectas concurrentes. 

Resulta inmediatamente de este principio, que si un círculo corta 
á dos círculos fijos bajo ángulos constantes, corta también, bajo án­
gulos constantes, á todos los círculos que tienen el mismo eje radical 
y envuelve á dos círculos del sistema. 

9. APLICACIONES.^—Los círculos de Schoute se transforman por 
inversión en círculos concéntricos, cuando se toma por centro de i n ­
versión uno de los centros isodinámicos. 

Los círculos de Schoute se hallan cortados bajo un ángulo cons­
tante por los círculos de W. W Taylor {loe, cü.), círculos que tienen 
por ecuaciones: 
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K ^ x ^ — yz eos A.+zx eos B+ccy eos C=0 

Bi=2/2+2/2 eos A.—zx eos B + x y eos C=0 

C1 = z^+yz eos A.-\-zx eos B — e o s C=0 

Estos eírculos tienen respectivamente por eentros los puntos aso­
ciados del panto de Lemoine Ka , , Kc y son tangentes en los ra­
dios OB y OC, OC y OA, OA y OB. 

Estos eíreulos de Taylor envuelven los dos eíreulos de Schoute 
que tienen por eeuaeión: 

S os--\-'Zyz eos A ± 2 S yz sen A = ü 

I N T R O D U C C I Ó N A L E S T U D I O DE L A S I N T E G R A L E S E U L E R I A N A S 
POR D. LAURO CLARIANA Y RICART 

Catedrático de la Universidad de Barcelona 

(CONTINUACIÓN) 
(Véase el tomo 11, págs. 229,247, 265 y 300). 

-1 

14.—DETERMINACIÓN DE LA INTEGRAL -dx, SIENDO p < . ! 

E l primer procedimiento que podemos dar para demostrar esta 
integral, como el más elemental, está indicado en la obra de Cálculos 
de M. Serret. 

Tomemos la expresión nz 
2m 

X+2 2n siendo m < n . A l considerar 

(2^ + 1)7^ 
= „ pueden exp re sá r s e l a s raices de la ecuación binomia 

2« +<PIY—1 l + z" =0 por e~^k , dando á k los valores siguientes; 0, 1, 2, 
(n-1). Según la teoría de las fracciones simples,los coeficientes indeter­
minados de los numeradores, expresados por A, B, C . . . vienen dados 

por A 
F {a) 

r («o 
B c = 

en el supuesto de que las funciones F y / representen respectivamente 
el numerador y el denominador de la fracción dada que se descompone 
en otras simples. Así, pues, 
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F (a) n e 1 ^ m + l ) ^ V - í 

2 ~ 

Ahora bien, e 2 « í / . ^ 1 ^ = 6 + 1)« V ^ T _ _ 1 

luego A = 
1 (2m + l ) ^ V—1 

Las raíces de la ecuación binomia son todas imag-inarias, y dos á 
dos conjugadas; podremos, pues, tomar el valor suma de las dos frac­
ciones simples, que corresponde á dos raíces conjugadas, resultando: 

T + 
z — e % v ' - l z — e 

% V - ' i ~ | 
V - T _ 

-(2m+l)tp = -
1 eos ( 2 m + l ) tp^+sen (2m + l ) tp̂  V—í 

z — eos <o — sen <p, V—T + 

+ 
eos ( 2 m + l ) «f^—sen (2m-f 1) ?tV—1 

^ —eos ̂  + sen cp A/Z^ 

^ 2 (/ — eos cô ) eos (25^+1)^ — 2 sen <fk sen ( 2 m + l ) «p̂  

2 (^ —eos tf/c)2 + sen2 «p̂  

— (z —eos cp̂ ) eos ( 2 m + l ) cp^+sencp^ sen (2m + l ) tpfc 

(z-cos cp¿)2 + sen2 f fc 

Multiplicando ambos miembros por dz é integrando desde — Z 
hasta •+• Z, se tiene: 

z 

y 
ts —z 

T 1 {z —coso k y - h sen* <fk 

dz = — ~ eos (2m + 1) ?fc log 

+ sen (2m 1) tp̂  are tg 

k ^ 6 (^H-cos cp̂ )2 -+- sen2 ^ 

Z —COScpA á! + COStpft 
" are tg 

sen <?, sen cpfe 

de donde L i m / ' T k d ^ = ^ sen (2m + ^ Tfc 
y — 00 : 

Si suponemos 2 » ^ podemos escribir 
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( 2 m + l ) ^ = ( 2 K + 1 ) « ; lueffo 

A-fe» 
L i m i X f t =71 sen (2 K + l ) « . 

.y 00 

Según los valores de T, se obtiene 

Tc + T, + . . . + T 1 
2m 

o sea 

-[-oo 2«i 

l + Z 
sen a -r- sen 3a - i - . . . -f- sen (2w — 1) a 

Si multiplicamos ambos miembros por 2 sen a, atendiendo que: 

2 sen B ~ A sen =cos A—eos B, en el concepto de ser A < B 
2 2 

resulta 

/>4-oo 2??í 
/ 2 sen a 

2m 
( l - C O S 2 a) - f -

(cos 2 a - eos 4^) + ... + [eos (2 w — 2) a — eos 2 n a] 

Ahora bien, el segundo miembro se reduce á t (1— eos 2 « x ) = 2 - y 
según el valor a, se halla 

«+oo 2m , 
nz dz 

- x \ - \ - Z 

/ » + 00 

2u 
sen 

2mH- l 
2w 

Empero la integral •+ / produce dos integrales 
• op JO 

iguales por ser cuadrados los valores de z; así, pues, 

oo „ 2m ^ 
¿ nz dz 

o 1+z 2n 
sen 

2 m - K l 

Supongamos ahora z=ai''n de donde 

file:///-/-Z
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o sea 

,GC 2nz m dz 

J o 

2m + l 
2« 

1 + X 

por fin, si aceptamos que 

2«i 1 

« X x d v 

2 m 4-1 
2 « 

sen- 2w 

resulta la formula definitiva: 

0 sen p 

OTRA DEMOSTRACIÓN NOTABLE DE AI. BRIOT 

La función en que w designa un número positivo menor 

que la unidad, admite un polo que corresponde á z ^ — 1 y además 
un punto crítico en el origen. Desde dicho origen como centro y con 
un radio indefinidamente grande podemos imaginar una semicircun­
ferencia por la parte superior del eje a?, luego otra semicircunferencia 
indefinidamente pequeña, y por fin, desde el polo otra también inde­
finidamente pequeña. Los radios vendrán designados respectivamente 
por R, E y E'. 

La función propuesta, siendo holomorfa dentro de la línea cerrada 

/

« —i 
— dz, 

según el contorno dado, sea nula. La parte de la integral relativa á 
la semicircunferencia de radio indefinidamente grande es nula; la del 
centro, indefinidamente pequeña, también lo es en vir tud de las pro­
piedades 7.a y 8.a del número precedente. Para la integral relativa á la 
semicircunferencia indefinidamente pequeña trazada desde el polo, 

O'Í* 
puede suponerse z— — 1 -|- E ' <? lo que da 

/•O 

i . 
1 E'*6'' idV 

dV = — i dV 
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Debe advertirse que el movimiento de la variable se realiza en 
sentido de la flecha, según indica la adjunta 
figura 2.a j respecto á la primera integral. 

Cuando E ' sea indefinidamente pequeña» 

zn tiene por valor puesto que 

Así, pues, la integral anterior se transfor­
ma en: 

- i / d 0' = 

Ia A, c, c e, B A 

— ¿I e 
o 

n - i , — r , i 

- 1 
-d0'=--ien~l d0' = í k e _ . 7? - Í 

o * -'O 
La recta BA da una integral que tiene un límite determinado, ex­

presado por: dx \ en cuanto á las rectas A, C, y C, B, 

se tiene 0 = - , z — r e ( l ) , z = -

cial de (1) dz = n r e rtr 
la integral primera, se obtiene: 

e / — rfr-f- / — rfr 
/ R i " 1 ' J l-E' 

- r ; si tomamos la diferen-

y sustituimos valores en 

— e 
• 1—E' n—1 

dr -+-
l+E' 1—r 

Advirtiendo ahora que la suma de las integrales relativas á las di­
versas partes del contorno cerrado debe ser nula, sabiendo además 
que las cuatro primeras partes tienden hácia límites determinados, 
resulta que la suma de las dos últimas integTales debe tener también 
su límite. 

Este límite es lo que Cauchy llama el valor principal de la inte-
/"oo n—1 

gral / — dr , y que puede expresarse por K. 
J o ^ 

En totalidad pues, podemos escribir 
/»QO ^tl—1 

dx- \ - - i e " — K e , = 0, de donde: 
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a)n-1 
——— dw = (K — (eos nr. + i sen nn) = 

= (K eos WTC + TT sen mz) + i (K sen WT: — it eos mr) 

Empero, atendiendo á que el primer miembro hace referencia á 
cantidades reales, se deduce: 

K sen n - — - eos } 2 - = 0 ó s e a K = ~cosnT. 

De suerte que en definitiva se obtiene: 

T00 
^ == - eos w k eos w-ft - i - n sen w TI 

sen w TI 

fórmula exactamente igual á la anterior, según el método elemental 
-de M. Serret. 

T E O R E M A S , P R O B L E M A S Y M É T O D O S G E O M É T R I C O S 

(CONTINUACIÓN) 

E l teorema de Menelao que establece la situación de tres puntos en 
línea recta, por efecto de la relación que tienen con respecto á un 
tr iángulo, así como algunos siglos mas tarde el de Juan de Ceva de­
termina la concurrencia de tres rectas en un punto; el célebre porisma 
de Pappus por el que, mediante la deformación de un polígono cuyos 
lados giran al rededor de ciertos puntos y cuyos vértices, excepto uno, 
recorren otras tantas rectas, el último vértice debe describir una recta; 
el Hexagrammun mysticum de Pascal, el teorema de Desargues, los de 
Newton y Carnet, fundamentales en la teoría de las cónicas, son como 
focos de luz que irradian á gran distancia por los horizontes científi­
cos, como núcleos que contienen virtualmente multi tud de verdades, 
y sobre los que se desenvuelven teorías completas, ó como instrumen­
tos que multiplican las proposiciones de la ciencia. 

E l teorema de Pascal, por sí solo es la base sobre que se ha edifi­
cado la teoría de las cónicas; el teorema que establece la relación 
entre el polo y la polar es el gérmen de la dualidad, que hace surgir 
para cada propiedad descriptiva de las figuras su correlativa, dupli­
cando así el campo de la Geometría. E l concepto de la relación anar-
mónica ha servido á Chasles para establecer con sólido encadena­
miento todas las proposiciones de la Geometría moderna en su Traite 
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de Géométrie supérieure, el concepto de las formas armónicas ha per­
mitido á Staudt desenvolver este organismo independientemente de 
toda relación numérica. 

Hay teoremas fundamentales que parece penetran por todo el 
andamiaje de la edificación científica. E l teorema de P i tágoras , de una 
manera uniforme lleva á la obtención de las ecuaciones que repre­
sentan los lugares geométricos en la geometr ía cartesiana. E l teorema 
de Stewart, que como dice Chasles «merecería tener cabida en los ele­
mentos ó al menos en los complementos de Geometría» es un precioso 
medio de deducir numerosísimas relaciones métricas pues además 
de conducir á las expresiones de las medianas, las bisectrices, las si-
medianas, las distancias entre el centro de gravedad de un t r iángulo y 
del círculo incrito ó circunscrito ó el ortocentro, etc., etc., llega á ser 
un auxiliar eficacísimo para continuar estas determinaciones en la 
Geometría reciente, fijando con suma facilidad las relaciones entre los 
numerosos puntos y líneas con que los geómetras modernos han mati­
zado el plano del tr iángulo, y que dispersas en diversas memorias, á 
partir desde el año 1874 en que M . Lemoine en una breve memoria 
enunció algunos principios fundamentales, hoy comienzan á ser ex­
puestas en forma de Tratados (2). 

Esta nueva, Geometría del triángulo ha llegado, en efecto, á consti­
tuir una rama especial de la Geometría, por el inagotable conjunto de 
propiedades que ha hecho descubrir y que continúa agrupando en su 
reciente organismo; y aunque ciertamente en todas épocas los geómet ras 
han llegado á encontrar alguno de sus elementos primordiales de una 
manera aislada, y hasta según se ha hecho ver, del porisma 176 de Eu-
clides es fácil deducir toda la teoría del círculo, de los puntos y del 
ángulo Brocard (3); sólo ha formado cuerpo de doctrina desde los nu­
merosos trabajos que han suscitado las memorias de M, Lemoine sobre 
el punto al que los geómetras conocen con su nombre, desde que 
M. Neuberg lo propuso, punto, que después del centro de gravedad del 
tr iángulo es el que han encontrado con más frecuencia los geómet ras 
aisladamente en diversas épocas y mediante alguna de sus propieda­
des, cabiendo á M. Lemoine la gloria de haber mostrado en sus 
numerosos escritos, que todas estas propiedades y otras muchas perte­
necían á un mismo punto que tenía un lugar importante en el tr ián-

(1) Véase Applications remarquables du théoréme de Stewart et théorie du barycentre 
par C. Thiry. 

(2) Xéase C&sey. Géométrie élémentaire recente. PovLlainPiñncipes de ¡anouvelle Géométrie. 
M. Clelland. A treatise on the Geometry of the circle. 

(1) Vigarié, Le 17G^porisme d'Eudlde et ses consequences (Journ. de mcáth. élém. 1890). 
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guio, mereciendo un estudio especial. A l punto y al círculo de Le-
moine se agregaron en breve otros elementos aportados por M. Bro-
card, y que enlazándose con aquéllos han formado el núcleo de la 
nueva rama geométrica. 

La perpendicular, la paralela, las bisectrices, las medianas, las al­
turas, estos primeros elementos de la Geometría, basados en el con­
cepto de igualdad, fueron seguidos por el de la proporcionalidad que 
permite más numerosos y ámplios enlaces entre los puntos, las líneas 
las superficies; y de este concepto surgieron los de la relación armó­
nica y anarmónica que forman la esencia de la doctrina de los porismas 
y por consiguiente de la rama superior de la Geometría, de cuya evo­
lución hemos hecho ya algunas indicaciones. Pero no bastando enla­
zar puntos aislados con puntos, se enlazan figuras con figuras. La 
perspectiva unió primeramente las tres secciones cónicas entre sí y 
con el círculo. Los medios de transformación de las figuras se multi­
plicaron: las figuras homotéticas, homológicas, homográficas, corre­
lativas, inversas, etc.; las figuras transformándose, no sólo en el plano 
sino que también en general en el espacio, y particularmente no sólo 
en la superficie esférica á la manera que en el plano, sino hasta en 
otras superficies dadas. 

No solo se emplearon leyes especiales por las que una primera 
figura de las comprendidas en ellas sirviera de base para la formación 
de todas las demás, como por ejemplo, se observa en la homotecia y 
en la homología, en cuanto se dán el centro y el eje de homología y se 
establecen sistemas de dos puntos correspondientes; sino que además 
los varios sistemas de coordenadas han formado la base inmóvil sobre 
que se han construido toda suerte de figuras y se han enlazado entre 
sí, mediante el término medio que constituía la relación de cada una 
con el sistema fijo; y los sistemas polar, cartesiano, hamiltoniano 3̂  el 
cálculo baricéntrico han sido andamiajes distintos para la edificación 
geométrica. 

En una palabra, el Análisis interviniendo en las relaciones geomé­
tricas, creando algoritmos nuevos que correspondieran á las trans­
formaciones de las figuras, á sus múltiples propiedades, de manera que 
la inteligencia pudiera de las unas pasar inmediatamente á las otras, 
ó recorrer indistintamente ambos dominios enlazados de una manera 
permanente, ha contribuido á dar mayores proporciones al edificio 
geométrico; j el Análisis en su más elevada fase, sirviendo de base á 
la Geometría infinitesimal, ha llevado el estudio al grado supremo, en 
que además de estudiarse las curvas y superficies de grados supe­
riores con sus inflexiones, sus multiplicidades, sus retrocesos, en una 
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palabra, sus singularidades y más diversos accidentes, ha llegado al 
estudio sistemático de las variedades de géneros, órdenes, clases, fa­
milias y agrupaciones, hasta el punto de aspirar por último á clasifi­
caciones que, conduciendo á la síntesis total, sirvan de coronamiento 
al grandioso edificio de la Geometría. 

L I B R O P R I M E R O 

GENERALIDADES SOBRE LAS PROPOSICIONES Y LOS MÉTODOS 

C A P I T U L O P R I M E R O 

Las proposiciones. 

I . CLASES DE PROPOSICIONES.—Las proposiciones matemáticas se 
reducen en los tratados modernos á la definición, el axioma, el teorema 
y el problema, el lema y el corolario. 

En la antigüedad se empleaban otras varias proposiciones como 
nos manifiestan los tratados de los 2JOr̂ smas y de las dadas de ELI elides, 
de los lugares de Apolonio, etc., que son variantes ó casos especiales 
del teorema y del problema. 

E l axioma es una verdad evidente o que no necesita demostración. 
Los axiomas sirven de fundamento á las demás proposiciones de la 
ciencia. 

E l teorema es el enunciado de una verdad no evidente, ó que nece­
sita demostración; indica una relación de coexistencia entre modos de 
ser de varias cosas, expresados por sus dos partes, hipótesis y tesis. 

Hipótesis es lo que se supone en un teorema: constituye sus datos. 
Tesis es lo que se afirma y trata de establecer como coexistiendo con 
la hipótesis: constituye la consecuencia necesaria de ésta. 

Ejemplos: Si dos ángulos tienen sus lados paralelos y dirigidos en, 
el mismo sentido, seráu iguales. Si dos ángulos son opuestos por el vér­
tice, serán iguales. 

Demostración es el razonamiento que hace evidente una verdad 
que no lo es por sí. 

E l problema es una proposición que tiene por objeto determinar 
una ó varias cosas de especies dadas ligadas por relaciones determi­
nadas con otras dadas (Duhamel. Des méthodes, pág. 42). 

En el problema hay que considerar los datos 6 cantidades cono­
cidas y las cantidades desconocidas ó incógnitas que se buscan. Los 
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datos corresponden á la hipótesis de los teoremas y las incógnitas á 
las tesis. 

2. ANÁLISIS DE LAS PROPOSICIONES.—Generalmente en las cuestio­
nes matemáticas hay que considerar cuatro cosas: 1.° Ciertas entidades 
cuya existencia es hipotética ó está dada (hipótesis ó datos). 2.° Otras 
unidas á las primeras por la condición de la coexistencia (tesis ó re­
sultados que deben obtenerse). 3.° Ciertas construcciones con las que 
unimos nuevos elementos á los supuestos dados (construcciones ó lí­
neas auxiliares). 4.° Teoremas que expresan las relaciones entre las 
cantidades auxiliares y las dadas; por las que se deducen las busca­
das en el teorema ó en el problema propuesto. 

En el teorema: E n todo triángulo á lados iguales se oponen ángulos 
iguales (fig. 1.a). 

Lo hipotético es el t r iángulo y los lados 
iguales A B y AC, lo coexistente, la igualdad 
de Z B y Z C. 

Las entidades auxiliares introducidas (cons­
trucciones) el nuevo triángulo A'C'B' obtenido 
por la inversión del dado ABC. E l teorema: 

FÍ?. i.a. Dos triángulos que tienen dos lados iguales é 
igual el ángulo comprendido son iguales, establece la relación entre los 
elementos de la hipótesis y los de la tesis. 

En el teorema: Si los lados opuestos de un cuadrilátero son iguales 
dos á dos, éste es un paralelógramo (fig. 2.a), lo hipo­
tético es el cuadrilátero y las igualdades A B = C D , 
A D = B C de los lados opuestos. Lo coexistente es el 
paralelismo de AB con CD y de AD con BC. Las 
construcciones auxiliares se r educená la de la diago­
nal BD. Los teoremas que relacionan las entidades 
de la hipótesis con las de la tesis son: Dos triángulos ABD y BCD que 
tienen sus tres lados respectivamente iguales. Si los ángulos alternos i n -
ternos que dos rectas AB y CD ó A D y BC forman con una secante son 

iguales, dichas rectas serán paralelas. 
Sea el teorema: L a razón entre dos lados 

de un triángulo ABC es la misma que la de 
los segmentos aditivos ó sustractivos que la 
bisectriz del ángulo comprendido ó de su ad­
yacente, forma con el tercer lado (fig. 3.a). 

Lo hipotético es el tr iángulo y las dos 
bisectrices. Las entidades auxiliares son las 

paralela? AE y A E ' á las bisectrices. Los teoremas que enlazan la 

ra 
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hipótesis con la tesis son: Los ángulos alternos y correspondientes que 
dos rectas paralelas forman con una secante, son iguales. E n un tr ián­
gulo á ángulos iguales se oponen lados iguales. Si una recta corta á dos 
lados paralelamente al tercero, dividirá á aquéllos en partes proporcio­
nales. 

Sea el problema: Construir un triángulo ABC, 
dados los lados AC, BC y la mediana Ce. 

Las construcciones auxiliares son: la prolonga­
ción de Ce en cC = cCy el trazar la recta C'B. Los 
teoremas auxiliares son: Si las rectas CC y A B se 
cortan en partes iguales, ACBC es un parale lógramo. 

Fig. 4.». Los lados opuestos AC y B C de un paralelógramo son 
iguales, que enlazan el problema propuesto con el nuevo problema: 
Construir el triángulo CBC en el que se dan los tres lados BC' = AC, 
BC y CC'=2Cc. 

3. EJEMPLOS DE PROPOSICIONES.—Porisma. E l porisma que enun­
cia Pappus en sus Colecciones matemáticas libro VII , como compren­
sivo de diez porismas W análogos entre sí, pertenecientes á la especie 
de los lugares, y que se hallan, según manifiesta dicho geómetra, en el 
primer libro de los porismas, es el siguiente: Dadas cuatro rectas que 
se cortan dos á dos, si se dan (es decir permanecen fijos) tres de los pun­
tos de intersección situados en una de ellas, ó dos solamente en el caso del 
paralelismo, y de los otros tres, dos se hallan sujetos á quedar cada uno 
sobre una recta dada, el último permanecerá sobre una recta dada en 
posición y la generalización de este porisma ó su extensión á un nú­
mero cualquiera de rectas (2). 

Además cita dicho geómetra este otro: Si desde dos puntos dados se 
trazan dos rectas que se cortan en otra dada en posición, de las que la una 

intercepta sobre una recta dada en posición 
un segmento Km á par t i r de un punto dado A, 
la segunda formará también sobre otra recta 
un segmento Km, que estará con el primero 
en una razón dada $K 

Además de estos porismas, se hallan de­
mostrados y resueltos en nuestra Geometría 

elemental otros concernientes á la relación anarmónica y á las divi­
siones homográficas entresacadas de la colección que Chasles resta­
bleció en su obra Les trois livres de porismes d'Euclide. 

(1) Véase nuestra Qeometna elemental parte segunda pág. 235. 
(2) Véase nuestra Geometría elemental pág. 241. 
(3) Chasles Les trois livres des porismes, págs. 18 y 114. 

Fig. 
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4. DADAS.—Euclides llama dadas á lo que resulta inmediatamente, 
en vir tud de las proposiciones comprendidas en los Elementos, de las 
condiciones de una cuestión. 

Ejemplos: Si por un punto dado se traza una recta que toca á un 
círculo dado en posición, la recta trazada está dada en posición. 

Si dos magnitudes a.y h tienen entre s í una razón dada X, la magni­
tud compuesta de las dos tendrá con cada una de ellas una razón dada. 

Observa Chasles que si se hubiera querido hacer de esta proposi­
ción un teorema propiamente dicho, se habr ía indicado en el enunciado 
el valor de la razón de la suma ( a - M ) á cada una de las magnitudes 
a y b, i saber: 

— z — para — • — y (A + 1) para — 

De manera, añade, «que las proposiciones llamadas dadas por Eu­
clides eran teoremas no completos, por cuanto faltaba la determinación, 
en magnitud y posición, de ciertas cosas enunciadas como conse­
cuencia de la hipótesis». 

Observa también que el objeto enunciado debe entenderse que 
está dado virtualmente, es decir, incluido implícitamente en la hipóte­
sis, pudiéndose deducir de ella. 

5. TEOREMA LOCAL.—El teorema local es una proposición que ex­
presa una propiedad común á todos los puntos de una misma línea, 
recta ó curva, completamente definida. 

Ejemplo: Dados sobre un punto del diámetro A B de un círculo dos 
AC D A , . . , 

puntos C, D tales, que se tenga - = , las distancias de cada 
ÜJD JBD 

punto m de la circunferencia á estos dos puntos se hallan entre sí en la 
CA 

razón constante 
D A 

6. LUGAR.—El lugar es una proposición en la que se dice que 
tales puntos sometidos á una misma ley conocida, se hallan en una 
línea (recta, circular ú otra) de la que se enuncia la naturaleza, faltando 
enunciar la magnitud y la posición. 

Ejemplo: Dados dos puntos, así como una razón, el lugar de un 
punto cuyas distancias á estos dos puntos están entre sí en esta razón, es 
una circunferencia de círculo dada en magnitud y en posición W. 

7. PROBLEMA LOCAL.—En el problema local ó cuestión de lugar, se 
pide hallar la naturaleza, la magnitud y la posición de un lugar, es 

(1) Chasles Le* trois livres etc., págs. 42, 



202 EL PROGUESO MATEMATICO 

decir, la curva lugar común de una infinidad de puntos sometidos á 
una ley común. 

Ejemplo: Dados los dos puntos, así como una razón X, ¿cuál es el lu ­
gar de un punto cuyas distancias á estos dos puntos están entre sí en la 
razón 1? 

8. LAS CONOCIDAS GEOMÉTRICAS. — Las matemáticas árabes nos 
ofrecen con este motivo un documento de gran interés, que prueba 
que, en efecto, en cierta época se han considerado las Dadas, los Lle­
gares y los Porismas como constituyendo un mismo g-énero de pro­
porciones, que podrán reunirse bajo un título común. A l menos existe 
una obra árabe titulada: Tratado de las conocidas geométricas, que es 
una colección de proposiciones, todas con la misma forma de enun­
ciado, y que son Dadas propiamente dichas, Lugares ó Porismas. So­
lamente el término dado empleado por los griegos en estos tres géne­
ros de proposiciones se halla reemplazado en dicha obra por el de 
conocido 

Ejemplo: Proposición X V I I I . Cuando dos círculos conocidos en 
magnitud y en posición son tangentes, hallándose el uno en el interior 
del otro; si se traza una recta que corte á los dos círculos de una manera 
cualquiera, ' el producto de los segmentos formados por un punto del cír­
culo menor sobre la parte de esta recta comprendida en el círculo mayor 
se halla con el cuadrado de la recta trazada desde el punto del círculo 
menor a l punto de contacto de los dos círculos en una relación conocida-

9. E L LEMA.—Las proposiciones tienen un carácter variable en 
el organismo científico, según el plan que ha seguido tal ó cual autor. 
Así una proposición que es teorema en un tratado puede ser lema 
ó corolario en otro, y aún esto acontece con las definiciones, pues, por 
ejemplo, si se definen las cónicas por la relación de sus distancias al 
foco y á la directriz, resul tarán como corolarios las definiciones de la 
elipse y de la hipérbola como lugares de los puntos tales, que la suma 
ó diferencia de sus distancias á los focos sea una cantidad cons­
tante, etc., etc-

Aquí nos limitaremos á citar los célebres lemas de Pappus que han 
servido para llevar á cabo la adivinación de los porismas de Eucli-
des (2), pues para más detalles basta leer esta cuestión en nuestra Geo­
metría elemental, parte segunda. 

(1) Les trois livres, etc. (pág. 44). 

(2) La mayor parte de estos lemas los citamos en nuesta Geometría elemental (págs. 130 y 
128) que se refleren á la relación anarmónica, á las divisiones liomográñcas y á la involución. 
De éstos últimos damos una demostración general y uniforme que hace ver la conexión de 
unos con otros, pues estas proposiciones solo difieren en alguna circunstancia accidental de 
las figuras á que se refieren. 
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10. LA DEFINICIÓN.—Ya hemos tratado con alguna extensión en 
alg-unas de nuestras obras de la definición g-eoinetrica 

Las definiciones matemáticas tienen el carácter de principios fun­
damentales, los objetos definidos son tipos creados totalmente por la 
inteligencia, por esto es necesario establecerla existencia áel objeto 
definido, es decir, que no implica contradicción ó absurdo, y que no 
son creaciones arbitrarias en oposición con la realidad, así pues son 
verdaderas construcciones del espíritu á las que se da una denomina­
ción. Por ejemplo, en G-eometría se establece la existencia de la para­
lela á una recta, en cuanto se ha demostrado que: dos perpendiculares 
á una recta son paralelas, la existencia de la perpendicular á una recta 
trazada por un punto de ésta, se funda en la permanencia del valor 
angular á un lado de una recta y la variación continua de los dos 
ángulos adyacentes de los que el uno aumenta mientras el otro dis­
minuye; y otro tanto se dirá de la perpendicular al plano, del triedro, 
del prisma, etc. (2) 

11. TEOREMA Y PROBLEMA; sus RELACIONES.—En varias ocasiones 
nos hemos ocupado de esta relación ^ \ 

Definíamos el teorema (Observ. útiles etc. pág. 7) como: Una proposi­
ción que expresa una relación de coexistencia entre modos de ser de varias 
cosas, y considerábamos al teorema como una derivación y perfeccio­
namiento del problema, de manera que dist inguiéndose tres fases en 
una cuestión que corresponden: 1.° ai problema primitivo (dadas ciertas 
condiciones arbitrarias ¿qué relaciones hay entre los elementos que 
hemos puesto intencionadamente y los que aparecen íntimamente 
unidos á éstos sin que hayamos intervenido en su introducción?) 
2.° á la expresión de la relación de coexistencia entre unos y otros 
elementos (teorema). 3.° sA problema perfeccionado en su expresión (co­
nocida la enunciación que se buscaba en el problema primitivo, hallar 
los medios de llegar á ella (Observ. pág. 8), el teorema puede conside­
rarse como el enunciado del resultado obtenido a l resolver un problema) 
de manera que, en el orden cronológico, el problema precede al teo­
rema. Así, por ejemplo: 

Suponiendo no descubierta la relación existente entro el lado del 
tr iángulo equilátero inscripto en la circunferencia y el radio, al pro­
blema siguiente: 

(1) Estudios críticos sobre la generación de los conceptos matemáticos (cuaderno 2.») 1890. 
Consideraciones sobre la conveniencia de un nuevo plan etc. (1877). Puede verse también Liard, 
Les définitions géométriques et empiriques y la Logique de Port Roya!. 

(2) Geom. elcm. (parte 1.» págs. 19, 21, 49, 51. 51, 61, etcj. 
(3) Observaciones útiles en el estu lio de las matemáticas (1871) y Complemento de Geo­

metría (18S1). 
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Hal la r la relación que existe entre el lado del triángulo equilátero 
inscripto en una circunferencia y el radio de ésta, seguirá el teorema: 

E l valor del triángulo regular inscripto en una circunferencia, es 
igual a l del radio multiplicado por (Complemento de la Geometría 
elemental, pág*. 46). 

De manera que, siendo en la matemática la definición una síntesis 
realizada á p r io r i , el teorema es una síntesis fundada á posteriori. 

E l teorema constituye una síntesis, expresión del resultado de un 
problema que se propuso la inteligencia al examinar la realidad inte­
lectual es decir, el conjunto de ideas abstractas que corresponden á 
las definiciones y son el fundamento de todas las relaciones mate­
máticas.) 

I 2 . LA DEMOSTRACIÓN.—M. Luis L ia rd que con sus obras Les lo-
giciens anglais contemporains (1878) y Des definitions ge'ome'triques et 
des definitions empiriques ha contribuido á esclarecer y divulgar los 
conceptos filosóficos de estas ramas de la Matemática, explica entre 
otros puntos culminantes de esta ciencia, el 7necanismo de la demos­
tración (lh «Esta operación consiste en efectuar el enlace de las mag­
nitudes dadas. Tan pronto esta síntesis se hace inmediatamente, es 
decir, sin término medio, y surge en cierto modo de la posición misma 
de los términos; tan pronto, y esto es lo más frecuente, requiere uno 
ó varios intermediarios. Estos intermediarios son siempre magnitudes 
iguales ó equivalentes á las magnitudes dadas, y que, en consecuen­
cia, pueden ser sustituidas á éstas en las proposiciones ó ecuaciones 
matemáticas». 

En este caso, la demostración es una série de sustituciones»; y sobre 
esta igualdad ó equivalencia de los términos medios que han de enla­
zar los términos extremos: hipótesis y tesis, es sobre lo que vamos á 
insistir ahora como ya lo hemos hecho en otras ocasiones. 

Tanta importancia creemos que tiene esta equivalencia que, ya en 
nuestro Complemento de la Geometría elemental (1877), al tratar de las 
sustituciones geométricas, expusimos encadenamientos de problemas 
sobre triángulos y sobre la circunferencia con solo sustituir á cada 
enunciado una condición por otra equivalente, y en nuestra Geome­
t r ía elemental (1.a edición 1882, 2.a 1888) procuramos hacer manifiesto 
este punto en los epígrafes: Transformación ó sustituciones de las rela­
ciones angulares por relaciones de paralelismo, transformación de las 
relaciones angulares y deposición en relaciones de magnitud lineal, etc. 

Es fácil explicar estas equivalencias. 

(1) Logique, 1884, pág. 86. 
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En efecto. A l suponerse dos rectas paralelas, se supone implícita­
mente la existencia de ángulos alteraos-internos ó 
externos, ó correspondientes iguales, en cuanto se 
supone también trazada una transversal. 

E l razonamiento basado enla construcción de dos 
triángulos iguales, al trazarse la perpendicular á las 
dos rectas A B y CD por el punto medio O de la se­

cante PQ (fig. 1.a) estriba en el principio de la determinación del 
tr iángulo, que impl íca la igualdad de los ángulos oblicuos en P y Q 
cuando son iguales los rectos en M y N . 

La suposición de los ángulos que tienen paralelos sus lados lleva 
consigo la igualdad del ángulo A'NC con cada 
uno de ellos, y por consiguiente, la igualdad de 
aquéllos (fig. 2.a). 

Lo mismo diríamos si se tratase del teorema: 
Si dos triángulos tienen desigual un ángulo com­
prendido entre dos lados respectivamente iguales, el 
tercer lado será mayor en el que tienemayor ángulo, 
que eqUivale á concluir que si se deforma un tr ián­

gulo de manera que permanezcan constantes dos de sus lados, la longitud 
del tercero aumentará ó disminuirá a l mismo tiempo que el ángulo com­
prendido. 

13. LA RECIPROCIDAD DE LAS PROPOSICIONES.—Se llama teorema 
recíproco de otro, aquél cuya hipótesis es la tesis de éste, y cuya tesis 
es la hipótesis del mismo. 

Para que dos teoremas ó problemas sean recíprocos, basta que 
algunas de sus condiciones esté invertida en ambos (es decir, en la 
hipótesis del uno y en la tesis del otro. 

Así, son teoremas recíprocos los casos fundamentales de la igual­
dad del triángulo, en los que alguna de las condiciones de la hipóte­
sis ha sido llevada á la tesis. 

Hay proposiciones recíprocas que no son ciertas á la vez, como por 
ejemplo: 

Los ángulos opuestos por el vértice son iguales, y, si dos ángulos son 
iguales, son opuestos por el vértice. 

L a segunda es falsa, y esto depende de que la tesis, opuestos por el 
vértice, es menos extensa que la hipótesis pues, en efecto, hay muchos 
ángu los iguales que no son opuestos por el vértice, como también hay 
muchos ángulos suplementarios, que no son adyacentes, no pudiéndose 
decir que: los ángulos suplementarios son adyacentes, como se dice que 
los ángulos adyacentes son suplementarios. 
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Serán ciertos los recíprocos en la forma siguiente: S¿ dos ángulos 
son suplementarios y TIENEN EL VÉRTICE Y UN LADO COMÚN, t endrán sus 
otros lados en prolong-ación; si dos ángulos son iguales y TIENEN DOS 
LADOS EN PROLONGACIÓN Y LOS OTROS DOS EN DISTINTA REGIÓN DE LA 
RECTA FORMADA POR LOS PRIMEROS, se rán opuestos por el vértice, que 
son los recíprocos de: si dos ángulos son adyacentes, serán suplemen­
tarios; y si dos ángulos son opuestos por el vértice, serán iguales. 

Para que exista la reciprocidad, ha sido preciso añadir á uno y 
otro recíproco, respectivamente, las condiciones de TENER EL VÉRTICE 
Y UN LADO COMUN y de TENER DOS LADOS EN PROLONGACIÓN Y LOS OTROS 
DOS EN DISTINTA REGIÓN DE LA RECTA FORMADA POR LOS PRIMEROS. 

La necesidad de restringir ó limitar las hipótesis de los teoremas, 
es debida á que éstas solas tienen mayor extensión que la tesis, por 
lo cual darían teoremas defectuosos, sin dichas limitaciones que, re­
duciendo á la igualdad la extensión de ambos términos, dan origen á 
la reciprocidad 

La proposición: Si la razón de las distancias de un punto á otra 
punto y una recta fijos no es mayor que 1, el lugar de dicho punto es una 
elipse es falsa, porque la condición, no es mayor, comprende los casos 
menor é igual, correspondientes á la elipse y á la parábola, 3̂  s e rá 
cierto que, si una curva de segundo orden es elipse, la razón de sus dis­
tancias á un punto y á una recta no es mayor que 1. Parahacer cierta la 
recíproca, bas ta rá restringir la condición, no es mayor, diciendo, es 
menor, (en cuyo caso se ha excluido el ser igual) y entonces la recípro­
ca, será cierta en la forma: S¿ la razón de las distancias de un punto de 
una curva á un punto y á una recta ES MENOR QUE LA UNIDAD, la curva 
será una. elipse. 

REGLA. Para hacer recíprocas dos proposiciones relativas áunamisma 
cuestión, se tiene que añad i r á la condición más extensa alguna otra con­
dición, que part icular izándola, la haga idéntica á la que es menos extensa. 

Hay también proposiciones cuyos términos no son en totalidad re­
cíprocos de los de otras. Sin embargo, no dejan de ser recíprocas, pues 
constan de una parte común y de otra completamente recíproca. 

Esta circunstancia se observa en el teorema: Si dos planos son per­
pendiculares entre sí, y por un punto de su común intersección se traza 
una recta perpendicular a l uno, estará contenida en el otro, y rec íproca­
mente: Si por un punto de su común intersección se traza en uno de los 
planos una perpendicular á ésta, será perpendicular a l otro, que aún 
puede modificarse para separar totalmente un término no recíproco 
que hay incluido en la doble condición de ser la recta perpendicular 
al plano, diciéndose: Si dos planos son perpendiculares entre sí, y por 
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un punto de su común intersección se traza una recta perpendicular á 
ésta y á otra de uno de los planos, ESTARÁ CONTENIDA EN EL OTRO; Si dos 
planos son perpendiculares entre sí, y por un punto de su común inter­
sección se traza una perpendicular á ésta, contenida en uno de los planos, 
SERÁ AL MISMO TIEMPO PERPENDICULAR Á OTRA DEL OTRO PLANO. 

También puede citarse el teorema: Si una recta y un plano son per­
pendiculares, toda recta perpendicular á la primera será paralela a l 
segundo, ó estará contenida en él, y toda recta paralela a l plano ó con­
tenida en él, será perpendicular á la primera. 

Dos problemas son recíprocos, cuando los datos y resultados del 
uno en totalidad ó parcialmente, son los resultados y los datos del otro. 

Así, por ejemplo: 
Construir un tr iángulo cuando se conocen dos lados y el ángulo 

comprendido, es recíproco de construir un tr iángulo, cuando se dan 
un lado y los ángulos adyacentes, ó cuando se dan los tres lados. 

(Se concluirá) Z. G. G. 

SOBRE EL DESARROLLO DE P ( U ) EN SERIE DE FRACCIONES SIMPLES 
POR EL SR. GOMES TEIXEIRA 

Director de la Academia po l i t écn ica de Oporto. 

La fórmula que da el desarrollo de la función de Weierstrass^Y?^ 
en una serie de funciones simples puede obtenerse de una manera 
puramente elemental como hizo Halphen en su excelente Traite' des 
fonctions elliptiques (pág. 364). Puede también obtenerse por medios 
menos elementales, pero más rápidamente, empleando algunos teo­
remas, hoy clásicos, de la teoría de las funciones analíticas, como va­
mos á ver. 

Supongamos demostrando que p (u) es una función análitica uni­
forme, que es par, doblemente periódica y cuyos infinitos son los 
puntos 

iv = 2 n i ú l + 2mw.2 

representando n y m dos números enteros positivos ó negativos cua­
lesquiera y y 2w2 los períodos de p (u). 

Demostremos en primer lugar la igualdad. 

lim {xi — tvy-p ( u ) = \ . 

Consideremos para ello la integral que sirve de definición k p (u) 
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u — 

de donde 

Tenemos 

1 í 

p 00 

dx d u 

J p (u) 2 Y o — {x — ( x-e?) 

u = / < ' - : ; ) :,0 -O-::) 

J v ( u ) v v ^ y \ x y 

ó, desarrollando en serie los binomios 

A 3 7 \ 
2 -f • A ~ 2" + B ^ _ 2" + . . . J ÍZ. 

1 
2 / p C a 

Esta igualdad da 

2? ( V = 1 "fe ^ ^ ) + • • • ' 

de la que resulta, por ser p (o) = ce, 

l im TÍ2 p ^ = 1 
u — o 

Por ser un periodo á s p (u), tenemos además 

l im (M — íy)2 p (u) — lím zt2 ^ (H -f- w) = l im n2 ^ (u) = 1 
í t = W M = 0 %i~0 

Esto sentado, por sor/? (u) una función uniforme y w uno ¿e sus 
infinitos, tenemos, en la proximidad del punto w (en virtud del teo­
rema de Laurent), 

p ( u ) = . , . \ 
A. A. 

(rt — i v f {u — w)2 u — w y 4 
A. 

representando A^ A2, A3, . . . cantidades constantes. 
Pero, debiendo ser 

l im (w—M;)2/) ^ = 1 , 
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tenemos 

Jim A . A, 
1. (u—iv)1 

lo que da 
A - 2 - l , A 3 = 0 , A4 = 0 , . . . 

Por otra parte, por ser w un período de^? (u), tenemos, en la proxi­
midad del punto ú = 0 , 

u - u 

y esta igualdad muestra que (por ser p (w) una función par), 

A , = 0, a i = 0, «3 = 0 , . . . 

Sustituyendo estos valores de A,, A2,. . . en la representación an­
terior de p resulta la igualdad 

P (««) = ru_wy¿ + «o + «2 + • • • , 

que tiene lugar en la proximidad del punto u = w, y que da 
2 

P' (w) (u -wy-
Basados en esta igualdad, vamos á resolver la cuestión propuesta. 
Se sabe que la función (w), definida por la serie 

2 I { i c — w y ' 

en la que la suma representada por 2 se refiere á todos los valores en­
teros de los números n y m que entran en 

w== 2n + 2 m w.2, 

es uniformemente convergente en cualquier área que no contenga 
punto alguno de los que fueron designados por w. Es pues, natural 
comparar la función p ' (w) con la función y {u) definida por esta serie. 

Para hacer esta comparación, notemos en primer lugar que © (u) 
admite derivadas de todos los órdenes, finitas en todos los puntos 
de w, y dadas por las relaciones 

_ V 2. 3 ^ 2. 3. 4. 
(u — tu)4 (u — w)5 

visto que estas series son todas uniformemente convergentes en la 
misma área en que lo es el desarrollo que define á (u). 
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En los puntos diferentes de iv, como las dos funciones tp (u) j p ' (w) 
admiten derivadas finitas, la función p ' (u) — o («,) también admite de­
rivadas finitas. 

En la proximidad del punto wv representando por iv^ uno de los 
valores de w, tenemos 

•f(M)+Il̂ F = - I O ^ F ' 
(debiendo en el segundo miembro de esta igualdad excluirse wi de 
los valores dados á w), j 

2 
p = — -4- 2a2 (u — n\) + . . . , [u — w)' 

por tanto 

P' (?0 - ? 00 [t( — tí?): 
+ 2a2 (w — ir,) + . . . , 

en la que el segundo miembro admite derivadas de todos los órdenes, 
finitas en el punto w0. 

Luego la función p ' (u) — y (u) admite derivadas de todos los ór­
denes finitas en todo el plano, y es por tanto una función holomorfa 
de u, que representaremos por P (w). 

Tenemos además 

p ' (u) = F (M) — y v . 

Queda por determinar la función F (u). 
Observemos para ello que la función <? {u) es periódica y que sus 

períodos son los de^»' (u). En efecto, cambiando en tv = 2WOJ1 + 2mw1? 
n en m + y m en m + m l , resulta 

T(W) 
[u — 2 (r¿ -f- w,) w1 — 2 (m + w2 ]3 

y cambiando después w en u + 2 w, (o, -f- 2 m1 w.2, 

2 
cp ( í t + 2 Wj + 2 w2) = — 

u —- 2 W j — 2 mj o>.2)3 ? 00-

Luego la función holomorfa F («) es doblemente periódica y por 
tanto, en vir tud de un teorema de la teoría de las funciones doble­
mente periódicas muy conocido, es igual á una constante c. 
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Tenemos pues, 

P ' (u) = c — \ 

Para determinar c basta hacer en esta igualdad w1, y en vir­
tud de las isrualdades 

P (ü)1)=0, I [ { 2 n — 1) Ü)1 -|- 2m w2]; 
= 0, 

la segunda de las cuales resulta de hacer corresponder á cada tér­
mino de la suma que representa otro igual y de signo contrario, que 
se obtiene cambiando 2w — 1 en — (2n — 1) y m en — m. Tenemos de 
este modo c = 0. 

Tenemos además 
2 - l {u—w )c 3 ' 

de donde 

w = 2 « w1 + 2 m co2, n 
m 

0 , + 1, 

De estas igualdades resulta el desarrollo de p (u), integrando en­
tre los límites 0 y w los dos miembros. Tenemos de este modo, sepa­
rando el término correspondiente á m — 0, n — 0, 

P' + - r du = 11 (u — w)2 
1 

W' 

p O) l im 
u = 0 P (w) - " I = V f — ^ - V 

2 —w)2 w 

Pero, por ser en la proximidad del punto u = 0, 

» (u) = - T T •+• «0 + ?f '2 H- . . . 

y p ' í (») = 4 i?3 (M) — ffi P («) — ¿/a » 

podemos sustituir en esta segunda igualdad ^ (?() y i?' (w) por sus des­
arrollos dados para la primera é igualar después los coeficientes de 
las mismas potencias de u en los dos miembros del resultado. Hállase 
de este modo que es a0 == 0. Luego 
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l im 
u - 0 P O) — ^¡T 

Tenemos enseguida 

P (u) = ^ + I 

= ÍÍ0 = 0. 

1 

que es la fórmula que nos proponíamos obtener. 

S O B R E A L G U N A S N O T A S D E G E O M E T R Í A I N F I N I T E S I M A L 
POR EL SR. CESARO (E.). 

Profesor de la Univers idad de TJTápoles. 

Las curvas consideradas en un artículo W de M . Husquin do 
Rheville no son otras que las espirales sinusoides, y la propiedad 
enunciada al fin del artículo se lia señalado ya por más de un autor 
Las espirales sinusoides están caracterizadas por la ecuación in­

trínseca ( i ) 
i 

para 52 = 1 + fc. La misma ecuación representa, para n = 2fc, ]as líneas 
de Ribaucour. También representa, cualquiera que sea A', las líneas ci­
cloidales paran——2, los alisoides, para n = l los alisoides de igual 
resistencia, pa ra .» = 2, etc. Las evolutas de todas estas curvas tienen 
por ecuación intrínseca 

Se las encuentra frecuentemente en las investigaciones de Geome­
tría infinitesimal, pero rara vez se toma el cuidado de asegurarse, por 
decirlo así, de su identidad. Por ejemplo, las curvas estudiadas por 
MM. Nies y Müller en los Programas de los Gimnasios de Darmastadt 

y de Berlín (3) son las evolutas de las líneas de Bibaucour, que se hallan 
definidas en los trabajos ya citados "por la siguiente propiedad: 

vn. , 

(3) ax 

(1) Xouvdles Anuales, 1890, p. 143. 
(2) Nouvélles Anuales, 1888, p. 185. 
(3) Bulletin de Darhoux, 1890, p. 58 (1"» partie). 
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Ahora, se tiene, diferenciando esta igualdad con relación á s, 
i i 

— i 
m eos » = a m s m 

siendo tp la inclinación de la tangente con el eje de las abscisas, des­
pués, por una nueva diferenciación, 

ms 
m — 1 

La eliminación de tp entre las dos últ imas ecuaciones da 

ms 
V u f a s — 1 

Para un valor conveniente de a, esta ecuación puede coincidir con (2j, 
siempre que se suponga 

1 
m 

k = 1 n 2k 

No existen, pues, más que las evolutas de las líneas de Ribaucour, 
cuya longitud pueda expresarse por una potencia de la abscisa. Si se 
observa que 

k — 1 
1 

se puede precisar más diciendo que la curva definida por la propie­
dad (3), para un valor dado de es la evoluta de una línea de Ribau­
cour cuyo índice es 1 — 2m, es decir, de una línea que posee en su 
plano una recta (directriz) que intercepta sobre cada normal un seg­
mento (1 — m)p. La curva (3) es, pues, una cicloide para m =-¿r, una 

2 
Mpocicloide con cuatro retrocesos para m = —, una evoluta de parábola 

o 
3 

para m = —, una evoluta de catenaria para m = 2, etc. Es por otra 

parte fácil el hallar una propiedad geométrica de las líneas (3), que 
pueda servir de definición. Con relación á la tangente y á la normal 
en un punto cualquiera de la línea de Ribaucour, cuyo índice es 1 — 2m, 
la ecuación de la directriz es 

(m — 1) pl ce -\- mpy •+- m {m — 1) p2 = 0, 

siendo p, el radio de curvatura de la evoluta. La recta que encuentra 
ortogonalmente á la directriz sobre la normal á la curva intercepta, 
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pues, sobre la normal á la evoluta un segmento igual á (1 — m) p. Por 
consiguiente las curvas (3) pueden definirse diciendo que su radio de 
curvatura es proporcional a l segmento que la perpendicular trazada á 
una recta fija, por el p i é de la tangente, intercepta sobre la normal. Si 
nuestros recuerdos son exactos, estas curvas han sido estudiadas hace 
mucho tiempo por Ai. Bassani1:1). Es cierto que la última propiedad 
no pertenece exclusivamente á las curvas (3). Para mostrarlo, tome­
mos la recta fija por eje de ordenadas, j designemos por o la inclina­
ción de la tangente sobre el eje de abscisas, de manera que 

dx 
ds 

COS (f 
ds 

Se pone el problema en ecuación escribiendo 

ta v , ^ eos o 

de la que se deduce por integración 

COS cf además s 

. Mientras que m no es nulo, se reproducen las curvas (3); pero 
para m = o se obtiene 

s = a log 

y después atg y 

eos * = — = e 

- v . 
2s 

1 

que es la ecuación de una tractriz. Más generalmente, toda línea cuyo 
centro de curvatura se proyecta sobre una recta fija, ortogonalmente 
ú oblicuamente, en el pié de la tangente, es una evolvente de catenaria. 

GXJESTIOIÑTES F Tí, O 1= XT E S T A. S 

64, Una elipse, cuyo centro es O gira en su plano al rededor de 
su foco F, y corta en P á una recta fija F X . Sobre la normal en P se 

(1) Gioruale de Battaglini. 
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toma una longitud PN igual al semi-diámetro conjugado á CP. E l lu ­
gar del punto N es una circunferencia. 

(N . C. M.) 

65 . En toda cónica un punto cualquiera M, el centro de curva­
tura correspondiente y los puntos de intersección de la normal en M 
con las perpendiculares FG-, fg trazadas desde los focos F, / á los ra­
dios vectores F M , / M son conjugados armónicos. 

.(N. C. M.) 

66. En todo cuadrilátero inscrito, los centros de los dieciseis 
círculos inscritos ó ex-inscritos á los tr iángulos formados por una 
diagonal j dos lados consecutivos, son las intersecciones de cuatro 
rectas paralelas á la bisectriz del ángulo agudo de las diagonales del 
cuadrilátero y de cuatro rectas paralelas á la bisectriz del ángulo su­
plementario. 

(N . C. M.) (E . Lemoine). 

67 . Si por el punto recíproco del centro del círculo inscrito á un 
t r iángulo se trazan paralelas á los tres lados, la diferencia entre un 
lado y la longitud de la paralela á este lado, comprendida entre los 
otros dos lados del t r iángulo, es la misma para los tres lados. 

¿Cuál es la propiedad análoga para los puntos recíprocos de los 
centros de los círculos ex-inscritos? 

(N. C. M.) (E . Lemoine). 

E l punto recíproco está definido por la 
construcción siguiente: A M corta á CB en 
A' . Sea A'i simétrico de A' con relación al 
medio de BC. AA'^, contiene á M ' 

X, A ' (E. Lemoine). 

68 . Los diversos círculos menores de sección de una esfera por 
planos paralelos se transportan en su plano de manera que su centro 
llegue á ocupar el punto en que una recta dada en el espacio corta á 
este plano. Se trata de determinar los planos cíclicos de la superficie 
lugar de estos círculos. 

(Ph. Bretón). 

69 . Dados los dos valores w 
sencilla de los mímeros. 

U M-fi = 1 + Un + 2 U n ~ l 

o, ^ = 1, se pide la forma más 

( H . Brocard). 
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70. Se da un círculo O de radio a y una recta fija FP á una dis­
tancia b del centro O. Se traza una tangente A B que corta á FP en B. 
Se proyecta el punto de contacto A en P sobre FP, y desde el punto A 
como centro, con AP como radio, se describe un arco de círculo que 
encuentra á A B en M, M ' . Hallar el lugar de los puntos M, M' . Indi ­
car las singularidades de la curva y los puntos particulares que re­
sultan inmediatamente de los datos de la cuestión. 

{ H . Brocard). 

71. Se dan una hipérbola equilátera y una circunferencia tan­
gente á las dos asíntotas. Hallar el lugar del punto de intersección de 
las tangentes al 'círculo trazadas por las proyecciones de un punto 
A de la h ipérbo la sobre sus asíntotas. 

( H . Brocard). 

72 . Sean A', B' los vértices de los tr iángulos equiláteros cons­
truidos exterior ó interiormente sobre los lados AB, BC de un tr ián­
gulo ABC. Si sobre B 'A se construye el t r iángulo equilátero B 'KA, 
el cuadrilátero A 'CKA será un paralelógramo. 

( H . Van Aubel). 

73 . Si sobre tres lados AB, BC, CD de un cuadrilátero ABCD se 
construyen exterior ó interiormente los tr iángulos equiláteros A A ' B , 
BB'C, CC'D. y sobre C'A' se construye el t r iángulo equilátero C'KA' 
ó A ' K C , la figura K A B ' D será un para le lógramo 

{ H . Van Auhel). 

74 . Suponiendo que m y n sean enteros y positivos, demostrar 
que se verifica la igualdad 

mi n i 
n 

(m-f-w-j-1)/ = 
1 n (w — 1) 

m T.T(m-f-3) 
n {n—1) (n—2) 

- + 
1. 2. 3 0 + 4) 

(Juan J. Duran Loriga). 

75 . Se dan dos segmentos situados en una recta. Hallar el lugar 
de los puntos en que los ángulos según los que se ven los dos seg­
mentos forman una suma constante. 

( N . C. M.) ( H . Brocard). 

(11 Para evitar todo equívoco, rogamos al lector que se fije en la convención siguiente: 
Cuando decimos que sobre una recta MN se ha construido un triángulo MPN, entenderemos 
que, si se hace girar la figura de modo que la línea MN esté dirigida de izquierda á derecha, 
el vértice P se halla sohre el lado MN. 

Zaragoza. — Imprenta de 0. A riño. Coso, 100, bajos 


