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GEOMETRIA DEL TRIANGULO

Algunas propiedades de los triingulos podares y de los circulos de Schoute
POR M. EMILE VIGARIEBE

I
Circulos de Schoute.
l. Dermicion. — Se llaman eficwlos de Schoute del nombre del ged-
o metra holandés que los ha estudiado primeramente, los eirculos luga-
! res de los puntos M tales, que sus tridngulos podares tengan un dn-
gulo de Broeard w,.

2. Hisrorico.— M. P. H. S¢houte ha dado & conocer los eficulos
que llevan su nombre en un trabajo publicado en 1886 y titulado Ovez
een nawwes verband tusschen Hocle en Civkel van Brocard (Bulletin de
I'Académie d'Amsterdam pp. 39-40). M. Neuberg los ha hallado de
nuevo y generalizado en su nota Sur les triangles équibrocadiens (Con-
eros d'Oran, 1888, pp. 135-144) y en su memovia Sur les projections et
les contre-projections d'un triangle five (Memoires couronées de I'Aea-
démie royale de Belgique, t. XLIV, 1880). M. Boutin s'en est servi
dans son étude Sur les centres isodynamiques ef sur les centres isogones
(Journal de Mathématiques elémentairves, 1889, pp. 101-102), y M. Gob
ha sefialado nuevas propiedades en su nota Swr quelques transforma-
-tion de figwres, Congres de Limoges, 1890). En fin, M. W. W. Taylor,
en una comunicaeion, On some rings of circles connected with a trian-
gle, and the circles which cut them at equal angles (Proceedings of the
London mathematical Society, vol. XX, 1889, pp. 397-416) ha mos-
trado las relaciones que existen enfre los eirculos de Schoute y un
nuevo grupo de eirculos que ha estudiado.

E————

Vamos ahora 4 dar & conocer las principales propiedades de los
circulos de Schoute,
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3. EcuacioNEs DE LOS CIRCULOS DE 8CHOUTE. — Busquemos el lu-
gar de los puntos M, cuyos tridangulos podares, A, B, C,, tienen un
angulo de Brocard dado v,.

Se sabe que el valor del dngulo de Brocard w de un tridngulo estd
dado por la férmula

cot w=cot A+cot B—H:otC‘:m

48

Busquemos el valor de cot w, en un tridngulo A, B, C, en funcién
de los elementos del tridngulo de referencia. Designemos por «,, b,,
¢, 5, los lados y el drea de A, B, C,. Se tiene:

28, = yz sen A-+22 sen B-+ay sen C
a=y*+ 24 2yzcos A
b= 24+ a2'+2:wcos B
el= a* + y*+ 2xy cos C
luego (1)
a*+b+e? a'+y+:*+yz cos A4-zx cos B+ay cos C
48, yzsen A+4-zwsen B+ay sen C

cot W, =

Esta relacién muestra que el lugar de los puntos M tiene por ecua-
cidn:
2~y *+-z"+wz cos A4-zax cos B4+ay cos C—
—cotw, (yzsen Ad-zasen B4-xy sen C)=o0
A
Ya*+Eyzeos A—AZyzsen A=o (2)

Esta ecuacion representa un haz de eirculos. Es la ecuacién gene-
ral de los eirculos de Schoute.

4. Cextro v rapro.—Las coordenadas (2, ¥, 2) del centro de un
eirculo estan dadas por las férmulas

_ R(sen A42 cos A)
- i+cotw
. R(sen B+2 cos B)
= A+ cot w

(3)

, _ R(sen C+X cos C)

A4-cot w

En cuanto al radio esti dado por una de las férmulas
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sen®w(l—4 sen*w))

i_R2 4
=N s () 4
o 41{‘_)__3_9_:1-: w scn'{;_E)’_l'}a—. w,) sen (304w, ) 5)
sen* {Im+m|]
R Vi3 .
p= \/ (6)

A4cot w

designando R el radio del eireulo ABC.

5. (Caso rartiouLar.— Observemos desde luego que dos valores
iguales y de signo contrario de % dan dos eirculos de Schoute fales,
que los tridngulos podares de sus puntos tienen el mismo angulo de
Broeard, y son el uno directo y el otro retrégrado.

La ecuacién (2) contiene como casos particulares:

1. El ecirculo de Brocard (h=cot w);

2.9 Un eirculo imaginario (A=o);

e 3.0 El efreulo cireunserito 4 ABC (i=> );

4.0 La recta de LLemoine (A= —cot w);

5.0y 6.2 Los centros isodindmicos (A= -+ v3).

De estos seis casos particulares, los tres primeros resultan inme-
- diatamente de la comparacién de las ecuaciones de estos eirculos econ

la ecuacidn (2). Los otros tres pueden obtenerse buscando los eircu-
los cuyo cenfro se encuentra sobre el lugar,
Para que esta condicién se halle satisfecha, es necesario que se

tenga:
- 5 - .
2 cos CU—asen C cos B—Asen B
Cos C—Xsen C 2 cos A—Asen A | = o.
i y E |
Cos B—isen B cos A—Asen A 2 :

¢ bien
{(3*—3) (A sen A sen B sen C+14-cos A cos B eos C)=o0 (7)
Esta ecuacion se descompone en las dos siguientes:
8 [0 W—=8=0
. que da A=+ 43

' Si llevamos estos valores de 2 4 las férmulas (3), tendremos para las
coordenadas del centro;
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:I Rsen A+ V3 cos A 2 R cos (A+60)
o= S - — slf=== ___:______
+V34cot w V 3+ cot @
2 R cos (B-1-60)
(A= :

‘\'.Zi-'r-cl.ﬂ 0
2 R cos (C+60)

V3+cotw

estas son las eoordenadas de los eentros isodindmicos.
Luewo: los centros isodindmicos son los pusTos LiviTES del haz de Lo
eirenlos de Schoute.

9 0 % sen A sen B sen C+1-4cos A cos B cos C=o

da h=—rcot w

[l eirenlo eorrespondiente se reduce 4 la recta:

que es la ecuacion de la recta de Lemoine, polar del punto de Lemoine
con relacidn al efrculo cireunscrito. Luego:

La recta de Lemoine es el eje radical comun de los eirculos de Schoute.

De los resultados precedentes se deduce que:

Il !.'a.r_r]f'};' de los centros de los elrculos de Schoute es una recla perpen-
dicular i la recta de Lemoine que pasa por el punto de Lemoine, por el
centro O del elvewlo civeunserito y por los centros isodindmicos W, W':

es el didietro de Brocard.

6. INTERPRETACIONES GEOMETRICAS. — Dos inferpretaciones geo-
métricas de los circulos de Schoute se han dado. La una debida
4 M. Neuberg (loc, cit,, p. 29), la otra & M. Gob (lec., e¢it., p. 7 y si-
guientes). Estas dos interpretaciones se apoyan en la teoria de las
figuras semejantes construidas sobre los lados de un tridangulo, y en
ello insistiremos cuando tratemos de esta importante teoria. .

1. Las propiedades que hemos indicado para los tridngulos po-
dares nos permiten enunciar inmediatamente aleunas otras que se
refieren 4 los circulos de Schonte.,

Lo El circulo de Brocard es el lugar de un punto P tal, que su
triangulo podar es directo y de igual dnculo de Broeard que ABC

l.l.'uI = (!J.L
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20 La recta de Lemoine es el lugar de un puanto P tal, que su
tridngulo es retrégrado y de igual dngulo Broecard que ABC (v, = —w)-

3.0 Los tridngulos podares de los centros isodinimicos son equi-
lateros.

Llamamos fridngulos conjugados & dos tridngulos tales, que las
medianas del uno son proporeionales

4 las medianas del otro, y pun-
tos conjugados i dos puntos tales; que sus tridngulos podares son con-
jugados, directos entre si, v enyos vértices homdlogos se encuentran
a4 un mismo lado de ABC.

L.o Dos tridngulos conjugados tienen igual dngulo de Brocard.

2.0 Dos puntos conjugados se hallan sobre un mismo eirculo de
Schoute.

3.2 Dos puntos tripolarmente asociados se hallan en efrculos di-
ferentes.

40 FEn la transformacién por puntos tripolarmente asociados
los eirculos de Schoute, con pardmetros de valores absolutos ignales
y de signo contrario, se corresponden entre si. En particular al
cireulo de Brocard corresponde la reeta de Lemoine.

Para completar el estudio de los eirculos de Schoute senalaremos
algunas proposiciones que nos contentaremos con enunciar y que se
derivan del principio conocido siguiente:

8. Prixcreo.— La figura formada por un sistema de eireulos que
tienen el mismo eje radical, se fransforma por inversion en una figura
formada por efrculos concéntricos, si se toma por centro de inversién
uno de los puntos-limites del sistema (Poneelet, Traité des proprictes
projectives. Tome I, n.o 76).

Las trayectorias octogonales del sistema son, en efecto, eirculos
que pasan por los puntos lfmites y euyas transformadas se convierten
en rectas concurrentes.

Resulta inmediatamente de este prineipio, que si un efreulo corta
i dos efrvenlos fijos bajo dngulos constantes, corta fambién, bajo 4n-
gulos constantes, 4 todos los efreulos que tienen el mismo eje radical
y envielve 4 dos cireulos del sistema.

9. Arvuicaciones.— Los eirculos de Schoute se transforman por
inversidn en cireulos eoneéntricos, enando se foma por centro de in-
versién uno de los centros isodinamicos.

[.os eirculos de Schoute se hallan cortados bajo un angulo cons-
tante por los eirculos de W. W Taylor (loe. ¢it.), cireulos que fienen
por ecuaciones:
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A, =a'—yzcos A+z2 cos B+ay cos C=0
B,=y*+yzcos A—zx cos B+ay cos C=0
C, =2"+yzcos A+zx cos B—ay cos C=0
Estos circulos tienen respectivamente por centros los puntos aso-
ciados del punto de Lemoine K,, K;, K, y son tangentes en los ra-
dios OB y OC, OC y OA, OA y OB.
Estos circulos de Taylor envuelven los dos ecirculos de Schoute
que tienen por ecuaein:

2x*4+Yyzcos A+2%yzsen A=0

= RS R

INTRODUCCION AL ESTUDIO DE LAS INTEGRALES EULERIANAS

ror D. Lavro Crariana v Ricarr
Catedrdtico de la Universidad de Barcelona
{CORTINUACION]
(Véase el tomo I, pags. 220, 247, 265 y 800),

20 —
2 p—1

o l4a
El primer procedimiento que podemos dar para demostrar esta

integral, como el méds elemental, estd indicado en la obra de Cilculos
de M. Serret.

1 4.—DETERMINACION DE LA INTEGRAL / dx, SIENDO p <1

s nz . — .
Tomemos la expresion —.—» siendo m <n. Al considerar
142"
(2k4+1) =T - erciy :
,=—5.—— pueden expresarse las raices de la ecuacién binomia
an 1

D % ¥ — 1 . 3 . ; :
14 27=0 por ¢ " , dando & & los valores siguientes; 0, 1, 2, ..
(n-1). Segtin la teoria de las fraceiones simples, los coeficientes indeter-
minados de los numeradores, expresados por A, B, C ... vienen dados

F (a) F (0) e
por A=——— = = =— .
[/ (a) @) ()’

en el supuesto de que las funciones F y / representen respectivamente

el numerador y el denominador de la fraceién dada que se descompone
en ofras simples. Asi, pues,
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a Fa) . w e* Mo ¥ —l 1 J2mil)g, v—1
[ (a) Iner—1e. V=1 = 2 2ne A —1
e e D7, A ;
Ahora bien, e 2np V=1 _ R+ Dnmy/ 7 1
1 m4-1)w, /—q
lnego A=——¢ %

Las raices de la ecuacién binomia son todas imaginarias, y dos &
dos conjugadas; podremos, pues, tomar el valor suma de las dos frac-
ciones simples, que corresponde 4 dos raices conjugadas, resultando:
T 1 e (2m+1) . V= o —(Rm+1) g 4/ —1

— e =+

—3 NPT
2 s—e®m V-1

'
z2—e eV —1

2

e 1[ cos@m+1)¢ +sen(2m+1) ¢ v/ —1
vg—i‘ZHJ +1 1'..:41,‘_\"' -1

¢ z—e0s ¢,
cos (2m+1) ¢, —sen (2m +1) oV —1
3 = - =

Z—Ccos ¢ +seng v —|

—sen g, v —1

1 2(z—coso)cos(2m+1)y, —2 sen ¢, sen (2m+1) ¢

2 (2—cos¢,)* + sen® g,

—(z—cos ?L_'l cos (2m+1) ¢, +sen ¢, sen 2m+1) o,

(z—cos c?;__j* ~+ sen® ¢

Multiplicando ambos miembros por dz é integrando desde —Z
hasta + Z, se tiene:

Zy { (¢—cos ¢,)* +sen’ ¢,
g— o ——gos(@m - 1) o log — . 3
F dz g 008 (2m1), log (2+cos ¢,)* +sen® g,
—7

z—eoS o, z+cos o,
pn (2 9 ¢ tg - are tg —
+ sen (2m + 1) 9, | arc tg son s, : g —sen, .
‘R
Rk
. r e .
de donde Lunl ['.d: ==sen @m+ g,
. — 30
2m-+41 L
8i suponemos a— i—-:, podemos eseribir

In
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(2m+41)y = (2K+1)=; luego
=
T,im, T dz==sen (2K+1)2.

Segiin los valores de T, se obtiene

Q
=

-=T. 4+ T, +... ) 0 sea

genz -+ sen 3a—-+...-+sen (2n—1)a

Si multiplicamos ambos miembros por 2 sen z, atendiendo que:

2 sen L‘E‘\ sen \T B cos A—cos B en el concepto de ser A< B

resulta

sdetD: - 2m g
dsenznz T -
I —— dz=xn|(l—cos22) +
a7
| g~ |
o T~
Ape 9 a e | : (9 <) 1y =) l
“+(cos2a—cosdaj4-...+[cos (2n—2)z2—cos 2 n 2| —
Ahora bien, el segundo miembro se reduce 4 (1l —cos 2n2)=2ry
seciin el valor %, se halla
’ " d fa ™ . .
Damy b 2
Lt san AEL o
2n
v} | 1
Empero la integral ’ - / --i—l produce dos integrales
. — . a0 . 1))

iguales por ser cuadrados los valores de z; asi, pues,

o - 2w
, Inz dz i
9 TR
o0 l+3 sen 21 L
2n
1

Supongamos ahora z=: de donde


file:///-/-Z
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4% Im 1 4
o D T '.'},
? %z s e Dl
R L+
L ]
G sea
-0
S Dm+1
:EH 1
& T
———da = — 2
1.+ @ 2m + 1
SO
L O 2n
A2 AN . Qin+ 1 » ., Bl
por fin, si aceptamos que — e — p, resulta la férmula definitiva:
&l

I - . senp =

(OTrRA DEMOSTRACION NOTABLE nE M. Brior

n—1

La funeidn 'I Tz en que # designa un niimero positivo menor

que la unidad, admite un polo que corresponde 4 : = —1 y ademis
un punto eritico en el origen. Desde dicho origen como eentro y con
un radio indefinidamente grande podemos imaginar una semicireun-
ferencia por la parte superior del eje #, luego otra semicircunfereneia
indefinidamente pequeia, y por fin, desde el polo otra también inde-
finidamente pequena. Los radios vendrian designados respectivamente
por R, Ey E.

La funcién propuesta, siendo holomorfa dentro de la linea cerrada

* a—1

supuesta, cumplird con la condicidn de que la integral - dz,

, 142
segiin el contorno dado, sea nula. La parte de la integral relativa 4
la semicirecunferencia de radio indefinidamente grande es nula; la del
centro, indefinidamente pequeina, también lo es en virtud de las pro-
piedades 7.2 y 8.2 del niimero precedente. Para la integral relativa 4 la
semicircunferencia indefinidamente pequena trazada desde el polo,

0
puede suponerse z= —14-1"¢ lo que da

20 a1 o B e 5 v 0 fid o
‘.‘i E f‘.’“ i = st —1 y I I
- —_— =1 I - .‘|”J .—_;, L 1 I?”.
~o B . ¢
o T E'e il W 0
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Debe advertirse que el movimiento de la variable se realiza en
sentido de la flecha, segiin indica la adjunta
figura 2% y respecto & la primera integral.
Cnando E' sea indefinidamente pequefia;
W [

b

tiene por valor g,

.;_1;{_\7.!

Asi, pues, la integral anterior se transfor-

puesto que

ma en:

3 . . G P e
__’_, 'Ilr.*...'—..afm_ _-_!_l il it du
o D « 0 et
'w LT (= iy
=i - diy=ie" ""l Ay =ize ™!
« 0 —1 o 0

La recta BA da una integral que tiene un limite determinado, ex-

x n—1
a . £ ]
presado por: / — dx; en euanto a las rectas A, C, y C, B,
. 14
. T /et | . ey
se tiene V==, =1 ¢ (L)) 2= —r; sitomamos la diferen-
. p n—1 —1 o= T
cial de (1 n2' dz = mr e dr y sustituimos valores en
la integral primera, se obtiene:
. r1-4-E w—1 s |5 n—1
i " "
¢ / : fh'—[—l ] dr =
J R = TRy IR
! R 51 AR n—1
TLTH " g
= — ¢ I : dir + I dr
: 1—a A o

Advirtiendo ahora que la suma de las integrales relativas 4 las di-
rersas partes del contorno eerrado debe ser nula, sabiendo ademdis
que las cuatro primeras partes tienden hicia limites determinados,
resulta que la suma de las dos dltimas integrales debe tener también

su limite.
ste Iimite es lo que Cauchy llama el valor principal de la inte-
po
cral ’ —— dr, y que puede expresarse por K.
dg P
En totalidad pues, podemos eseribir

o n—1

i nwi nwi
I — da-tnie — Ke
i

=0 de donde:
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(0 pn—1

f ) m de=(K —=i) (cos n=+isen nn) =

= (K cos n=+ = sen ) +4 (Ksen nz — = cos nw)
Empero, atendiendo & que el primer miembro hace referencia 4
cantidades reales, se deduce:

Ksen nz—=cos ne=0 dGsea K==cosn=
De suerte que en definitiva se obtiene:

[P pn—1 =

dv=Tcosnreosnrtt=senniot——
5 1+ sen nw

formula exactamente igual 4 la anterior, segiin el método elemental
de M. Serret.

S R e

TEOREMAS, PROBLEMAS Y MET000S GEOMETRICOS

(CONTINUACLON)

El teorema de Menelao que establece la situacién de tres puntos en
linea recta, por efecto de la relacién que tienen con respecto 4 un
tridngulo, asi como algunos siglos mas tarde el de Juan de Ceva de-
termina la concurrencia de tres rectas en un punto; el célebre porisma
de Pappus por el que, mediante la deformacién de un poligono cuyos
lados giran al rededor de ciertos puntos y cuyos vértices, excepto uno,
recorren otras tantas rectas, el tiltimo vértice debe deseribir una recta;
el Hexagrammun mysticum de Paseal, el teorema de Desargues, los de
Newton y Carnof, fundamentales en la teoria de las ednicas, son como
focos de luz que irradian & gran distancia por los horizontes cientifi-
c08, como niicleos que contienen virtualmente multitud de verdades,
y sobre los que se desenvuelven teorfas completas, ¢ como instrumen-
tos que multiplican las proposiciones de la ciencia.

El teorema de Pascal, por si solo es la base sobre que se ha edifi-
cado la teoria de las cénicas; el teorema que establece la relacion
entre el polo y la polar es el gérmen de la dualidad, que hace surgir
para eada propiedad desecriptiva de las figuras su correlativa, dupli-
cando asi el campo de la Geometria. El concepto de la relacién anar-
moénica ha servido 4 Chasles para establecer con sélido encadena-
miento todas las proposiciones de la Geometria moderna en su Traité
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de Gidométrie supérieure, el concepto de las formas armdnicas ha per-
mitido & Staudt desenvolver este organismo independientemente de
toda relacién numérieca.

Hay teoremas fundamentales que parece penetran por todo el
andamiaje de la edificacidn cientifica. El teorema de Pitdgoras, de una
manera uniforme lleva 4 la obfencidn de las ecuaciones que repre-
sentan los lugares geométricos en la geometria cartesiana. El teorema
isles emerecerfa tener cabida en los ele-

de Stewart, que como dice Che
mentos ¢ al menos en los complementos de Geometria» es un precioso
medio de deducir numerosisimas relaciones métricas (1, pues ademds
siones de las medianas, las biseetrices, las si-

de conducir i las expre
medianas, las distancias entre el centro de gravedad de un tridngulo y
del eirculo incrito ¢ eircunserito 6 el ortocentro, ete., ete., llega i ser
un auxiliar eficacisimo para continuar estas determinaciones en la
Geometria reciente, fijando con suma facilidad las relaciones entre los
numerosos puntos y lineas con que los gedmetras modernos han mati-
zado el plano del tridngulo, y que dispersas en diversas memorias, 4
partir desde el ano 1574 en que M. Lemoine en una breve memori:
enuneid algunos prineipios fundamentales, hoy comienzan 4 ser ex-
puestas en forma de Tratados @,

Esta nueva Geometria del triangulo ha llegado, en efecto, 4 consti-
tiir una rama especial de la Geometria, por el inagotable conjunto de
propiedades que ha hecho deseubrir y que continiia agrupando en su
reciente organismo;y aunque ciertamente en todas épocas los geémetras
han llegado & encontrar alguno de sus elementos primordiales de una
manera aislada, y hasta segtin se ha hecho ver, del porisma 176 de Eu-
clides es fieil deducir toda la teorfa del cireulo, de los puntos y del
dngulo Brocard @; sélo ha formado cuerpo de doetrina desde los nu-
merosos trabajos que hau suseitado las memorias de M. Lemoine sobre
el punto al que los gedmetras conocen con su nombre, desde que
M. Neuberg lo propuso, punto, que después del centro de gravedad del
tridngulo cs el que han encontrado eon mas frecuencia los geémetras
aisladamente en diversas épocas y mediante alguna de sus propieda-
des, cabiendo & M. Lemoine la gloria de haber mostrado en sus
numerosos eseritos, que todas estas propiedades y otras muchas perte-
neeian 4 un mismo punto que tenis un lugar importante en el trian-

(1) Véase Applications remarvquables du théoréme de Stewart et théorie du barycentre
par C. Thiry.

(2) Véase Casey. Géométrie élémentaire vecente, Poulain Principes de la nouvelle (éométrie,
M. Clelland, A treatise on the Geometry of the eivele

(1) Vigarid, Le 1765 porisme d' Euclide ¢t ses consequences (Journ. de math, élém. 1890).
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gulo, mereciendo un estudio especial. Al punto y al eirculo de Le-
moine se agregaron en breve ofros elementos aportados por M. Bro-
card, y que enlazdndose con aquéllos han formado el niecleo de la
nueva rama geometrica.

La perpendicular, la paralela, las bisectrices, las medianas, las al-
turas, estos primeros elementos de la Geometria, basados en el con-
cepto de igualdad, fueron seguidos por el de la proporeionalidad que
permite mis numerosos y amplios enlaces entre los puntos, las lineas
las superficies; y de este concepto surgieron los de la relacién armo-
nica y anarmdnica que forman la esencia de la doetrina de los porismas
y por eonsiguiente de la rama superior de la Geometria, de cuya evo-
lueién hemos hecho ya algunas indicaciones. Pero no bastando enla-
zar puntos aislados con puntos, se enlazan figuras con figuras. La
perspectiva unié primeramente las tres secciones ednicas entre siy
con el eirenlo. Los medios de transformacion de las figuras se multi-
plicaron: las figuras homotéticas, homoldgicas, homogrificas, corre-
lativas, inversas, ete.; las figuras transformandose, no siélo en el plano
sino que también en general en el espaeio, y particularmente no sélo
en la superficie esférica 4 la manera que en el plano, sino hasta en
otras superficies dadas.

No solo se emplearon leyes especiales por las que una primera
fizura de las comprendidas en ellas sirviera de base para la formaeidn
de todas las demds, como por ejemplo, se observa en la homotecia y
en la homologia, en cuanto se dan el centro y el eje de homologia y se
establecen sistemas de dos puntos correspondientes; sino que ademas
los varios sistemas de coordenadas han formado la base inmovil sobre
que se han construido toda suerte de figuras y se han enlazado entre
si, mediante el término medio que constituia la relacién de cada una
con el sistema fijo; y los sistemas polar, cartesiano, hamiltoniano y el
edleulo barieénirico han sido andamiajes distintos para la edificacidn
geométrica.

En una palabra, el Andlisis interviniendo en las relaciones geomé-
tricas, creando algoritmos nuevos que correspondieran 4 las trans-
formaciones de las figuras, 4 sus miltiples propiedades, de manera que
la inteligencia pudiera de las unas pasar inmediatamente 4 las ofras,
6 recorrer indistintamente ambos dominios enlazados de una manera
permanente, ha contribuido 4 dar mayores proporciones al edificio
geomdtrico; v el Andlisis en su mis elevada fase, sirviendo de base i
la Geometria infinitesimal, ha llevado el estudio al grado supremo, en
que ademds de estudiarse las curvas y superficies de grados supe-
riores con sus inflexiones, sus multiplicidades, sus refroeesos, en una
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palabra, sus singularidades y mas diversos accidentes, ha llegado al
estudio sistemaitico de las variedades de géneros, drdenes, clases, fa-
milias y agrupaciones, hasta el punto de aspirar por tiltimo & (-lfa..-eifi~
caciones que, conduciendo 4 la sintesis total, sirvan de coronamienfo

al grandioso edificio de la (feometria.

LIBRO PRIMERO
JENERALIDADES SOBRE LAS PROPOSICIONES Y LOS METODOS

CAPITULO PRIMERO

Las proposiciones.

l. Crases pe rrorosicioNes.—Las proposiciones matemaiticas se
reducen en los tratados modernos a la definicion, el awioma, el teoremau
v el iu'ﬂhf-t"r:trf. el lemna ¥ el corolario.

[in la antigiiedad se empleaban otras varias proposiciones eomo
nos manifiestan los tratados de los porismas y de las dadas de Eunclides,
de los lugares de Apolonio, ete., que son variantes ¢ casos especiales
del teorema y del problema.

El axionye es una verdad evidente 6 que no necesita demostraein,
Los axiomas sirven de fundamento & las demds proposiciones de la
gieneia.

El feorema es el enunciado de una verdad no evidente, ¢ que nece-
sita demostracion; indica una relacidn de coewistencie entre modos do
ser de varias cosas, expresados por sus dos partes, hipdiesis v tesis.

Iﬁpr_;h'.:ffx es lo fue se supone en un teorema: constituye sus dafos.
Tesis es lo que se afirma y trata de establecer como eoexistiendo con
la hipdtesis: eonstituye la consecuencia necesaria de ésta.

l':.i“ml‘l"-;:: 8% dos ‘f-”._'f)’H-(”»‘* tienen sus liedos paralelos v divigidos en
el anismo sentido, seran iguales,

S/ dos rr':.i.r_fufu.\' son opuestos por el V-
tice, seran iouales.
Demostracion es el razonamiento que hace evidente una verdad

que no lo es por si.

El problema es una proposicién que tiene por objeto deferminar
una 6 varias cosas de especies da-das licadas por relaciones determi-
nadas con otras dadas (Duhamel. Des mithodes. pag. 42),

En el problema hay que considerar los datos 6 cantidades cono-
cidas y las cantidades desconoeid

as o incognitas que se buscan. 1,os

|
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datos corresponden 4 la hipdtesis de los teoremas y las inedgnitas A
las tesis.

2. AxAursis DE LAS PROPOSICIONES.—(teneralmente en las cuestio-
nes matemdticas hay que considerar cuatro cosas: 1.0 Ciertas entidades
cuya existencia es hipotética ¢ estd dada (hipdtesis ¢ datos). 2.2 Otras
unidas 4 las primeras por la condicidn de la coexistenecia (tesis 6 re-
sultados que deben obtenerse). 3.0 Ciertas construceiones eon las que
unimos nuevos elementos a los supuestos dados (construeeiones 6 li-
neas auxiliares). 4.0 Teoremas que expresan las relaciones entre las
cantidades auxiliares y las dadas; por las que se deducen las busca-
cdas en el teorema 6 en el problema propuesto.

En el teorema: En todo f..l'r'rr'h'..l_f;fr.[u it lados iguales se OPONCIL rfnynhu

.‘:r'!’:ff.‘[r-,‘-' | “ll ].a )4

Lo hipotético es el tridngulo y los lados
iguales AB y AC, lo coexistente, la igualdad
de /By £C.

[.as entidades auxiliares infrodueidas(cons-
truceiones) el nuevo triangulo A'C'B’ obtenido
por la inversién del dado ABC. El teorema:
Fie. 1., Dos triangulos que tienen dos lados iguales ¢

iqual el dangulo comprendido son iguales, establece la relacidn entre los
elementos de la hipdtesis y los de la tesis.

I‘:!l l.‘I teorema: JS‘:" los :’f.f.rfu,-‘ nrun‘,i‘.“r‘:-‘e’ e wn ('HHH"J'”{H‘ BN ;‘r,fnrn'a'.-
dos d dos, dste es un paralelogramo (fig. 2.4), lo hipo-
tético es el enadrilatero y las igualdades AB=CD,
AD =BC de los lados opuestos. Lo coexistente es el
paralelismo de AB con CD y de AD eon BC, Las

construecciones auxiliares se reducen ala de la diago-
nal BD. Los teoremas que relacionan las entidades
de la ][i}'ll'!li_':'-ii‘:. con las de la tesis son: Dos f.i':‘.h;.”;‘_ﬂf{ria- ABD Y BCD Qe
tienen sus tres lados respectivamente iguales. Si los r;-'f_ffrrfﬂ-.\' alternos in-
ternos que dos rectas AB y CD ¢ AD y BC forman con uwna secante son
iquales, dichas rectas serdn paralelas.

Sea el teorema: La razon entre dos lados
de un tridngulo ABC es la misma que la de
los seqmentos aditivos ¢ sustractivos que Lt
hisectriz del angulo comprendido o de su ad-

yacente, forma con el tercer lado (fiz, 3.7),

[.o hipotético cs el tridngulo v las dos
bisectrices. Lias entidades auxiliares son las

Fig. £

paralelas AE y AE® 4 las hisectrices. Los teoremas que enlazan la
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hip6tesis con la tesis son: Los dangulos alternos y‘t'm'J'{'S;wH:firu.h.'-*.-‘ ‘q"rw
dos rectas pavalelas forman con una secante, son iguales. En un h:.*.m.e-
gulo d dngulos iguales se oponen lados ?...rﬂf(-"-g{.’b‘.’S?‘ wuna recta corta a t{mﬂr
lados paralelamente al tercero, dividird ¢ aqucllos en partes proporeto-

nales.

Sea el problema: Construir un tridngulo ABC,
dados los lados AC, BC y la mediana Ce.

Las construcciones auxiliares son: la prolonga-
¢ion de Ce en ¢C'=¢C y el trazar la recta C'B. Los
teoremas auxiliares son: 8¢ lus rectas CC' y AB se

cortan en partes iguales, ACBC" es un paralelégramo.

Fig. 4. Los lados opuestos AC y BC' de wn paralelogramo son
iguales, que enlazan el problema propuesto con el nuevo problema:
Construir el tridngulo CBC' en el que se dan los tres lados BC'=AC,
BC y CO'=2Ce.

3. Hsevmrros pe prorosicioNes,—Porisma. El porisma que enun-
cia Pappus en sus Coleceiones matemdticas libro VII, ecomo eompren-
sivo de diez porismas ) andlogos entre si, pertenecientes a la especie
de los Iugares, y que se hallan, segiin manifiesta dicho geémetra, en el
primer libro de los porismas, es el siguiente: Dadas cuatro recias que
se cortan dos o dos, si se dan (es deciv permanecen fijos) tres de los pun-
tos de interseccion sitwados en una de ellas, o dos solamente en el caso del

paralelismo, y de los otros tres, dos se hallan sujetos ¢ quedar cada uno
sobre una vecta dada, el wltimo permanecerd sobre una recta dada en
posicidn y la generalizacidn de este porisma 6 su extensién 4 un ni-
mero cualquiera de rectas &),

Ademis ecita dicho gedmetra este otro: Si desde dos puntos dados se
trazan dos rectas que se cortan en otra dada en posicion, de las que Lo wnga
intereepta sobre una recta dada en posicion
un segmento Am o partir de un punto dado A,
la segunda formard tambidn sobre otra recta
uin seginento Am, que estard con el primero
en una razon dada ),

Ademds de estos porismas, se hallan de-
mostrados y resueltos en nuestra Geometria
elemental ofros concernientes & la relacién anarménica y i las divi-
siones homogréficas entresacadas de la coleccidn que Chasles resta-
bleciG en su obra Les trois livres de porismes i’ Huelide,

(B Véase nuestra Geomelrin elemental parte segunda pag. 235
(2} Viéase nuestra Geometrin elemental pag. 947, i

(8) Chasles Les trois livres dos porismes, pags, 18 ¥ 114
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4. Dapas.—Euclides llama dadas 4 lo que resulta inmediatamente,
en virtud de las proposiciones comprendidas en los Elementos, de las
condiciones de una cuestidn.

Ejemplos: 8i por un punto dado se traza wna recta que toca d un
cireulo dado en posicion, la recta trazada estd dada en posicidn.

Si dos magnitudes a y b tienen entre si una razon dada ), la magni-
tud compuesta de las dos tendrd con cada una de ellas una razon dada.

Observa Chasles que si se hubiera querido hacer de esta proposi-
eion un teorema propiamente dicho, se habria indicado en el enunciado
el valor de la razén de la suma (@ +4-5) 4 cada una de las magnitudes
@y b, i saber:

a1 S A s 1 _atb
T T para S Yy (A+1) para Kies

De manera, anade, «que las proposiciones llamadas dadas por Eu-
clides eran teoremas no completos, por cuanto faltaba la determinacién,
en magnitud y posicidn, de ciertas cosas enunciadas como conse-
cuencia de la hipdtesis».

Observa también que el objeto enunciado debe entenderse que
estd dado virtualmente, es decir, incluido implicitamente en la hipéte-
sis, pudiéndose deducir de ella.

5. Trorema rocar.—El feorema local es una proposicién que ex-
presa una propiedad comiin 4 todos los puntos de una misma linea,
reeta ¢ curva, completamente definida.

Ejemplo: Dados sobre un punto del didmetro AB de un civevlo dos
AC DA : :

CB — BD las distancias de cada

» punto m de la circunferencia d estos dos puntos se hallan entre si en la

puntos C, D tales, que se tenga -

DA’

6. Lucar.—El lugar es una proposicion en la que se dice que
tales puntos sometidos 4 una misma ley conocida, se hallan en una
linea (reeta, circular i otra)de la que se enuncia la naturaleza, faltando
enunciar la magnitud y la posieién.

Ejemplo: Dados dos puntos, asi como una razon, el lugar de un
punto cuyas distancias d estos dos puntos estdn entre si en esta razon, s
una cireunferencia de circulo dada en magnitud y en posicion (),

7. ProsrEMA LocanL.—En el problema local 6 cuestion de lugar, se
pide hallar la naturaleza, la magnitud y la posicion de un lugar, es

razon constante

(1) Chasles Les trois livres ete,, pags, 42, 83,
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decir, la eurva lugar comtin de una infinidad de puntos sometidos i
una ley comiin.
Ejemplo: Dados los dos puntos, asi como una razon h, jewdl es el lu-
gar de un punto euyas distancias d estos dos puntos estdan entre si en la
razon h?
8. Las conocipas GrEoMETRICAS. — [ias matemiticas drabes nos
ofrecen con este motivo un documento de gran interds, que prueba
que, en efecto, en cierta época se han eonsiderado las Dadas, los Lu-
gares y los Porismas.como constituyendo un mismo género de pro-
porciones, que podran reunirse bajo un titulo comiin. Al menos existe
una obra drabe titulada: Tratado de las conocidas geometricas, que es
una coleeceidn de proposiciones, todas con la misma forma de enun-
ciado, y que son Dadas propiamente dichas, Lugares 6 Porismas. So-
lamente el término dado empleado por los griegos en estos tres géne-
ros de proposiciones se halla reemplazado en dicha obra por el de
conocido ™,
Ejemplo: Proposicion XVIIL Cuando dos eirewlos conocidos en
magnitud y en posicida son tangentes, hallindose el uno en el interior
del otro; si se traza una recta que corte d los dos cireulos de una manera -
cualquicra, el producto de los seqmentos Jormados por un punto del cir- |
culo menor sobre la parte de esta recta comprendida en el circulo mayor
se halla con el cuadrado de ln recta trazada desde el punto del circulo

menor al punto de contacto de los dos cirenlos en uwna relacion conocida: .
9. EvL vema.—Las proposiciones tienen un caracter variable en

el organismo eienfifico, segiin el plan que ha seguido tal 6 cual autor. '

Asi una proposicidén que es teorema en un tratado puede ser lema i

G corolario en otro, y ain esto acontece con las definiciones, pues, por

ejemplo, si se definen las ednicas por la relacidn de sus distancias al lJ

foco y & la directriz, resultardn como corolarios las definiciones de la

elipse y de la hipérbola como lugares de los puntos tales, que la suma f

6 diferencia de sus distancias & los focos sea una cantidad cons- |

tante, ete., ete. L
Aqui nos limitaremos 4 citar los célebres lemas de Pappus que han !

servido para llevar 4 ecabo la adivinacion de los porismas de Encli- |

des @), pues para mas detalles basta leer esta cuestidn en nuestra Geo-
metria elemental, parte segunda.

(1) Les trois lvres, ete. (pag. 44).

(2) l.a mayor parte de estos lemas los citamos en nuesta Geomet i elvmental (pags, 130 v
128) que se reflaren & la relacién anarmdnica, 4 las divisiones homograficas ¥ & la involucion
De éstos dltimos damoa una demostracién general y uniforme gue hace ver la conexitn de

unos con otros, pues estas proposiciones solo difieren en alguna circunstancia accidental de
las ficuras 4 que se refleren,
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10. La perinvicroy.—Ya hemos tratado con alguna extensién en
algunas de nuestras obras de la definicién geométrica @),

Lias definiciones matemdticas tienen el caracter de principios fun-
daimentales, los objetos definidos son tipos creados totalmente por la
inteligencia, por esto es necesario estableeer la existencia del objeto
delinido, es decir, que no implica contradiceién ¢ absurdo, y que no
son ereaciones arbitrarias en oposicidn con la realidad, asi pues son
verdaderas construceiones del espiritu & las que se da una denomina-
cion. Por gjemplo, en Geometria se establece la evistencia de la para-
lela & una recta, en cnanto se ha demostrado que: dos perpendiculares
@ wna recta son paralelas, la evistencia de la perpendicular & una recta
frazada por un punfo de ésta, se funda en la permanencia del valor
angular 4 un lado de una recta y la variacidn continua de los dos
angulos adyacentes de los que el uno anmenta mientras el otro dis-
minuye; y otro tanto se dird de la perpendicular al plano, del triedro,
del prisma, ete.

Il. TroreEMA Y PROBLEMA; SUS RELACIONES.—En varias ocasiones
nos hemos ocupado de esta relacidn ¥,

Definiamos el teorema (Observ. wtiles ete. pag. T) como: Una proposi-
cidn que expresa una velacion de coexistencia entre modos de ser de varias
cosas, y considerabamos al teorema como una derivacién y perfeccio-
namiento del problema, de manera que distinguniéndose tres fases en
una cuestion que corresponden: 1.9 al problema primitive (dadas eiertas
condiciones arbitrarias ;qué relaciones hay entre los elementos que
hemos puesto intencionadamente y los que aparecen intimamente
unidos 4 éstos sin que hayamos intervenido en su introduecion?)
2.0 4 la expresion de la rvelacidn de coexistencia entre unos y otros
elementos (teorema). 3.0 al problema perfeccionado en su expresidn (co-
noecida la enunciaeién que se buscaba en el problema primitivo, hallar
los medios de lexar & ella (Observ, pag. 8), el teorene puede conside-
rarse como el enunciado del vesultado oblenido al resolver wn problema)
de manera que, en el orden cronoldgico, el problema precede al teo-

rema. Asi, por ejemplo:

Suponiendo no descubierta la relacién existente entre el lado del
trigngulo equildtero inseripto en la eireunfereneia y el radio, al pro-
blema siguiente:

(1) Eatudips ecriticos sobre la generaciin de los eonceptos matemdticos (ouaderno 2.0) 1890,
(onsideraciones sobre le conveniencia de ion nuevo plan ete. (1877). Puede verse también Linrd,
Les définitions géomeétriques et empirvigues y In Logigue de Port Royal,

(2) (feom. elem. (parte La, pags. 19, 21, 48, 51, 54, 61, ete).
(3 (Mservaciones wliles en of esfulio de {az wmetemdaticas (18574 ¥ f_u_rmlufu,r.u nto e (feo-

metria (1881).
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Hallar la relacidn que ewiste entre el lado del tridngulo equilitero
inscripto en una circunferencia y el radio de ésta, seguira el teorema:

El valor del tridngulo vegular inseripto en una circunferencia, es
igual al del radio multiplicado por v 2 (Complemento de la Geometria
elemental, pig. 46).

De manera que, siendo en la matemitiea la definicion una sintesis
realizada d priori, el teorema es una sintesis fundada ¢ posteriori.

El teorema constfituye una sintesis, expresién del resultado de un
problema que se propuso la inteligencia al examinar la realidad inte-
lectunal es decir, el conjunto de ideas abstractas que corresponden &
las definiciones y son el fundamento de todas las relaciones mate-
maticas.)

12, TLa pemostracioN.—M. Luis Liard que con sus obras Les lo-
giciens anglais contemporains (1878) y Des definitions géomdtriques et
des définitions empiriques ha contribuido 4 esclarecer y divulgar los
coneceptos filoséficos de estas ramas de la Matematica, explica entre
otros puntos culminantes de esta ciencia, el mecanismo de la demos-
tracion (: «Esta operacidn consiste en efectuar el enlace de las mag-
nitudes dadas. Tan pronto esta sintesis se hace inmediatamente, es
deeir, sin término medio, y surge en cierto modo de la posicién misma
de los términos; tan pronto, y esto es lo mds frecuente, requiere uno
6 varios intermediarios. Estos intermediarios son siempre magnitudes
iguales ¢ equivalentes 4 las magnitudes dadas, y que, en consecuen-
cia, pueden ser sustituidas 4 éstas en las proposiciones 6 ecuaciones
matematicas».

En este caso, la demostracidn es una série de sustituciones»; y sabre
esta igualdad 6 equivalencia de los términos medios que han de enla-
zar los términos extremos: hipotesis y tesis, es sobre lo que vamos i
insistir ahora como ya lo hemos hecho en otras ocasiones.

Tanta importancia ereemos que tiene esta equivalencia que, ya en
nuestro Complemento de la Geometria elemental (1877), al teatar de las
sustituciones geométricas, expusimos encadenamientos de problemas
sobre triangulos y sobre la cireunferencia con solo sustituir & cada

enunciado una condicidn por ofra equivalente, y en nuestra Geome-
tria elemental (1.2 edicion 1882, 2.2 1888) procuramos hacer manifiesto
este punto en los epigrafes: Transformacion ¢ sustituciones de las rela-
ciones angulares por relaciones de paralelismo, transformacion de las
relaciones angulares y de posicion en relaciones de magnitud lineal, ote.

Es ficil explicar estas equivalencias.

(1) Logique, 1884, pég. 86,
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En efecto. Al suponerse dos rectas paralelas, se supone émplicita-
mente la existencia de angulos alternos-internos 6
externos, 6 correspondientes iguales, en cuanto se
supone también trazada una transversal.

El razonamiento basado enla construceién de dos
tridingulos ignales, al trazarse la perpendicular 4 las

ol S5 dos rectas AB y CD por el punto medio O de la se-
cante PQ (fiz. 1.%) estriba en el principio de la determinacién del
triangulo, que implica la igualdad de los dngulos oblicuos en P y Q
cuando son iguales los rectos en M y N,

La suvosicién de los dngulos que tienen paralelos sus lados lleva
consigo la igualdad del dngulo A'NC con cada
uno de ellos, y por consiguiente, la ignaldad de
aquéllos (fig. 2.2).

e =

Lo mismo dirfamos si se tratase del teorema:
8i dos tridngulos tienen desigual wn dngulo com-
prendido entre dos lados respectivamente iguales, el
tercer lado sera mayor en el que tienemayor dngulo,
que equivale 4 concluir que si se deforma un tridn-
gulo de manera que permanczean constantes dos de sus lados, la longitud
del tercero aumentard ¢ disminwird al mismo tiempo que el dngulo com-
prendido.

Fig. 2

13. La RECIPROCIDAD DE LAS PROPOsIOIONES.—Se llama teorema
reciproco de otro, aquél cuya hipdtesis es la tesis de éste, y cuya tésis
es la hipdtesis del mismo.

Para que dos teoremas ¢ problemas sean reciprocos, basta que
algunas de sus condiciones esté invertida en ambos (es decir, en la
hipdtesis del uno y en la tesis del otro.

Asi, son teoremas reciprocos los casos fundamentales de la igual-
dad del triangulo, en los que alguna de las condiciones de la hipéte-
sis ha sido llevada 4 la tesis.

Hay proposiciones reciproeas que no son ciertas i la vez, como por
ejemplo:

Los dngulos opuestos por el vértice son iguales, v, si dos dngulos son
dguales, son opuestos por el vértice.

La segunda es falsa, y esto depende de que la tesis, opuestos por el
veértice, es menos extensa que la hipdtesis pues, en efecto, hay muchos
angulos iguales que no son opuestos por el vértice, como también hay
muchos dngulos suplementarios, que no son adyacentes, no pudiéndose
decir que: los dngulos suplementarios son adyacentes, como se dice que
los dangulos adyacentes son suplementarios.
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Seran ciertos los reciprocos en la forma siguiente: Si dos dngulos
son suplementarios y TIENEN EL VERTICE Y UN LADO COMUN, tendrin sus
otros lados en prolongacidn; si dos d@ngulos son iguales y TIENEN DOS
LADOS EN PROLONGACIGN Y LOS OTROS DOS EN DISTINTA REGION DE LA
RECTA FORMADA POR LOS PRIMEROS, seran opuestos por el vértice, que
son los reciprocos de: si dos dngulos son adyacentes, seran suplemen-
tarios; y si dos dngulos son opuestos por el vértice, serin iguales.

Para que exista la reciprocidad, ha sido preciso afadir 4 uno y
otro reciproco, respectivamente, las condiciones de TENER EL VERTICE
Y UN LADO COMUN Yy de TENER DOS LADOS EN PROLONGACION Y LOS OTROS
DOS EN DISTINTA REGION DE LA RECTA FORMADA POR LOS PRIMEROS.

La necesidad de restringir d limitar las hipdtesis de los teoremas,
es debida a que éstas solas fienen mayor extension que la tesis, por
lo cual darfan teoremas defectuosos, sin dichas limitaciones que, re-
dueiendo 4 la ignaldad la extensidn de ambos términos, dan origen a
la reciproecidad

La proposicidn: 87 la razon de las distancias de wn punto d otro
punto y una recta fijos no esayor que 1, el lugar de dicho punto es unca
elipse es falsa, porque la condicidn, no es mayor, comprende los casos
menor ¢ igual, correspondientes 4 la elipse y 4 la pardbola, y serd
cierto que, si una curva de seqgundo orden es elipse, la razon de sus dis-
tancias ¢ wn punto y & una recta no es mayor que 1. Parahacer cierta la
reciproca, bastard restringir la condiecidn, no ¢s mayor, diciendo, es
menor, (en cuyo caso se ha excluido el ser igual) y entonces la recipro-
ea, serd cierta en la forma: Si la razon de las distancias de un punto de
und curva ¢ un punto ¥y ¢ una rectd ES MENOR QUE LA UNIDAD, la curya
serd una elipse.

Reara. Parahacer reciprocas dos proposicionesrelativas dunamisma
cuestidn, se tiene que anadiv a la condicion mds extensa alguna otra con-
dicion, que particularizindola, lo hage idéntica d la que es menos extensa.

Hay también proposiciones euyos términos no son en totalidad re-
ciprocos de los de otras. Sin embargo, no dejan de ser reciprocas, pues
constan de una parte comun y de otra completamente reciproca.

Esta circunstancia se observa en el teorema: i dos planos son per-
pendiculares entre si, y por un punto de su comun interseccion se trazew
una recta perpendicular al uno, estard contenida en el otro, y reciproca-
mente: 8% por un punto de su comun interseccion se traza en uno de los
planos una perpendicular d ésta, serd perpendicular al otro, que ain
puede modificarse para separar totalmente un término no reciproco
que hay incluido en la doble condicidn de ser la recta perpendicular
al plano, diciéndose: Si dos planos son perpendiculares entre si, Y por
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wn punto de sw comun interseccion se traza wna recta perpendicular
ésta y « olra de wno de los planos, ESTARA CONTENIDA EN BL 0TRO: i dos
planos son perpendiculares entre si, y por un punto de sw conun inter-
seccidn se traza una perpendicular d ésta, contenida en uno de los planos,
SERA AL MISMO TIEMPO PERPENDIOCULAR A OTRA DEL OTRO PLANO.

También puede citarse el teorema: Si una recta y un plano son per-
pendiculares, toda recta perpendicular d la primera serd pavalela al
segundo, o estard contenida en él, y toda recta paralela al plano ¢ con-
tenida en ¢l, serd perpendicular ¢ la primera.

Dos problemas son reciprocos, cuando los datos y resultados del
uno en totalidad ¢ parcialmente, son los resultados y los datos del otro.

Asi, por ejemplo:

Construir un tridngulo cuando se conocen dos lados y el dngulo
comprendido, es reeiproco de construir un tridingulo, cuando se dan
un lado v los dngulos adyacentes, ¢ cuando se dan los tres lados.

(Se concluird) 2 G G

W RS

SOBRE EL DESARROLLO DE P (u) EN SERIE DE FRAGCIONES SIMPLES

POR EL Sr. Goymes TEIXEIRA

Director de la Academia politécnica de Oporto.

La férmula que da el desarrollo de la funcién de Weierstrass p (i)
en una serie de funeciones simples puede obtenerse de una manera
puramente elemental como hizo Halphen en su excelente Traité des
fonctions elliptiques (pag. 364). Puede también obtenerse por medios
menos elementales, pero més rapidamente, empleando algunos teo-
remas, hoy eldsicos, de la teoria de las funeiones analiticas, como va-
mos é ver.

Supongamos demostrando que p (w) es una funeién analitica uni-
forme, que es par, doblemente periddica y cuyos infinitos son los
puntos

w = 2nw, + 2mw,
representando n# y m dos niimeros enteros positivos  negativos cua-
lesquiera y 2w, y 2w, los perfodos de p ().

Demostremos en primer lugar la igualdad.

lim (u—w)ip (w)=1.

T—

Consideremos para ello la integral que sirve de definicidn ap (u)
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n O ~ | y
dx .._.d i

0= == =

< p () 1% Jp 2 \f{"" — &) (® — &) (7—e6)

de donde

K= \ 4at—g, v—yg,
Tenemos

w = : "_( ) ( ) (]—-(l) 2 da,
.£ .n (u.r)
3 1 1
= , x 2 (1 — —)_- ) (1 — - "‘)_ 2 (1 —~ '—) 2 4y,
Jpw 4 a

6, desarrollando en serie los binomios

o0

T il
W= o , (‘1' 2 4+ A .'?'
=.Jp)

1 A __’ B ( 5 2
P — 3 o 2 : ‘_L‘
Vp () [1 + 3 plu) -+ = p) + .. :|

Esta igualdad da

+nr" 3 +...)dm

] 2A St
w'p (0) =1+ —— (}’ (u) + ...
de la que resulta, por ser p (0) = o,
lim w*p (u)=1
u=0

Por ser w un periodo de p (), tenemos ademds

lim (v —w)* p (w) = lim w* p (v 4+ w) =lim * p () =1

w=1w =0 U=0

Esto sentado, por ser p (1) una funcién uniforme y w uno de sus
infinitos, tenemos, en la proximidad del punto w (en virtud del teo-
rema de Laurent),

o) g & A,

(26 — )’ (0 —w)* " u—

A,
- +(r\,—rfr (ee=) a1, (ve-20)* 4.

representando A, A,, A, ... cantidades constantes.
Pero, debiendo ser

lim (u—w)?p (u)=1,

=1
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tenemos
lim |~ A A,

U= U — [e—w)t

lo que da
A= 1 A A —
Por otra parte, por ser w un periodo de p (#), tenemos, en la proxi-
midad del punto w=0,
A
P ) =pilu 4+ w) = +— 4 a,+a, w+...
W= i =
y esta igualdad muestra que (por ser p (#) una funecidn par),
‘\I —1 { - ”1 —= | rf:; -.“,‘_,
Sustituyendo estos valores de A,, A,,... en la representacidn an-
terior de p (u), resulta la igualdad

p )= - a4+,
{2 —ae)® -~
que tiene lugar en la proximidad del punto v = w, y que da
2
plu)=——+2au,+...
fae — )= I
Basados en esta igualdad, vamos 4 resolver la eunestion propuesta.
se sabe que la funeidn ¢ (»), definida por la serie
- 9
o) = —\ e
' / 12
e

{— )t

en la que la suma representada por T se refiere d todos los valores en-
teros de los nimeros » y m que entran en
w=2nw, + 2nwv,,

es uniformemente convergente en cualguier drea que no contenga
punto alguno de los que fueron designados por w. Es pues, natural
comparar la funeién p’ () con la funcién ¢ («) definida por esta serie,

Para haeer esta comparacidn, notemos en primer lugar que ¢ ()

admite derivadas de todos los érdenes, finitas en todos los puntos
de w, v dadas por las relaciones

%093

(e —10 )t y ; (06 —a0)

visto que estas series son todas uniformemente convergentes en la
misma drea en que lo es el desarrollo que define d @ ().
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En los puntos diferentes de w, como las dos funciones o (1) y p* ()
admiten derivadas finitas, la funecién p* (#) — ¢ (#) también admite de-
rivadas finitas.

En la proximidad del punto w,, representando por w, uno de los
valores de i, tenemos

Tim+\ ——\“ <

1 U—2, T H (1e—10) 1

(debiendo en el segundo miembro de esta igualdad execluirse ¢ de
los valores dados 4 w), y

2

p)=— — +2a, (u—a,) +.

tw—1) =

por tanto

= 9
P ,-n}—f:'«{nll:\ -IIT~,'—23n_._,|n—;.r-|i—i—.__,

en la que el segundo miembro admite derivadas de todos los drdenes,

finifas en el punto 1. -
Luego la funecién p’ (v) —¢ (#) admite derivadas de todos los dr-

denes finitas en todo el plano, y es per tanto una funcidn helomorfa

de u, que representaremos por F (u).
Tenemos ademés -

=
-‘u' () =F (o) —\

(1t —ae)?

Queda por determinar la funcidn F (u).

Observemos para ello que la funeidn ¢ (#) es periddica y que sus
periodos son los de p° (x). En efecto, cambiando en w =2nw, 4+ 2muw,,
nen m+ n, ymenm-+ m,, resulta

3 2
=y S SR AR

/ [H =

et

2 (n-+n) o — "ma——m ) wy |*

y cambiando después » en w + 20, w, 4+ 2m, v, , |

5]

g (2 —i-2::"'('11—‘—'_}!-'?"'-'3.,}_-‘— \ = '_—_—' ——— =9 (u).
] 4 1w — 2 n, W, — 9 m, m_l.'_l i J
Luego la funcién holomorfa F () es doblemente periddica y por
tanto, en virtud de un teorema de la teoria de las funciones doble-
mente peridédicas muy conoeido, es igual 4 una constante e



EL PROGRESO MATEMATICO 211

Tenemos pues,

~ 9

p(w)=¢— = :
o —qe 17

Para determinar ¢ basta hacer en esta igualdad # =uw,, y ¢n vir-
tud de las igualdades

- 5]
p () =0, \ : - = =),
1 ‘_‘|[2;t-—1rm1 +2mw, |

la segunda de las cuales resulta de hacer corresponder 4 cada tér-
mino de la suma que representa otro igual y de signo contrario, que
se obtiene cambiando 27 — 1 en — (2n — 1) y m en — m. Tenemos de
este modo ¢ = 0.

Tenemos ademés

508
;' (M) = — ol |
! } (g —nr) "
e
de donde
' || o r
w—=2nw, + 2m w,, =0, 1"_'_:'}'""
! # m |

De estas igualdades resulta el desarrollo de p (u), integrando en-
tre los Iimites 0 y » los dos miembros. Tenemos de este modo, sepa-

rando el término correspondiente & m =0, n =10,

AT 2 5 [
’ p (v) + . du _\ e
Jo U 2 ity & | 2 i) w0 i
6]
1 cama il R 5 i l 1
p (1) — _dm | i — | = el T g PUsC L
=7 wt w =1 = / (—1w)? =
= A ES =
Pero, por ser en la proximidad del punto w = 0,
)= L -+ (. HE ==
£ "= =
Y };': ()= 4 f': () —gaplt) — Jq»

podemos sustituir en esta segunda igualdad p (w) y p () por sus des-
arrollos dados para la primera é ignalar después los coeficientes de
las mismas potencias de w en los dos miembros del resultado. Hillase

de este modo que es a, = 0. Luego
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7 53 > (i
lim plu)—— F = (),
u =0 I
Tenemos enseguida
1 N 1 |
plu) = = =|= \ - '|'_ = '”—..'
3 [ (47 w; )= e
st |

que es la formula que nos proponiamos obtener.

e S e

SOBRE ALGUNAS NOTAS DE GEOMETRIA INFINITESIMAL

ror EL Sr. Upsaro (I.).

Profesor de la Universidad de Ndpoles.

Las curvas consideradas en un articulo @ de M. Husquin de
[théville no son otras que las espirales sinusoides, y la propiedad
enunciada al fin del articulo se ha senalado ya por mds de un autor
Llas espirales sinusoides estin caracterizadas por la eeunacidn in-

trinseca s=k ¥ - lranw ' (1)
. \ \ rr) ~

para n =1 -+ k, Lia misma ecuacidn representa, para n = 2k, las lineas
de Ribaucowr. También representa, eualquiera que sea k, las Uneas ci-
cloidales para n—= —2, los alisoides, para n=1 los alispides de igual
resistencia, para @=2, ete. Las evolutas de todas estas curvas tienen
por ecuacidn intrinseca

BeS ,: \/(,; )w S (2)

Se las encuentra {recuentemente en las investigaciones de Geome-
tria infinitesimal, pero rara vez se toma el cuidado de ageourarse. por
decirlo asi, de su identidad. Por ejemplo, las curvas estudiadas por
MM. Nies y Miiller en los Programas de los Gimnasios de Darmastadt
y de Berlin @ son las evolutas de las lineas de Ribaucour, que se hallan
definidas en los trabajos ya eitados por la siguiente propiedad:

s=ax" (3

(1) Nouvelles Annales, 1890, p. 148,

(2) Nouwvelles Annales, 1

3)  Bulletin de Darboww, 1890, p, 68 (1ree partie),
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Ahora, se tiene, diferenciando esta ignaldad con relacién 4 s,

HyC0sS Y= da m.g m

siendo g la inclinacidn de la tangente con el eje de las abscisas, des-
pués, por una nueva diferenciaecion,
s

P = — {gio,
m— 1

La eliminacion de ¢ entre las dos ltimas ecuaciones da

s LB e -
pi==s 1" 5. W _ ,.'.'.
L. W v T — 1

Para un valor conveniente de , esta ecuacidn puede coinecidir con (2),
siempre que se suponga
1
e=1——, n=2k.
(L
No existen, pues, mas que las evolutas de las lineas de Ribauncour,
cuya longitud pueda expresarse por una potencia de la abseisa. Si se
observa que
b+ 1
k—1

-1 — 2m,

se puede precisar mis diciendo que la eurva definida por la propie-
dad (3), para un valor dado de m, es la evoluta de una linea de Ribau-
cour cuyo indice es 1 — 2m, es decir, de una linea que posee en su
plano una recta (directriz) que intercepta sobre cada normal un seg-

mento (1 — m)p. La curva (3) es, pues, una cicloide para m =—-, una

&)
hipocicloide con cuatro retrocesos para i — ——, una evoluta de pardabola
3 5 5
para i ;7 una evoluta de catenaria para m= 2, ete. Es por ofra

parte faeil el hallar una propiedad geométrica de las lineas (3), que
pueda servir de definicién, Con relacidn 4 la tangente y 4 la normal
en un punto eualquiera de la linea de Ribaueour, cuyo indice es 1—2um,
la ecuacidn de la directriz es

(m—1) p, &+ mpy —+m(m—1) p* =0,

siendo p, el radio de curvatura de la evoluta. La recta que encuentra
ortogonalmente 4 la directriz sobre la normal 4 la curva intercepta,
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pues, sobre la normal & la evoluta un segmento igual & (1 —m)p. Por
consiguiente las curvas (3) pueden definirse diciendo que su radio de
curvatura es proporcional al segmento que la perpendicular trazada d
una vecta fija, por el pid de la tangente, intercepta sobre la normal. Si
nuestros recuerdos son exactos, estas curvas han sido estudiadas hace
mucho tiempo por M. Bassani ). Ks cierto que la iltima propiedad
no pertenece exclusivamente 4 las curvas (3). Para mostrarlo, tome-
mos la recta fija por eje de ordenadas, y designemos por ¢ la inelina~

cion de la tangente sobre el eje de abscisas. de manera que

(f.l' rl""; l
— COS ¢, L — -

ds : ds 2 ’
Se pone el problema en eeuacidn eseribiendo

tg e CO8 »
=== 1) ==
P '

de la que se deduce por infegracidn

an 1—m ’ o m—1
Cos = ( ) , ademas s= I ( - ) dw «a
(1] (i

Mientras que e no es nulo, se reproducen las curvas (3); pero
para n = o0 se obtiene

F
/ a = |
§—=a low o GORe= = ¢
S ' a
/ a9
b [I“-Hl'rlll'.'-i p=d f:'_.! o= \
S5 SRR -

que es la ecuacion de una fractriz. Mas generalmente, toda linea cuyo
centro de eurvatura se proyecta sobre una recta fija, ortogonalmente
ii oblicuamente, en el pi¢ de la tangente, es una evolvente de catenaria.

WS R S =N

CUESTIONES PROPUESTAS

64. Una elipse, euyo centro es O gira en su plano al rededor de
su foeo I, y corta en P 4 una recta fija 'X.. Sobre la normal en P se

(1) Giornale de Battaglind,
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toma una longitud PN igual al semi-didmetro conjugado 4 CP. EI lu-
oar del punto N es una circunferencia.

(N. C. M)

65. En toda cénica un punto cualquiera M, el centro de curva-
tura correspondiente y los puntos de interseceidn de la normal en M
con las perpendiculares F(x, fy frazadas desde los focos I, f 4 los ra-
dios vectores FM, /M son conjugados arménicos.

(N. C. M)

66. En todo cuadrildtero inserito, los centros de los dieciseis
eireculos inseritos ¢ ex-inscritos & los tridngulos formados por una
diagonal y dos lados consecutivos, son las interseceiones de euatro
rectas paralelas a la biseetriz del angulo agudo de las diagonales del
cuadrilafero y de euatro rectas paralelas i la bisectriz del angulo su-
plementario.

(N. C. M.) (E. Lemoine).

67. BSipor el punto reciproco del ecentro del eivculo inserito a4 un
triangulo se trazan paralelas 4 los tres lados, la diferencia entre un
lado y la longitud de la paralela & este lado, comprendida enfre los
otros dos lados del tridngulo, es la misma para los tres lados.

¢Cual es la propiedad andloga para los puntos reeiprocos de los
centros de los circulos ex-inseritos?

(N. €. M) (E. Lemoine).

El punto reciproco esta definido por la
construceidn siguiente: AM corta 4 OB en
A'. bea A, simétrico de A" con relacién al
medio de BC. AA’, contiene 4 M’

(E. Lemoine).

68. Los diversos efreulos menores de seccidn de una esfera por
planos paralelos se transportan en su plano de manera que su centro
1|pg;m 4 ocupar el punto en que una recta dada en el espacio corta a
este plano. Se trata de determinar los planos ciclicos de la superficie
lngar de estos eirculos.

(Ph. Breton).

69. Dados los dos valores w,—oa, w, =1, se [\ilr{' la forma mas
sencitla de los niimeros.

g1 = 1+ wp + 20y

1

(H. Birocard),
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70. Se daun efrculo O de radio a y una recta fija FP 4 una dis-
tancia b del eentro O. Se traza una tangente AB que corta & FP en B,
Se proyecta el punto de contacto A en P sobre FP, y desde el punto A
como ecentro, eon AP como radiv, se deseribe un arco de eirculo que
encuentra 4 AB en M, M'. Hallar el lugar de los puntos M, M". Indi-
car las singularidades de la curva y los puntos particulares que re-
sultan inmediatamente de los datos de la cuestidn.

_(Hr. Brocard).

71. Se dan una hipérbola equilitera y una circunferencia tan-
gente 4 las dos asinfotas. Hallar el lugar del punto de interseceidn de
las tangentes al ‘eirculo trazadas por las proyecciones de un punto
A de la hipérbola sobre sus asintotas.

(H. Brocard).

72. Sean A’, B’ los vértices de los tridngulos equildteros cons-
trufdos exterior ¢ interiormente sobre los lados AB, BC de un triin-
gulo ABC. Si sobre B'A se construye el tridngulo equildtero B'KA.
el cuadrilitero A'CKA serd un paralelégramo.

=

(H. Van Aubel).

73. BSisobre tres lados AB, BC, CD de un euadrilitero ABCD se
econstruyen exterior ¢ interiormente los tridngulos equiliteros AA'B,
BB'C, CC'D, y sobre C'A’ se construye el tridngulo equilitero C'KA’
6 A'KC, la ficura KAB'D serd un paralelégramo (1.

(H. Van Aubel).

T4. Suponiendo que m y n sean enteros y positivos, demostrar
(ue se verifica la igualdad

'
JN..F It.

(m-tn4+1)!= : —
=) I n_ . on (n—1) n(n—1) (n—-2)
m+1 m+2 1.2(m+8) L2383 (m+4)

(Juan J. Durdan Loviga).

15. Se dan dos segmentos situados en una recta. Hallar el lugar
de los puntos en que los dngulos segiin los que se ven los dos seg-
mentos forman una suma constante.

(N.C. M) (H. Brocard).

(11 Para evitar todo equivoco, rogamos al lector que se flje en la convencidn sigulente;

Cuando decimos que sobre una recta MN se ha construido un tridngulo MPN, entenderemos

que, si se hace girar la figura de modo gue la linea MN esté dirigida de dzquierda ¢ derechu,
el vértice P se halla sobre el lado MN,




