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(CONCLUSION)

5. On veut que le eylindre coupant la surface soit déterminé de
fagon, que la transformée A de I'intersection, lorsqu'on déroule le ey-
lindre sur un plan, soit égale & la ligne méridienne L.

Cette condition équivaut & I'autre que 1I'équation de la transformée
plane en coordonnées & ¢ puisse se dériver de I'équation (11) par une
substitution de la forme:

(16) z2=p+Lecos:—cosine, R=¢+Lsinct+4ocosc,
P, ¢, ¢ étant des constantes, dont la signification géométrique est évi-
dente.

L’équation de la transformée plane est done:

(17) p+Licose—asin:z=/f (g + ¢sinz} 9 cose)

Si 1'on remarque que, dans les points correspondants des lignes
I, A on a : = les deux équations (11), (17) donnent naissance a
"autre:

(18) p+f(R)cosz—osins=f[g+/ (R)sin s+ cos £]

Oelle-ci est I'équation de la section droite du eylindre.
Lorsque cette section est donnée a priori et (13) en est 1'équation,
I’ élimination de R entre cette équation et I'autre (18) donne:

(19) P + /(¥ (5)] cos e— sin e=/ } g+/[¥ (2)] sin e+ cos s

Telle est la condition que la fonction f (¢) doit vérifier pour que la
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surface de révolution, dont la ligne méridienne est la courbe 2=/ (}),
soit coupée par le cylindre susdit de manitre, que la transformée
plane de 'intersection soit égale a la ligne méridienne.

ExpurLe.— Lorsque la surface est une sphére, on a:

fR)=V\ o — R
en appliquant I'équation générale (18), on trouve que la seceidn droite |
du eylindre coupant la surface est représentée par I'équation:

R —2 |(p—s sine)* + (g4 cos £)2—2 (p cos s+ ¢ sin )% R* +

+ (p—o sin £)*+(¢ + o cos nf —4 a* (p cos e-+¢ sin £)*=0

Le probléme est done résolu dans toute sa généralité,
— Supposons que 'on ob-

CAS PARTICULIER DE L EQUaTION (18)

tienne la transformée plane A dans sa position, en faisant tourner la

ligne méridienne I, d' un angle droit autour de P'origine des axes
coordonnés, On aura:

f}:ij:“ y &= V.

et I'équation (18) se réduit a 1'autire:
fIAR)] =~ s
Si done la surface de révolution a pour ligne méridienne la courbe
» - . . L
représentée par I’ édquation:
. Rm
-.-_'/"11]..--‘-{::1 —
on obtient pour équation de la section droite du eylindre:
e

a
m = am T

Pour m = 2, la surface est un paraboloide et la section droite est
la eourbe représentée par I'équation:

Ri=— a?a.

1 ;
Pour m = —- on obtient la surface engendrée par la rotation d’une

parabole autour de la tangente au sommét. La section droite du eylin-
dre est représentée par I'équation:
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Uas parTICULIER DE L' 8QuaTtion (19). ~Supposons qae la transfor-
mée plane A, considérée dans sa position, coincide avee la ligne méri-
dienne L., On aura:

p=gq=ct= ()
et I'équation (19) se réduit & la suivante:
i (@] =171()

La secetion droite du eylindre soit, par exemple, I'épicicloide re-
présentée par 1'équation (§. 1.)

b (@) = Va2 — o
La condition précédente devient:

f!‘\-":rtﬂ_—-_s"'-j_:: f (=),

ce qui donne:
fle) =k (' —aa?),

I étant une constante. La surface de révolution a done pour ligne
méridienne la courbe de quatridme ordre représentée par 1'équation:

: =k R (R*— a?)

6. On dit que deux surfaces de révolution S, 8, du méme axe
sont conjugudes, lorsqu’'on peut les eouper par un eylindre ayant les
génératrices paralléles al’axe de fagon, que la ligne méridienne d’une
des surfaces soit égale a4 la transformée plane de l'intersection de
I'autre, quand on déroule le eylindre sur un plan.

Si les équations (11), (12) sont celles de la ligne méridienne L et de
la transformée plane A de I'intersection de la surface 8, I'équation de
la section droite du eylindre est (8. 3.)

(20) J(R) =9 ()

Que I'on remplace les coordonndées &, ¢, dans I'équation (12), par
les quantités:

h-+teoshb—sginh ; Ek-4%sinl4 scosh

(h, &, 0 étant des constantes) ce qui correspond & un changement
quelconque des axes coordonnés. On obtient:

h+Cteosh —osinl =9 (k-4 Leinl 4 ocosl)
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Soit 8, la surface de révolution ayant pour ligne méridienne L, la
courbe dont I'équation est:

(21) h4+zecosh—Rsin0=¢ (k+ 2sin 6 + R cos 0)

et supposons que la transformée plane A, de I'intersection soit repré-
sentée per 1I'équation:

M-+ cosw—gsinw=f(n-4%sinw-oc0c0sw)

que I'on déduit de I'équation (11), en remplacant les coordonnées
z, R par les autres , o, & I’aide d’une transformation analogue & celle
indiquée par les équations (16).

La section droite du eylindre eoupant la surface S, est alors repré-
sentée par l'équation qu'on obtient en éliminant { entre les deux

équations suivantes:

{ h+tcosd—Rsin0=c¢ (k-+Zsinb-+R cosh)

=
(22) m-teosw—osinw=f(n-+Lsinw 4 g cos w)

On peut done énoncer le théoréme: Pour que les surfaces de révo- -
lution S, S,, dont les lignes méridiennes sont représentdes par les
dquations (11) et (21) soient conjugudes, il faut et suffit que les fonc-
tions f et o juissent de la proprictd que Udquation (20) et celle que
I'on obtient en dliminant € entre les équations (22) reviennent U'une a =
I autre.

Cas partrcvniers.—On peut effectuer I'élimination de Z entire les
équations (22) lorsqu’on a0 =0, ou bien w = (.

Sialafois h=Fk=m=n=0=w=1(0, on obtient:

e

(23) ¢(R)=7(2)

Cette équation doit ecincider avee I'équation (20),
1. La coincidence des équations (20), (23) a lieu, par exemple,
lorsqu’on prend

( n
(R)=(h+a, R4+, R+ ..... 4+« e v R™
/ (R) \ R 3 R* . 'm—lR —I—te‘mh
@ =\b—aq5—a,s*—..... —a e Gm)
m—1 m
S am =1, amy, n étant des constantes queleonques.

Done «Les surfaces de révolution, ayant powr lignes méridiennes
les courbes representées par les dquations:




EL PROGRESO MATEMATICO - 165

s=f@®) =(h+a, R+ a,R+..... $a. BL e e

f=¢R)= (k-—alR—aﬂli'}—.....—a R e mmRm),

m—}

sont eonjugudes entre elles: le cylindre coupant ces dewx surfaces a pour
section droite la courbe représentde par Uéquation:

b BaaI +a R™ +a R"=k—a,0—az—

m—1

m-1 m

Exevrre.—La surface de révolution donnée soit de deuxiéme ordre
ayant le centre & distance finie; si I'équation de la ligne méridienne
est:

on a:

r=r®=Yn—"r

et conséquemment:
v (R) = \/ P+ i R? ,
T
p étant une constante.
La ligne méridienne de la surface conjugée est donc représentde
par I équation:

z'—
P r.'p)
1
Une surface de révolufion de deuxiéme ordre ayant le centre & dis-

tance finie a done pour surface conjuguée une autre surface de la
méme nature. Pour équation de la section droite du cylindre nous

avons:
\/m—-———l-{ \/p—r—u

¢’ est-a-dire:
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Cette ecourbe est done une épicicloide (§. 1).
Sim=mn=a* p=>,ona

R =Ve=R , s®=V"+R

Une sphére a done pour surface conjuguée un hyperboloide &a
deux nappes dont la ligne méridienne est une hyperbole équilatire.

Lorsque le théoréme, que 'on vient de démontrer dans ce numé-
ro, n'offre pas d'utilité pour la détermination de la surface conjugnude
a une surface de révolution donnée, on peut appliquer les considéra-
tions développées au §. 7.

Exempres.—1¢) Si la surface donnée est un cone de rotation, on a:

z=f(R)=EkR

Soit

» .\
&=19 g}

-3

I"équation inconnue de la tfransformée plane A; les équations (20). (23)
deviennent:

k H_ =13 (..'J_]

y ke=mn(R).

d’ol, en éliminant R:

Cette relation donne:
g¢(s)=Fks, oubien ¢(9)= —

@ étant une eonstante.

La premiére solution donne R — 5, équation d’une droite passant
par le pole; le eylindre se réduit & un plan passant par I’ axe de rota-
tion de la surface. Ce résultat n’a évidemment aucune importance. La
deuxitéme solution donne:

(24) O L A
- R’

la surface de révolution conjuguée an cone est done engendrée par la
rotation d'une hyperbole équilatére autour d’une de ses asymptotes.

L’analyse précédente démontre que: Le eylindre, dont de la section
droite est la courbe représentée par 1 dquation (24), coupe la surface, en-
gendrée par la rotation d une hyperbole dquilatére towrnant autour
' une de ses asymptotes, suivant une hélice.
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20)  5i la surface donnée est une paraboloide, on a:

2= f(R) = i

(14
Un procédé analogue au préeédent nous conduit & la équation:

Vas( T] LY

a

L]

ayant pour solution:

b 3 4
i 3 . (62 —c9)%
gls)= -, ou bien ¢ (s)= - e
- o L L i

b étanf une constante.

La premiére solution, donnant R = s, n’a pas d’importance; la deu-
xieme donne pour équation de la ligne méridienne de la surface in-

connue:
8 8 4
e e B
‘..- r =g {R) = __T ;
¢’ est-a-dire:
2
r [ t]'ll-i = bit) 2 T ‘,{_.‘1 2.:'» j = -3 1"; I"’l‘.:‘ bf'l 1{:1 3.'1

La ligne méridienne est done une courbe algébrique de 12 P -
dre. La section droite du cylindre coupant les surfaces conjuguées
est représentée par I’ équation:

8 g g
- R= \f‘rrt. o(s) = ( | E—] ).3_

8. Je vais indiquer le proeédé a suivre pour déterminer des cou-
ples de surfaces de révolution eonjuguées, lorsqu'on donne le eylindre
coupant.

Soient (11) et (13) les équations de la ligne méridienne L. d’une
surface de révolution inconnue 3 et de la section droite donnde I' du
cylindre. La transformée plane A de I'intersection de S avee le eylin-
dre est représentée par 1'équation (§. 3).

=714 @],
qui, par un changement d’axes coordonnés, devient:

h~+Ccosh—sinl = f[d(k+4Esinl + ccosl)|
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Que I'on prenne pour ligne méridienne de une surface de révolu-
tion S, la courbe A représentée par 1'équation:

(25) h+z2co80 —Rsinf=f[¥(k+2zsinbd+Reosh)]
On eonelut alors que 1'équation de la transformée plane A, de I'in-
tersection de 8, avec le méme eylindre est:

(26) fb—i—Ccosﬁ——-;(:jn;inn:/E‘np A--{--‘-fsinﬂ-]-t'f{c)c('a:;“%

Les lignes représentées par les équations (11), (26) doivent étre
égales entre elles. Or si dans I'équation (11) on fait la substitution dé-
terminde par les équations (16) (ce qui correspond & un changement
queleonque d’axes coordonnds), I'équation (11) se réduit 4 I'aufre (17).

La fonetion £ doit done vérifier la condition exprimée par I'équa-
tion que 'on obtient en éliminant ¢ entre les équations (17), (26).

Les deux surfaces de révolution conjuguées ont pour lignes méri-
diennes les courbes représentées par les équations (11) et (25).

9. Cas parricuniers.—L élimination de £ entre les équations (17),
(26) peut étre efectuée lorsqu’on @ 9 =0, ou bien e = 0. Si & la fois
ona h=k=0=0, I'élimination de % entre les équations (17), (26)
donne:

(27)

p-{—;‘;';lr;u:r}]% cos: — o Sin a:f{g—f—/ ‘p|','-»(:‘_|]Esins—}—amfns:

ExemprLe.—La section droite du eylindre soit la espirale logarith-
migque;
R=4y () =0.cosi
Puisque
Y[¢(s)] = ¢e.cos%,
la condition (27) devient:
(28) p+f(scos?) coss—gsinz=f[qg+f (s cos’) sin :-+3 cos 2]
La surface de révolution soit un cone; puisque, dans ce ecas, on a:
s=fR)=a R,
si I'on applique I'équation (28), on obtient:
p—aq=|[(1 4 a® cos*) sin ¢ 4@ sin%. cosz ]
Cette condition est vérifiée par identité, si 1'on prend les quantités
P, ¢, € de fagon, qu'il résulte:
P @ sin%

—_— = t:li:— D
q 1 + a® cos¥
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L’ équatidn (25), dans ce cas, se réduit a I"autre
g=—aos i. R
Conséquemment un edne de révolution, coupé par un cylindre
dont la section droite est une spirale logarithmique, ayant le péle sur
I'axe de rotation, a pour surface conjuguée un autre céne de révolu-
tion. Ceci est un résultat connu.

AUTRE cAs pArTICULIER.—Que 'on suppose:
f;—fl-—j}—_q -0 —=z =p
En éliminant £ entre les équations (17), (26), on conelut que la fone-
tion f doit verifier la condition suivante,
e 5 e |
(29) FIY[¥ () ]|=F(e)
Les lignes méridiennes des surfaces de révolufion conjugudes sont
répresentées par les équations,
z=F(R) ; 2=f[W(R)]
Exemrres.—1.°) Lorsque la section droite du eylindre est une
spirale logarithmique ayant le pole sur I'axe, on a:
R=Y(d)=175. 008 §
et I'équation (29) devient:
[ (s cos*?) = f(2)
Cette équation, si cos i n'est pas égal & I’unité, n’est jamais vérifide.
On conelut qu' il n' y a aucune couple de surfaces conjugées par
rapport a un eylindre dont la section droite est une spirale logarith-
mique, ayant le pole sur I'axe.

2,9) Sil'on suppose:

- ) *
(30 R= ¥(e) =
ou bien
1
(31) R Ui(o)= (@0t — sm) m
a et m étant des constantes, on trouve
VW (s)]|==

et 1'équation (29) se réduit & une identité, quel

e que soit la fontion /

_])ﬂ]]c ;.'Lr_i]'sgg.-f’ fr_? i_'_r,.fh'nif.‘f" e ot seetion :f,--p,f."a' e {'.f_r,rm- PepPri '.u.'};{. e
par wne des r"r,umiinm-? (30), (31), o chaque surfuce de révolution corres-
I}rj”.r? [r)f-‘_ji'm‘.i‘.e Hne R-‘H‘frh'f’ p_‘r!'-‘i‘_,i‘r‘f_{?frr"!" .
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Si. par exemple, on prend le cone de rotation, on a:
7= f(R)=kR

! - i
La surface conjugude est done engendrée par la rotation de I'hy
perbole équilatére:
a* "’L'
[ R
on bien dé I'ellipse d'ordre m
z]ll
— — + Rm — gm
Jym : 4
suivant que le eylindre coupant la surface a pour section droite I'une,
ou bien 'autre, des lignes (30), (31).
Le premier de ces résultats eoincide avee ce que I'on a obtenn

dans un exemple du §. 8.

T RS P

CHARLES SANTIAGO " PEIRCE

OSCAR HONWARD MITCHELL

Voy 4 presentar una ligera resefa de los trabajos ldgico-matema-
ticos de tan distinguidos sabios norte-americanos, ocupandome 4 la
vez de ambos, porque han ejercido el uno sobre el otro una aceidn
reciproca. El gran légico Santiago Peirce ha sido el maestro de Mit-
chell y 4 su vez los trabajos de éste han tenido influencia sobre los
tltimos de su insigne profesor.

Charles Santiago Peirce es el hijo de uno de los més distinguidos
mateméaticos americanos, el profesor Benjamin Peirce, de la Univer-
sidad de Harvard,

Padre ¢ hijo han enriquecido 4 la eiencia ¢on numerosas notas y
trabajos insertos en diferentes publicaciones cientificas y con r_‘n:|i[-c[:.|:-
lidad en las memorias y actas de las sociedades y academias de Amé-
rica, habiendo contribuido ambos & la tarea de crear y dar caracter 4
la ciencia americana, librdndola de ser tributaria de la europea.

(1) Auque parezea estraiio, el primer nombre estd en inglés y el segundo en aspafol, ig-
poro porgud,
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Preseindiendo de los trabajos del padre, de los euales uno solo, &
lo que yo_sepa, puede tener relacién con la Ldgica de los relativos
(me refiero a su admirable libro The lineal associative Algebra), voy i
indicar ligeramente los méritos del hijo ante la Ldgica, objeto prefe-
rente de sus estudios, aunque ciertamente no le son estrafias otras
muchas ciencias.

Santiago Peiree ha sacado & lo que supongo su instruccion ligica
prineipalmente de los escritos del egregio mateméatico y ldgico Au-
gustus De Morgan, por quien profesa tal admiracién que deelara en
uno de sus eseritos parecerle ser (como lo es en efecto) uno de los
mayores ldgicos que hayan nunea existido. Peiree es el heredero cien-
tifico de De Morgan, y su mayor titulo de gloria son sin duda sus tra-
bajos sobre la Légica de los relativos, de la que el 16zico inglés fué
padre.

Limitase Peirce en sus més antiguos trabajos titulados:

On an improvement in Boole caleulus of Logic.

On the natural classification of arguments.

On a new list of categories.

4 introducir algunas notables modificaciones en la Lidgica ecuacional 6
cdleulo Booliano, modificaciones de las cuales alguna habia sido in-
dicada por Stanley Jevons, y é ilustrar la ldgica aristotélica.

Donde verdaderamente aparece su eminente personalidad cienti-
fica es, 4 mi modo de ver, en su hermosa memoria Phe Logic of rela-
tives llena de interesantisima doctrina logica y de la que me parece
que quizds no se han ocupado los sabios tanto como merece. En esta
memoria, publicada en las de la Academia Nacional de Ciencias de
Washington en el aio 1870, se introduee la edpula implicativa que
despuds habfa de ser ya casi exclusivamente adoptada por nuestro
autor con preferencia 4 la edpula igual que es de mis compleja natu-
raleza.

Como el titulo indica, el autor se ocupa principalmente de la Lid-
gica de los relativos, tratando muy poco de la Tudgica de lo absoluto.
Difieil es dar una idea del rico contenido de este trabajo y de los
originales y profundos coneeptos en él expuestos. Peirce sabe hallar
curiosisimas conexiones entre cosas que & primera vista parecen no
existir.

La publicacidn mas capital de Peirce es su memoria On the Algebra
of Logic inscrta en el dmerican Jowrnal of Mathematics vol. TII, 1880,
En ella cifra en simbolos toda la antigua Liogiea, y establece después
el cileulo de Boole, valiéndose con grandisima sagacidad de las fir-
mulas implicativas, en vez de seguir la marcha inversa, esto es, fun-
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dar mediante postulados el cdleulo, y de él deducir como casos par-
ticulares los silogismos.

El eminente l6gico aleman Schrider opina que los procedimientos
de Peirce se usmur},ian quizas al de eseribir una gramitica en el idioma
mismo que se pretende enseiiar, pues la base de su edificio cientifico
es precisamente el cdleulo de proposiciones.

El trabajo de Peirce ocasiond una correspondencia cientifica con
Schrider & propdsito de la segunda ley distributiva de la multiplica-
cidn ldgica, segin queda ya relatado al ocuparme de este tltimo 16~
wico (Progreso Matemtico niim. 14).

J2std undnimemente reconocido por todos que la memoria de que
nos ocupamos ha tenido el privilegio de marear un nuevo camino den-
tro de la Ligica simbdlica y que forma época en la historia de esta
ciencia.

Entre tanto, Peirce, lector de Légica en la Universidad de Johns
Hopkins, de Baltimore (por muechos titulos ilustre) habia reunido 4 su
alrededor algunos notables diseipulos, (Gilman, Allan Marquand,
Christine Ladd y Oscar Howard Mitchell, publicindose en el ano
1883, en Boston por Litle, Brown and. C.o, el hermoso librito Studies
in Logic by members of the Johns Hopkins University, en el que se
coleceiona la obra ecomin de maestro y diseipulos. Peirece contribuyd
& este libro con las siguientes notas.

A theory of probuble inference (hermosa exposicidn de la légica in-
duetiva).

On a limited Universe of marks.

The logic of relatives (donde en parte se expone lo ya dicho en su
otra memoria de igual titulo, y ademds se comentan los deseubri-
mientos de Mitchell).

Mitehell por su parte contribuyd con su memoria: On a new Alge-
bra of logie, que en extracto habia sido ya publicada en las Johns Hop-
kins Unirersity Circulars. Las ideas de Mitchell, que al erear la teoria
de las muiltiples dimensiones en Ldgica, llegaba 4 lo que hasta él
habia sido un imposible, esto es, 4 enlazar en un cuerpo comiin de
doetrina la ligica de lo absoluto y la de lo relativo, fueron adoptadas
inmediatamente con su maestro. Lastima grande que un sabio como
Mitchell, de quien tanto podia esperurse, falleciese 4 los 38 afios de
edad en Marietta (Ohio) de donde era profesor de mateméticas. Yo no
sé si desde 1883 volvid 4 publicar nada referente 4 Légica; s6lo co-
nozeo algunos trabajos referentes 4 la teoria de los nimeros.

En el American Jowrnal of Mathematics vol. T, aio 1884, publied,
en fin, Peirce, bajo el titulo de On the Algebra of Logie, a contribution
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to the Philosophy of notation un resumen completo de sus doetrinas,
empleando el descubrimiento de Mitchell bajo una notaeidn diferente
de la usada por el inventor. En dicho resumen se sefialan mas y mas
las diferencias existentes entre la exposieidn de las cuestiones légicas,
adoptada por los légicos de Baltimore de la adoptada por los sabios
alemanes. Los primeros reducen todo con preferencia al caleulo de
las proposiciones, los segundos al edleulo de las clases, eonsiderado
desde un punto de vista diferente del adoptado por los americanos,

Posterior 4 lo eitado, no conozeo nada escrito sobre Ligica, ex-
cepto una pequefia nota incluida en el nam. I del American Jowrnal
of Psychology y titulada On the logical machines. Otros optisculos hay
anteriores 4 1834 del Sr. Peirce, pero yo creo que los més importan-
tes son los que llevo indicados,

Reciba el Sr. Peirce, con las escusas por los errores en que haya
ineurrido, un testimonio de admiracidn sincera que desde el otro lado
de los mares le envia un extranjero.

Dios quiera que pronto amanezca el hermoso dia en que alguien
ilwmine con un rayo de luz las mulliples cuestiones de la logica de los
relativos.

Proresor Dr. Vestrra Reves Prosrer.

Madrid 3 de Junio 1892,

e RS O T

GEOMETRIA DEL TRIANGULO

Algunas propiedades de los tridngulos podares y de los circulos de Schoute
FPOR M. EMILE VIGARIE

(CONTINUACION)

9. Sean (X,, Y,, Z)); (X,, Yy, Z,) los dngulos segiin los que se
ven los lados BC, CA, AB desde dos puntos inversos, P, y P,. Se sabe
que los angulos X, X, satisfacen siempre 4 una de las cuatro ecua-
ciones

tg (X, 4+ X,)-Ltg A=0
Se tendrd, pues, salvo un multiplo de =:

(5) X, +X;=4, Y +Y,=B, Z,+%Z,=C

A estas relaciones corresponden otras relativas & los dngulos de
los triangulos podares de P, y y P,. En efecto, la comparacidn de las
formulas (1) y (2) da:
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GA o K ot Al X X = Al 6

9 A+A+A,=0 B+B+By—0 C+C+C,=o0

La suma de tres angulos analogos A+A'+A’,, por ejemplo, es,

pues, nula, igual 4 = 6 4 25, segtin la manera de contarse los dngulos.

10. La direccién de los lados del tridngulo podar de un punto, P,
es fieil de obtener. Los lados B'C', C'A’, A'B’ son, ¢n efecto, perpen-
diculares 4 las rectas que unen los vértices del triangulo ABC al
punto P, inverso de P, .

I, TRIANGULOS PODARES DE PUNTOS TRIPOLARMENTE ASOCIADOS, —
Definicidn.—M. J Neuberg ha propuesto llamar puntos tripolarmente
asociados & dos puntos tales, que los cuadrados de sus distaneias 4 los
tres vértices del triangulo de referencia son proporcionales i tres can-
tidades dadas. Estos puntos, P y P’ se hallan en linea reeta con el
centro O del eireulo cireunseripto, v son econjugados armdnicos con
relacidn & este circulo. Se tiene, pues,

GOEOP =R> (10)

-
Si ¢, m, £ son las eoordenadas tripolares de estos puntos, es deecir,
los cuadrados de las distancias de estos puntos 4 los tres vértices de
ABC, la recta perpendicular al punto medio de PP’ tiene por ecuaeidn
baricéntrica i
tr+nf+iy=o0 (11)
12. TeorEma.— Los tridngulos podares de dos puntos tripolarinente
asociados son tnversamente semejantes:
L. Desde luego, si se consideran los dos dngulos segin los que .

se ve el lado BC desde P y I, su suma algébrica es igual al doble
del éngulo A. En efecto, siendo OB, segin las formulas (10), media
proporcional entre OP y OP’, resulta que la circunferencia PBP' es
tancente 4 OB; lueeo

L OBE =/ BPP
Enfonees L BP'P= /BOP 4+ £ BPP
Igualmente, LGPP = /1 OOBR £ CP'P,
¥ sumando, /BPC = /B0OC + /ZBP'C=2A + /BP'C
‘ara poner los signos en evidencia, seria preciso eseribir:
(BB, PC) 4 (P'B, P'€) =2A.

Se demostraria ficilmente la generalidad de esta {6rmula,
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20 Sean A'B'C' y A'B"C’ los tridngulos podares de P y P. Las
férmulas (1) dan:

A + A = BPE( .'-_‘ A - A" = BP 1.

Y sumando: 2A + A"+ A" = BPE + BP'(;
pero acabamos de ver que:

BPC 4 BP'C = 2A.

Luego A= — A"

Siendo los dngulos de uno de los tridngulos podares iguales § los
del otro y de signos contrarios, los tridngulos son inversamente se-
mejantes.

Se podria llegar &4 las mismas conclusiones evaluando los lados.
Evaluemos las dreas 8" y 5", Las férmulas (3) y (10) dan:

8 R'—oP* OP(OP'-—0P) OP.PP’ PP
B 4R? 41R? 4R? 1O
Ignalmente
B! oo QBURR. Il PP
S 4R* 40P

de donde:

y 3o 1t
?t_nl"~lrl.=}=-l'.l A

o) s
De aquf la relacién:
4 iy | ; 1
sTFtF
g en valor absoluto
4 1 |
TR T S

Esta fSrmula permite calcular el area de los fridngulos podares de
dos puntos tripolarmente asociados,

13. TRIANGULOS PODARES DE LOS PUNTOS GEMELOS.-—Definieidn.—
Dado un punto P, si se toman los simétricos de los tres efreulos BPC,
CPA, APB, con relacién 4 los lados sobre los que se hallan desceritos,
estos nuevos cireulos se cortan en un segundo punto, P,. Los punfos
P, P,, son puntos gemelos (véase sobre este método de transforma-
cién la nota que hemos publicado en el Journal de mathématiques ¢li-
mentaires, 1891).
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Segtin esta definicién, desde dos puntos gemelos se ven los lados
del tridngulo de referencia, segtin dngulos iguales y de signos contra-
rios (salvo un miiltiplo de =).

14. Troresa.—Los inversos de dos puntos gemelos son puntos
tripolarmente asociados.

Sean (X,, P, Z)y (= X,,—Y,, — %)) los angulos, segiin los que
se ven los lados del tridngulo de referencia desde dos puntos gemelos.
Seguin las férmulas (8), desde los inversos de estos puntos se verin
los lados de ABC, segiin angulos

| X, =A-—X, ;Y_. AR
'Y,=B—Y, Y,=B+Y,
|2,= 0—72, z.—c+ 2,

A}}]]Ldllllfl d}]{)l‘d las férmulas (1) se halla que los dngulos (A, B,
O, (A, By, €) de estos tridngulos podares son:

Aj=A-X —A=-X, \ \“ \-f\ AN

Teniendo los tridngulos A, B,C,, A’ B, €, iguales sus dngulos y
de signos confrarios (salvo un miiltiplo de =), son inversamente seme-

jantes. Estos son los tridngulos podares de dos puntos tripolarmente

asociados.

En vez de construir el punto P,, gemelo de P, segiin la definicién
dada arriba, se podra pues, emplear el procedimiento siguiente, de-
bido & M. Schoute (Bulletin de Seiences mathematiques, 1982):

Se toma el punto P, inverso de P, después el punto P',, tripolar-
mente asociado 4 P,, en fin, el punto P, inverso de P';. P, es el punto
gemelo de P.

La relacién que liga los puntos gemelos 4 los puntos inversos v 4
los puntos tripolarmente asociados, permite hallar ficilmente las re-
laciones que ligan entre si sus fridngulos podares. No insistiremos
més en esto.

Para completar este articulo, tendremos que ocuparnos de los tridan-
gulos antipodares, y mostrar cémo, de la teoria de las figuras seme-
jantes, construidas sobre los lados de un tridngulo, se puede deducir
la teorfa de los tridangulos podares. Este asunto es demasiado largo
para tener cabida aqui; nos ocuparemos de €l en el préximo artieulo.
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SOBRE UN METODO DE COMPARACION DE LAS RESOLUCIONES GEOMETRICAS

poR M. Exine LesoiNg
ANTIGUO ALUMNO de la Escusla Politécnica.

En 1883 publiqué (Journ. de mathém. élém. de M. de Longehamps,
pig. 267) una solucién de la cuestion resuelta en EL Prooreso Ma-
temirico por D. Ventura Reyes y Prdsper (t. IT p. 147); y juzgo inte-
resante el comparar aqui las dos soluciones para ofrecer un ejemplo
de como se puede medir la sencillez de las construceiones geométricas.

Para los lectores que no tengan & su disposicidn la memoria que
publiqué en 1888 en los Comptes rendus de los trabajos de ' Associa-
tion frangaise powr U Avancement des Seiences en el Congreso de Oran,
6 la que se encuentra en el periddico Mathesis (1888, pags. 217 y si-
guientes), voy 4 dar aqui algunas breves indicaciones suficientes para
comprender el espiritu del método y para explicarlo. Se la encontrard
también sumariamente expuesta en los Comptes rendus de U Académie
de Sciences de Paris, sesion del 16 de Julio de 1888.

Con un compis no se puede hacer mas que las tres operaciones
siguientes:

1.» Hacer coincidir una de las puntas con un punto seiialado en
el dibujo; yo la llamo operacién C,.

2.8  (Colocar la punta en un punto determinado de una linea traza-
da, & la que llamo C,.

8.»  Describir el efreulo con el compis, 4 la que llamo C,, supuesto
el cireulo trazado por completo, aun cuando solo se utilice una pe-
quena parte del mismo.

Con una regla se pueden hacer las dos operaciones siguientes:

1.2 Haecer coineidir el borde de la regla con un punto dado; yo la
llamo R,. Si hago pasar el borde de la regla por dos puntos dados,
sera 2R,.

9.8 Trazar la recta haciendo resbalar el lapiz 6 el tira-lineas & lo
largo de la regla; yo la designo con R,.

De esto se sigue que toda operacién hecha con la regla y el com-
pés tendra por simbolo representativo de las operacioner hechas:

n, C, + n, C; + 7y C; + my R, +-m, R,
Esto sentado, suponiendo equivalentes, para simplificar, las ope-

raciones elementales C,, Cy, C;, R,, Ry, llamo coeficiente de sencillez de
una consfruccién al nimero:

wy - Ny 1y A my - N,
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y coeficiente de eaactitud al nimero n, + n, + m,; porque la exaeti-
tud del resultado no depende realmente mas que de’la precisién de
las operaciones preliminares C,, C;, Rj; n, y m, serin los niimeros de
circulos y el de rectas trazados.

A esto afiado que, en cada construceién componente de una solu-
cidn: trazar por un punto una paralela 4 una recta, bajar desde un
punto una perpendicular 4 una recta, ete., que se hace para llegar 4
un resultado geométrico, débese trazar el menor nimero posible de
lineas, y servirse, cuando se puede, de las ya empleadas.

Estudiando sisteméticamente, desde un punto de vista las cons-
trucciones elementales dadas desde Euclides en todas las geometrias,
se nota con sorpresa que la mayor parteson demasiado eomplicadas.

Véanse dos ejemplos.

l.e Por un punto A trazar una paralela 4 una recta dada BC.

Véase desde luego la construceién indicada siempre.

Desde A como centro (fig. 1.%), con un ra-
dio cualquiera, suficiente para cortar & BC,
describo una ecircunferencia que corta & BC
en C: Operacion (C,+0C,).

Desde C como centro, con el mismo radio
describo una circunferencia que corta 4 BC

en B: op. (C, + C,).
Coloco una punta del compés en B, la otra en A: op. (2C,).
Deseribo desde C como centro con esta abertura de compis por

radio una cireunferencia que corta en D 4 la primera circunferencia

descrita: op. (C, + C,).

Uno AD: op. (2 R, + R,).

En total: 5 C, +3C,+2 R, + R,.

Sencillez: 11. —exactitud: 7. Tres circunferencias y una recta.

Véase ahora otra construceién un poco més sencilla:

Esto es verdaderamente extraordinario para el problema que,
desde hace tantos siglos se halla en la base de los procedimientos de
consiruceidn.

Desde el punto de A como centro (fig. 2.9)
con un radio cualquiera suficiente para pasar
de BC, deseribo una circunferencia que cor-
ta & BC en B: op. (C, + 0,).

Desde Beon el misino radio, deseribo una cir-
cunferencia que corta & BC en C: op. (C, +C,).
Desde C como centro con el mismo radio, deseribo una circunferen-
cia que corta en D 4 la primera descrita; op. (€, + €,
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Uno AD: op. 2R, 4 R,).

Entotal: 3 C, + 3 C, + 2R, + R..

Sencillez: 9, exactitud: 5. Tres eircunferencias y una reeta.

AD es paralela & BC, porque la figura ABCD es un rombo.

Gano sobre la primera construccion el tomar la distancia AB (figu-
ra 1.%) entre las piernas del compas.

2.0 Construir una media proporcional entre dos longitudes da-
das AB y CD.

Primer procedimiento cldsico:

Trazo una recta cualquiera EF op. (R,)
(fig. 3.3). Entre las piernas del compds to-
mo la longitud AB: op.(20,), y llevo esta
longitud desde E & G sobre EF, siendo E
un punto arbitrario de EF: op. (C, - C,);
tomo CD que llevo 4 continuacion de EG
en GF sobre EF: op.(3C, + C,).

Tomo el punto medio de EF. Para esto
desde E y F' como centros eon radio su-
ficiente, describo 2 circunferencias que se cortan en H y en I: opera-
eién (2C, 4 2C,). Uno HI que corta 4 EF en el punto medio J de EF:
op. 2R, + R,). Coloco una punta del compds en J, la otra en E, y des-
eribo la circunferencia EKE: op. (20, + C,).

En G levanto la perpendicular & EF que corfa esta tltima cireun-
ferencia en K; para esto, desde (i, como centro, deseribo una cireunfe-
rencia que corta & EF en L y en M: op. (C, 4 C,). Desde L y M, como
cenfro, describo dos circunferencias de igual radio que sé cortan
en N: op. (20, 420C,).

En fin, uno GK: op. (2 R, + R,). GK es la media proporcional
busecada.

En todo: 13 C, +-8C, + 4R, + 3 R,.

Sencillez: 28.—Exactitud: 17.—8 cireulos y 3 rectas.

Si se hubiese empleado el segundo procedimiento clasico, fundado
en que la longitud de la tangente trazada desde un punto 4 un eirculo
es media proporcional entre toda la secante y su parte exterior, ete., se
habria obtenido por adiciones anilogas:

6R,+4R,+11C+C,+8C,

Sencillez: 30.—Exactitud: 18.—8 circulos y 4 rectas.

Véase ahora una construceién mucho mas sencilla:

Trazo una recta enalquiera GH: op. (R,) (fig. 4.7).

Sobre GII tomo, 4 partir de un punto cualquiera E, la longitud EF
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igual 4 la menor de las longitudes CD, AB: op. (2C, + C,+ O,).
Sobre FG 4 partir de F y en el sentido EF
tomo FG = AB, y sobre EH, 4 partir de E
y en direccién EF tomo EH = AB:
op. (4 C, +2C,).

Desde G y H como centros y todavia con
el mismo radio AB describo circunferencias
que se cortan en I: op. (2C, + 2C,).

La distancia EI que no hay necesidad de
trazar es la media proporeional buscada.

En efecto. Los dos tridngulos isésceles EIF, EHI son semejantes,
puesto que el dngulo de la base E le es comin, luego:
EF EI , CD EI

L EH ORI AR, 4l

Se ha obtenido esta construceidén por
R,+8C,+0C,+50C,

Sencillez: 15.—Exactitud: 9.—Una reeta y cinco circulos.

Ahora me refiero, en fin, 4 la soluecidn muy sencilla de expresar,
que he dado (loc. ¢it.) del problema que ha ocupado 4 D. Ventura Re-
yes Présper, y cuyo enunciado es el siguiente:

Dado un tridngulo inserito en una eircunferencia, hallar en ésta un
punto tal, que los tres pies de las perpendiculares, bajadas desde este
punto ¢ los tres lados del tridngulo, se hallen en una paralela d wna di-
reccion dada.

Supongo que, como datos grificos, no hay sobre el dibujo més que
el ecirculo, el tridngulo inserito y una recta que representa la direc-
cién dada.

Supongamos resuelto el problema (figu-
ra 5.8).

Sean A’, B, C’ los pies de las perpendicu-
lares bajadas desde el punto buscado D 4
los tres lados BC, CA, AB del tridangulo, H
el punto de encuentro de las alturas, K la
interseccién de DH con la recta A'B'C’, s
facil ver que K es el medio de HD. Luego K
pertenece al lugar de los medios de las rec-
tas HD que unen el punto H 4 un punto va-
riable D de la cireunferencia. Este lugar es el eirculo de los nueve
puntos del tridngulo ABC.

Sea I la interseccion de AH con A'B'C’, K es evidentemente el me-
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dio de A'T; luego K pertenece también 4 la recta lugar del medio de
los segmentos de las rectas paralelas 4 la direccién dada, segmentos
comprendidos entre las rectas CB y AH. K estd, pues, determinado
por estos dos lugares,

Solueidn grafica.

1.» Trazar el eireulo de los nueve puntos.

2.0 Tomar el medio K’ del segmento de la recta que determina la
direccién de A'B'C’, segmento comprendido entre BC y AH.

3.2 Unir K’ al pie A, de la altura que parte de A; K'A, eorta al
eirculo de los nueve puntos en K.

40 Unir KH que corta al efrculo eircunserito 4 ABC en el punto
buseado D.

Para trazar el eirculo de los nueve puntos, trazo las dos alturas
que parten de B y de A, y que se cortan en H, y uno GH:

op. (6R, + 3R, + 6C, 4 6C,).

Uno CH y hago pasar un eirculo por los pies de las tres alturas:
op. (6R, + 3R, + 5C, + 4C,).

y determino K': op. (2R, 4+ R, + 2C, 4 2C,)

Uno A, K’ que me da K, después HK, que me da D: op. (4R, 4+ 2R,).

En tofal: 18R, + 9R, + 13C, 4 12C,.

Seneillez: 52 — Exactitud: 31 — 9 rectas, 12 circulos.

Examinemos ahora la solucion de D. Ventura Reyes Prosper.

Nos referimos 4 la figura de la pagina 147, referenfe 4 la misma,

En un punto B sobre AC levanto una perpendicular'd AC:

op. 2R, + R, + 2C, + C, + 2C,)

Por B trazo una paralela a la direccién dada y me sirvo del eirenlo
ya trazade desde § como centro cuyo radio he tomado bastante grande
para que encuentre & LM, lo que reduce la operacidn é:

op: 2R, + R, + 20, + 2G,).

Por ¥ levanto una perpendicular & AB: op. 2R, + R, + 3C, +2C,).

Uno Az op. (2R, +Ry)

En total: 8R, + 4R, +7C, 4 C, +6C,.

Sencillez: 26 — Exactitud: 16 — 4 rectas, 6 eireulos.

Asi, con el compis en la mano, esta solucién es dos veces mis
sencilla que la mia; y, sin el andlisis que acabamos de hacer de sus
dos soluciones, hubiera sido dificil, puede ser, prever tal diferencia,
porque en palabras mi solucién no exige mayores desarrollos ni ain
mayor elegancia. Siesto es asi para cuestiones tan sencillas, se ve
que la comparacidn llegaria 4 ser imposible para el caso de solucio-
nes mas complicadas.

Me parece pues indispensable hacer pasar toda solueidn geomé-
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trica que se desee comparar con ofra por el tamiz de este método.

Por lo demis, se notard en seguida que hay dos modos de elegan-
cia geométrica: la de la demostacién y la del compés, que, muy fre-
cuentemente no tienen ninguna relacidn entre si.

Sino se hubiera tenido en cuenta mas que la primera. Lias construc-
eiones diversas por las que se puede determinar cada punto notable
en la Geometria del tridngulo me han mostrado todo el interés que
tiene también el ocuparse sistemdticamente de la segunda. Son, por
deeirlo asi, un nuevo orden de especulaciones geométricas modestas
que deben tenerse en cuenta.

A ) SR IS

NOTA SOBRE LA PROYECCION ESTEREQGRAFICA

ror M. H. Brocarp.

El Traite de Géodésie de Francaur (edie. de 1879) contiene en el § 314
la indicacién de una propiedad de la proyeccién estereogrifica de
un cireulo, que se podria enunciar asi:

Sean D, la distancia del polo del hemisferio proyectado en el polo
de un circulo menor de radio esférico A, a y p los mismos elementos
rectilineos para la proyeceidn estereogrifica de estos puntos y lineas.
Se fiene la relacion
i
a sen D
p sen A

Fraxcaur llega 4 esta relacién por una demostracién bastante lar-
2a que me parece puede simplificarse.

Sean, en efecto, en el meridiano PB'BA, que tiene O por centro, e
BB® el circulo dado, OC'C el plano de la proyeccién estereogrifica
(ecuador), A el polo de la proyeccidn,
diametralmente opuesto al polo P, E el
polo del eirculo BB', M el medio de CC;
¢, ¥ los dngulos POB, POB’,

> 0C + 0"
U;\I —_— = — 2 —,
MO = MC'=p= 26— 00

arc PE=D =

2
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ara PR e ava PO
| Gre BE = e BRI 1L arc PB = alc_IB

| 2

Sean F, F' las proyecciones de BB’ sobre AP. Se tendrd

0C - 0A oC  0A
FB == AF 1 B'F S AR !
1
) BER.9 ¥ sen !
00= —"F 5t ey i
1+ cos¢ o SR 1+ cos ¢ W5
y
sen-¥ Y
oM L 2 __sen D
MO e ¢—¢  send’
sen—;

Véase una demostracién ain mas sencilla que ha fenido la aten-
cidn de darme 4 conocer M. G. TArRry.

Por definicién, M estd en la linea que une el punto A al punto de
interseccidén de las'tangentes en los puntos B y B

Sean L y L’ las proyecciones de E sobre OP y sobre OB, N la pro-

yeceién de I sobre OP, V la interseccion de IN con la prolongacién
- de AB.

Tendremos
EL:. . IN
B . IB
= Pero los dngulos IBV, IVB son iguales por tener igual medida,
Asi IB =:1V.
Luego

EL sen D IN IN

EES ™ send © IV, 21B

IN OM @ sen D

IV =~ MC 7  send

En fin, M. G. Tarry observa que la propiedad del triangulo IVB de

ger isdsceles, resulta también de que este tridngulo es semejante al
triangulo formado por AB y por las tangentes en A y B.
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La demostracion precedente permite también establecer la igual-
dad de los segmentos MC, MC' determinados por la linea IMA, inde-
pendientemente de toda propiedad de las proyecciones estereogri-
ficas.

(Septiembre 1851).
E el Sl =

CUESTIONES RESUELTAS

Cuestion ndm. 62 (véase t, IT pag. 128).
Resolver el sistema de ecuaciones
a4y +y° . &t —ay +y?
—_— —=, (B) ———=
@4y T —1

(R. Guimaraes).

Solucidén por M. H, BrocArDn.

b

(A)

Las dos curvas (A), (B) son elipses cuyo
radio vector comiin MO corresponde al dn-
gulo w dado por la condicién

@ (cos w + sen w) b (cos w —senw)

1 4 sen w cos w 1l — sen w cos w

de donde

3
b—a
fg w = b--{-—( = .
{14
Se tiene pues,
OM — (1 im}
i cos w (1 4 m*~+=m)
e MO e i (1 + m) _ @ (1 —m?
1 4+ m?* 4+ m 11—t
1 2 2
0+ [0+a)’ ——a)?
T = - = y ete., ete.

| r r 4 » A =] Q - 1 ! 1
Se vuelven & hallar estos resultados tomando como incdgnitas
auxiliares  +y y © — .

Zaragoza. — Imprenta de C. Arifio, Coso, 100, bajos




