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d'une surface de révolution avec un cilindre dont les génératrices
son paralléles a I'axe.
TAR

M. Geminiano Pironpini, a Parme

M. Cu. Roserr, dans une Note insérée aux N. Annales de Mathé-
matiques (année 1890) a démontré le théoréme suivant: Etant donnée la
courbe C, intersection d'une surface quelconque de vévolution S autowr
d'un axe oz avee un cylindre droit 8" ayant powr divectrice wne spirale
logarithmique de pile O, la transformée de la courbe C, quand on déroule
le eylindre, est une courbe appartenant a la méme famille que la méri-
dienne C' de la surface de révolution S.

Dans cette Note j'étude l'intersection d'une surface de révolation
avee un cylindre quelconque ayant les génératrices paralléles & 'axe
de la surface, et je donne la résolution de plusieurs problémes impor-
tants.

I. Sil'on désigne par ¢ 'arc d'une ligne plane L et par R (fone-
tion de ¢) le rayon vecteur, joignant l'origine des axes coordonnés &
un point quelconque P de L, les équations:

/ 1-R* 1-R*
=T cos/\T Qo0 —1H. si;.e/—VR—{ da

donnent les coordonnées de P exprimées par I'are o.
in désignant done par ¢ le rayon de courbure de L, on aura:

- 1 RYV1-R*
{l} P —— v

" Va?+y® 1-R*—RR’

Soient

‘G')':ﬂ
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une relation analytique entre R et s et

(3) R=¢(s)

'égalité que ondérive de 'équation (2) enla résolvant parrapport a4 R,

Puisque I'élimination de R entre les équations (1), (3) donne lieu
4 une relation entre g et s (ce qui suffit pour la détermination de la
courbe), on a le théoréme:

Une ligne plane est connue complétement lorsqu'on a Ueapression du ra-
yon vectewr en fonction de Uare ow; plus généralement, lorsqu’'on @ une
relation finie entre ce rayon vecteur et U'are.

La forme de l'équation (2) d’une ligne déterminée est dépendante
de la position du péle d'ot1 'on ecompte les rayons vecteurs; conséquem-
ment une ligne plane peut étre représentée par une infinité diéqua-
tions entre les variables R, s,

Il peut arriver au contraire, qu'une équation R =¢(s) ne re-
présente aucune ligne. En effet, le cosinus de I'inelinaison du rayon

o dr :
vecteur sur la courbe est exprimé par g si done la fonetion %(s) est
(603 ]
telle que l'on ait:

do
¥ T

=
da

I'équation que I'on vient d’éerire ne peut représenter aucune ligne.
Si par exemple

[ 1 ( 9 =9 )
v -:J _—_— A A "
2m \ mle ne ?

m et n étant des constantes, on a:

( (o] _ g 2

& 3 ™ 9 e

de \2 me— n'e )

1 =TT = == — e < 0

ds 4m*n®
et consequemment:

E..
S A5

ds
Il n’y a done aucune ligne plane représentée par I'équation:

1( 4! =24

g, T n .
me  — nie )

R=

Zin
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Le procédé le plus naturel pour déterminer 1'équation d’une ligne
en coordonnées R, « est le suivant. Soit

(4) R=/f(%
I'équation de la ligne en coordonnées polaires; on a

¢ 4 const.® = ’V FR0) - f12(0) . db
Si 'on suppose que la quadrature ait été effectude, on aura:
(5) 7 + const.t = ¢(0),
z(0) étant une certaine fonetion de 9; I'élimination de 6 entre les équa-
tions (4), (5) donne la relation cherchée entre les variables R, o.
En appliquant ce procédé a la spirale d’Archimede R = a6, ou bien

5 2 j @ 2 5
a la spirale hyperbolique R =-4 On trouve respectivement les équa-

tions:

R V R + a® + . log (R V R* 4+ a* ) = 2 a0 + const.®

a1 V R? + a®
calogl—— -
g R

Lorsque le procédé que l'on vient d’expoger n'est pas applicable,

on a recours 4 d'autres méthodes plus convenables. C'est ce que j'ai

fait dans mes mémoires Sur la conique osculatrice des lignes planes ()

et Sur les lignes sphériques®. Dans le premier mémoire j'ai établi

I'équation des coniques et dans le deuxiéme j'ai démontréque I'équa-
tion:

=t el [
) — VR + a* = o+ const.®

R—Vas 2o+

_représente une spirale logarithmique si * — ae = o; une développante
de cercle si @ = o; une droite si @« =1, une épicicloide si « <o; une
hypocicloide si a > 1.

On peut quelquefois résoudre la question en appliquant la trans-
formation par rayons veeteurs réciproques. Soient en effet R et R, les
rayons vecteurs eorrespondants des lignes planes I, [, inverses par
rapport & un cercle de rayon k et s, o, les ares de ces lignes.

Si pour la ligne L on a:

Ri=fla),

(1) Ce Mémoire va pariitre dans le Journal de M, Teixeira,
(2) Journal de M, Teixeira, 1389,
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les équations:

2 d
R= & o= k% 4 onst

R?

donnent:

B
= , o =%(9),

¢ (g) étant une fonetion de o.
L'élimination de = entre ces équations conduit a la relation cher-
chée
0(R,,5) =0
enfre R, et g,.
Soit par exemple une développante de cercle dont le rayon est

1
— @; nous aurons

‘2
s,
R=- \’!({,?, oy = Mme :
m étant une constante arbitraire, | )

L'équation de la courbe inverse de la développante considérée
(lorsque le péle d'inversion est le centre de la inconférence déve-
loppée) est done:

-
({2
Ri—=Ale -
A étant une constante.
2. BSoit L la ligne méridienne d'une surface de révolution S; C la g

courbe d'intersection de S avee un eylindre ayant les génératrices pa-
ralléles & I'axe et dont la seetion droite est la courbe I', A la transfor-
mée de C quand on déroule le eylindre sur un plan.

Si (X, Y, Z), (@ ), (% £) sont les coordonnées d’un point quelcon-
que de C et des points correspondants de L et de A (que nous suppo-
sons placées sur le plan coordonné Y — o) on aura:

=g

. fa=R
8)

— (7)

I

U S AL

R et ¢ étant le rayon vecteur et I'arc de T'.
En supposant done que

(8) R=V(s)
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soit I'équation de I, les équations (6), (7) nous donnent:
(9) g=W(E) 2 — 0

La construction a effectuer sur la ligne L pour obtenir A est dé-
pendante seulement de la nature du eylindre; celui-ci fixé, la construe-
tion est la méme, quelle que soit la surface de révolution. Et puisque
les équations (9), par l'application des (6) e (7), conduisent & 1'équa-
tidn (8), on conclut aue lorsque la construction a l'aide de laquelle on
déduit A de L est donnée, le eylindre coupant la surface est toujours
le méme, quelle que soit la surface de révolution.

Exempres. 1°) 8i T est une spirale logaritmique ayant le péle sur
I’axe de rotation, on a:

R=Y (s)=uav
et conséquement:
-

n=dr

2=

!
Le théoréeme de M. Ch. Robert et son réciproque sont aussitot dé-
montreés.
20) I soit une circonférence rencontrant 1I'axe de la surface.

On aura:
R=\4(s) = a.sin (:
¥ @

@ ¢étant le rayon et conséquemment:

(10) .'.':;:a...s.s'u.( i) A 2=

Pour que la ligne A puisse étre dérivée de 'autre L 4 I'aide la cons-
truction indiquée par 'équation (10), il est done nécessaire et suffisant
que la section droite du eylindre soit un cercle rencontrant I'axe de la
surface. ete., ete.

3. Soient:

11) z=f(R) ; (12) t =g (9)

les équations des lignes planes L, A, T':

Elles ont une telle liaison mutuelle, que la connaissance de deux
d’entre elles entraine aussi la connaissance de la troisiéme.

@) $Sil'on donne la ligne méridienne L et la transformée plane A,
I'elimination de 2 et { (égales entre elles, a cause des égalités (6), (7))
donne pour équation de la section droite I

F(R)=2(9)

: (13) R=V¥(s)
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Exesmpres, 10) Si' S est un cone de rotation et A une droite, on a:
=f(R)=a¢R ; L=o(s)=ms+n,

a, m, n étant des constantes. La seetion droite du eylindre est done la
spirale logarithmique

¢’est un résultat connu.
20) Si S est un e6ne de rotation et A une circonférence, on a:

Z=fR)=aR , t=o@) =m+ VP —G—n)

La section droite du eylindre a done pour équation:

e it \ p*—-}r Z 3' _1_1

at” at "’

Cette courbe, pour m = o, se réduit & une épicicloide (§. 1).

b) 8il'on donne la ligne méridiene I. et la section droite ' du
eylindre, I'élimination de R entre les équations (11), (13) et le remar-
que que z =&, donnent pour équation de la transformée plane A:

AT

. =[1%()] L
Exempre, Si la surface S es un paraboloide de révolution, et la

seetion drmtn I' une développante de cercle, on a:

% = f(R) =—i- R=W(s)=V\bs+e¢

L’équation de la transformée plane A est done:

b
~—/'|l|“'l]_-w+(

cette ligne est done une droite.

On a ainsi le théoréme Llintersection d' un paraboloide de révolution
avee un cylindre, dont les géndratrices sont paralléles a U ave et la section
droite ést une developpante d'un cercle ayant le centre sur U awe, est une
hélice eylindrique,

¢) Sil'on donne la section droite T du eylindre et la transforméde
plane A, I'équation de la ligne méridienne I, est le résultat de 1'élimi-
nation de s entre les équations (12), (13).




EL PROGRESO MATEMATICO, 135

Expvere.  La section droite du eylindre soit une développante de
cercle et la transformée plane une circonference. Puisqu'on a:

"Rz‘v}h:;l—t' " {:—m,']g—}- {'u--—n."j"]zp,

b, ¢, m, n, p étant des constantes, la ligne méridienne est la eourbe de
quatrieme ordre représentée par I'équation:

[ 9 R*+ ¢ 2

(z2—m) +{ —— —n =%

a
4. La transformée plane A soit dérivée de la ligne méridienne L

en variant les coordonnées paralléles & 1'axe de rotation dansun rap-
port constant. Entre les coordonnées R, z d'un point queleconque de L
et celles o, S:du point correspondant de A on a les relations:

;=.?|'.‘ y T = 1{ 3

k étant une constante.
Si done la ligne méridienne est représentée par 'equation (11), la
transformée plane A est représentée par l'autre:
[ = A'.fi g)

L'équation de la section droite du eylindre coupant la surface est
done (§. 3):

(14) F(R)=kf(3)

Cette équation nous apprend que, lorsque la construcetion indi-
quée dans le théoréme de M. Reobert s'effectie sur les coordonnées
paralléles a I'axe de rotation, le ¢ylindre coupant dépend de la nature
de la surface de révolution donnée.

La section droite du eylindre soit une courbe donnée représentée
par I'équation (13); I'élimination de R entre les égalités (13), (14) donne:

(15) fl¥ ()] =Ff(5)

Si donc le eylindre est donné @ priori, la surface de rotation n’est
pas arbitraire, la fonetion f étant assujettie & la condition (15).

Exempres. 1°) Sila surface donnée est un paraboloide de rota-
tion ou une sphére, on a respectivement.

a

rR=2, f@y=Ve-r
A

En appliquant done 'équation (14), on trouve que la section droite du
cylindre est représentée respectivement par les équations:

R=Vk.s, R=Vad-#r)+ie
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Le premiére courbe est une spirale logarithmique et la deuxidme,
lorsque k> 1, se réduit & une hypocicloide (§. 1).
20) La section droite du cylindre soit la spirale logarithmique
R=Y¥(g)=ac
La condition (15) devient
[(as)=kf(s),
d’olr
..:'-'H

f('c] 7 hm—1 ! k=am,

b et m étant des constantes.
On obtient done une famille compléte de surfaces de révolution,
dont les lignes méridiennes sont représentées par l'équation:

Rm
A= bmj
Pour m = 2 on a le paraboloide; pour m = — 1 on a la surface en-
gendrée par une hyperbole équilatére tournant autour d'une de ses
asymptotes, ete. _'_

39) La section droite du eylindre soit représentde par 1'équation

R =W¥{(¢g) = VM+1N‘:,

n étant un nombre positif. Puisque la condition (15) se réduit & 'autre:

f/ (Vm + no?) = kf(s),

il doit étre:

~ pla—1) . =

m

p étant une constante arbitraire. Conséquemment la ligne méridienne
est la courbe représentée par 'équation:

Z=f(R) = \/}-’ s 1’“:_r1' R
i
¢'est-a-dire, par I'autre:
z . B
p

m
(1 —I)

Les surfaces de révolution, dans ce cas, sont celles de deuxidéme or-
dre, le paraboloide excepté.

(Se coneluird).
WM R PR A
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INTEGRALES DEFINIDAS
ror D. Horacio Benrasown

profesor de la Escuela preparatoria de Ingenieros de Madrid

DEFINICIONES

Supongamos una variable independiente @ suseceptible de erecer de
de un modo continuo entre dos de sus valores a y b, siendo a < b

I i |

0 a b
¥y supongamos que & partir del valor # = « llega la variable al valor
& = b por medio de una serie de incrementos finitos ¢ diferencias An
positivas y sean @, &, , &y, &, ....as los valores que sucesivamente va
tomando a.

En tal caso se verificard, cualquiera que sea el niimero n de los in-
crementos y su magnitud,
r=2"5

Aa + ....,.\:(‘,,=\ Ar =0 —a
e,
=0

Como la anterior igualdad se verifica, cualquiera que sea la mag-
nitud de las diferencias, con tal de que sean positivas, supongamos
que estas dejan de ser finitas para pasar 4 ser infinitamente decrecien-
tes 6 diferenciales (da), al mismo tiempo que n crece, pasando & ser in-
Jinitamente erecieate (Cn) @, y admitamos ademas (aungue tnicamente
por comodidad) que la divisién del intervalo b —a se hace en partes
ignales da. En esta hipdtesis se deducird, puesto que

Cn.dy = b— a—const.

1.0 (n serd del mismo orden que dz.
90 Si los incrementos considerados, cuya suma es constante-

a=1"b
. » . 0 = ~ S Ao apn e [~
mente igual 4 @ =25, se convierten en diferenciales, Zdx se trans
a—a

forma en el lfmite de una suma de sumandos infinitamente decrecien-

(1)  Véase la Introducoiin al estudio del Cilenlo infinitesimal del autor,
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tes en nimero infinitamente creciente en la cual el nimero de suman-
dos y la magnitud de eada uno de ellos son variables infinitesimales
del mismo orden, cuyas circunstancias pueden expresarse simbdlica-
mente escribiendo dicha suma bajo eualquiera de las dos formas si-
guientes:

=} 2 b

P

\"

lim Ap=08—a 0O de=>b—a
A= =

o o [ B i

de euyas dos notaciones, la segunda es més usada por ser la més sen-
cilla.

Al limite de una suma como la anterior se llama integral definida
de da entre a y b, es decir, que:

Llamamos integral definida, al Uimite de wna swma de sumandos én-
Jinitamente decrecientes en wimero infinitamente ereciente, cuando los su-
mandos y su wimero son variables infinitesimales del mismo ovden; con-
tandose esta suma entre dos valores ay b de la variable (cuyas diferen-
ciales sumamos), ¥y que se llaman respectivamente LIMITE INFERIOR ¥ Li-
MITE SUPERIOR de la integral.

CoNTINUIDAD, CON RESPECTO A LA VARIABLE INDEPENDIENTE,
DE LA FUNCION PRIMITIVA DE UNA FUNCION
FINITA, CONTINUA (O DISCONTINUA CON RESPECTO A LA MISMA VARIABLE.

Consideremos ahora una funeidn enalquiera de », f(4), 4 cuya fun-
cidn primitiva deseonocida llamaremos y —=F(2), 6 lo que es lo mismo,
tal que su derivada sea precisamente f(@).

Por el teorema de Bonnet sabemos que, siendo y=F (2),

Ay = F(x + Ax) — F(a) = F'(x + 0Ax). Ae =f(p + DAg). Aa

¢ simplemente

Ay = fla). Auw,

puesto que @ y Ax son indeferminadas.

Supongamos ahora que fl(a) sea finita para todos los valores de »
comprendidos en el intervalo (& — a). Cuando supongamos que la di-
ferencia de 2 pasa a ser infinitamente decreciente, lo que expresamos
en la férmula sustituyendo da por du M, el producto f(2).dz =dy

(1) WVéanse las consideraciones que precedenal Programa de la asignatura de Ciélewlo in-
finitesimal del autor.
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serd infinitamente deereciente del mismo orden que du: es deeir, que
y = I (@) serd funcion continua parva todos los valores de a compren-
didos entre @ y 4, conforme al concepto de continuidad de variables.

Si ademas fl(a) se conserva positiva en el intervalo (b — a), la F(a)
serd constantemente ereciente en el mismo intervalo, ¥ si flx) es ;.H»'-
gativa F (w) serd decreciente en dicho intervalo.

»
/L
CONDICIONES DE EXISTENCIA DEL LIMITE DE l Jlx) . dw
n of

Siempre que ¥ = I (x) sea una variable ereciente de un modo eon-
tinuo entre y = F(a) 6 y =F(b), podra decirse de Ay 1o mismo que en
un prineipio queda dicho de Aw, y por lo tanto, siendo A = F(a) y
B = F(b), los valores que la funcién F (@), primitiva de f(«), toma para
@ = ay @ = podrd escribirse como anteriormente

r=1>b
NA+AYy T+ + Ay Y_‘-Ay =B —A
bt
=

Supongamos que @ erece 4 partir de @ = a pasando por los valo-
res @3 &y @y ... a4 los cuales eorresponden,’para y, los valores A;
. e

A cada uno de los sumandos de

Ag + Aw, + . ... Aay
corresponde igualmente otro determinado en

AA + Jyl < M .\_.-lr” Ay = j (@n 0075 ) Aag

enlazado eon los primeros por la férmula; luego, comparando las dos
sumas y suponiendo que las diferencias pasan & ser diferenciaies,
observamos que el niimero de sumandos cs idéntico en ambas y su
orden infinitesimal también, 4 eausa de la continuidad de y como
queda demostrado,

S 7 (2) conservase el signo negativo en todo el intérvalo b —a,
#=1T (%) seria decreciente en el mismo. 6 1o que es lo mismo, la tltima
suma tendria todos sus términos negativos lo cual equivaldria & dar-
les el signo + y afectar 4 la suma entera del signo — que corresponde
a todos ellos.

Por esta razén siempre que £ (¥) conserve wn mismo signo (4 6 —)
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»

en ¢l intervalo (b — a), se puede considerar 4 F(z) 6 y, como cre-
ciente para los efectos de estos razonamientos, sin mis que dar & la
suma el signo que le corresponda.

Por consiguiente, siempre que la primera suma tenga un limite
finito y determinado, la segunda suma también tendrd un limite finito
y determinado; puesto que ambas se ecompondrin de sumandos infini-
tamente deerecientes en nimero infinitamente ereciente respectiva-
mente del mismo orden infinitesimal, lo cual se verificard siempre
que @ sea continua y ereciente, y que f (») sea jfinita y conserve el
mismo signo en el intervalo (b — a), pudiéndose eseribir, conforme &
las notaciones convenidas,

€£$=l

: )
lim \:‘_\y =H-—A G ’ f fx).de= T () —F (a)
Y = 0 fos sl i
= h
en cuyas sumas f (#) representa precisamente uno de los valores que
corresponden & los de @ comprendidos en la dv de cada uno de los
sumandos.

El anterior razonamiento demuestra:

1.0 Que enando una funeidn /() es finita y conserva el mismo sig-
no en un intervalo (b — a), la suma de produetos /(@) . dw tiene un li-
mite finito y determinado, lo que se expresa diciendo que dicha fun-
cion es integrable entre a y b,

2.0 Que el valor del limite de esta suma es igual 4 la diferencia
entre el valor que la funcidn primitiva F(#) de la propuesta /() tenfa
para el limite inferior de la variable independiente.

Resulta igualmente.

3.2 Que no es indispensable que f(«) sea continua en el intervalo
(b @), como erréneamente se dice en tantos autores.

4,0 Que el valor de la integral definida no depende inmediata-
mente de los valores que la funcidén f (#) toma entre los limites de 2
y si solamente de dichos limites, que son los que han de sustituirse
en F(r) y

5.2 Que tampoco depende de la constante que pudiera atribuirse
4 F(2), porque afectaria igualmente 4 los dos términos de la diferen-
cia F'(b) — K (@) y desapareceria cualquiera que fuese su valor.

Nora.—La y que figara en las férmulas anteriores no es, como
claramente se ha dicho, el valor de la f(#), colocada bajo el signo in-
tegral, sino su funcién primitiva.

Al desarrollar la F(#) puede suceder que seaalgo complicada 6
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larga de escribir, y en este caso resulta ventajoso escribir el segundo
miembro de la integral definida del modo siguiente

'l =t =
’f'-'..?r)u cde=| F(a) b
2 a

porque de este modo en vez de eseribir la F(v), desarrollada dos
veces, una para el valor @ = a y la otra para @ = b, solamente se es-
eribe una vez.

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

Siendo la funeidn primitiva de f(#) continua con respecto & @ para
todos los valores de esta variable para los cuales f(x) se conserva
finita, y verificindose que

oy c .
/ “fle).de=TF(x,) — Fa,),

{& |

resulta con evidencia que la integral definida es funeién continua de
los limites de la misma.

También es evidente que, si M es un factor constante que afecta &
la funcién eolocada bajo el signo integral, y teniendo en cuenta la de-
finicién de la integral definida, se tendra

/ oM ey diw — M / % ). d (@)
i

f

Cuando F(2) es miltiple, podrian hallarse muy distintos valores
para la integral, segiin los que tomamos para F(a) y F (). Para evitar
confusiones, se entiende que tomaremos para valores de F(x) los
primeros que se encuentran, para los valores @ = a y @ = b, cuando
hacemos crecer 4 « 4 partir del valor cero.

Por ejemplo, en la integral

|

dx :
I _\r]—__ = are.sen (1) — are. sen {_fl}
<0 | o
se tomaran los arcos 0y —) que son los primeros que correspon-

den & los de sen = 0 y sen = 1.
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Dependiendo el edleulo de una integral definida de la ferminacion
de la funcidn primitiva de la propuesta, es evidente que existe entre
ambas integrales una relacién intima del mismo género (aungue in-
versa) que la que tienen entre si la diferencia y la derivada de una
funeidén; porque al tratar de determinar la funcion primitiva no nos
proponemos mas que busear una funcién de forma determinada y fal,
que derivada reproduzea la propuesta, y al caleular una éntegral defi-
wida, tratamos de determinar el valor de le diferencie entre los que
toma la funcidn primitiva para los limites de la integral, que ¢s una
cantidad variable dependiente de la forma de la funcidén bajo el sig-

no j\ de los limites de la integral,
A :

INVERSION DE LOS LIMITES DE LAS INTEGRALES DEFINIDAS.

Siendo como anteriormente P /() = F(#), se tendrd por definicidn
y conforme a lo que la notacidn significa

('l ;
, };‘{_,r.'_.- e =F(b) —F(a) / 3 Y
Ja : de donde l ,'/ 2y Al = - I ”[14-1 i
h

1 ‘88 £
I‘r /.‘.i'} dr = [<‘(_,f| 2 ]-‘[m’ resulta Ja J
I'b

luego el cambio de los limites de una integral definida equivale al
cambio de signo de la misma.

DESCOMPOSICION DE UNA INTEGRAL DEFINIDA EN SUMA DE OTRAS VARIAS

Siendo una integral definida el limite de una suma de productos
de la forma /() . d» para los valores de » comprendidos en el inter-
valo (b — @), claro es que podra dividirse dicha suma en otras pae-
ciales cuyos limites sean dos & dos comunes y estén comprendidos

entre los de la propuesta y escribir, siendo a << b < ¢ <d. .

Illf?,"l.a.-l wdr-— I

I a f

b | d
_;_l i ’ ¢ fla)ode 4. ..,
t b Je

Del mismo modo se podrd eseribir

@

(d o B Fd
,r @) de— ,‘ — ’ }—1— ,r f). de=t., -
(4 ( b




EL PROGRESO MATEMATICO 143

en cuyas integrales corresponde el signo - 4 las que tienen los 1imi-
tes en su orden natural de magnitud y el signo — & aquéllas cuyos
limites estin escritos en orden inverso porque

" " d
/.r': .-_./!w +I-(

cuya integral sustituida en la anterior la reduce 4 la precedente.

REPRESENTACION GEOMETRICA DE UNA INTEGRAL DIFINIDA.

Siendo AG la eurva correspondiente 4

la funeién f(2), todos los productos f () . Az
serin representables geométricamerte por
dreas de rectangulos que tendrdn por base
Aw y por altura una ordenada de la eurva va-
riable con el valcr de @, y comprendida en-
tre f(«) y /(D).
2 i En las aplicaciones geométricas se de-
mostrara que el limite de la suma de estos rectingulos es el drea de la
poreion de plano comprendido entre el eje, las ordenadas y la curva
¥ por esta razén se dice que, geoméfricamente, la integral definida se
puede representar por el drea de una curva plana.

Esta observacion justifica la denominacién de ewadraturas dada &
la resolucion de las integrales definidas, viniendo 4 ser sindnimas
las espresiones de resplver una integral definida ¢ efectuar una cua-
dratura.

No es esta, sin embargo, la tinica representacién geométrica que las
integrales definidas pueden recibir, puesto que también pueden repre-
senfarse por la longitud de un arco de eurva ¢ por el volumen com-
prendido entre una superficie y dos planos paralelos. Pero estas re-
presentaciones son menos espresivas y utiles que la relativa al drea
de una curva plana, y por lo tanfo son menos usadas.

(JASO BN QUE LA FUNCION BAJO BEL SIGNO (© CAMBIA DE SIGNO

PARA VALORES DE & COMPRENDIDOS ENTRE LOS LIMITES.

La demostracién de que f(2).dx = dy es integrable entre los l{imi-
> : 3 -— l‘ 3
tes a v d de @ supone que y es constantemente ereciente desde y = F/(a)
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iy = F (b), lo que exige que dy (y por lo tanto f(«)) sea positiva para
todos los valores de # comprendidos en el intervalo (d — a).

Si f(2) cambiase de signo en el intervalo considerado, dy cambia-
ria en consecuencia de signo, y subdividiendo la suma representada
por la integral total entre @ y d, en tantas como fuese necesario para
que en cada una de ellas F(2) fuese constantemente creciente 6 de-
creciente, es decir que dy (6 lo que es lo mismo f(#)) no cambie de
signo, la integral total se desdoblaria en varias, en las cuales el signo
de flw) y por lo tanto de dy fuese constante, y calculando separada-
mente cada una de estas integrales, la integral sera la suma algebriica
de las integrales parciales.

La subdivisién de la integral total del modo dicho requiere la de-
terminacion previa de los valores de @ comprendidos entre a y d para
los cuales /() cambia de signo; es decir el conoeimiento de las raices
de f(@) = 0 comprendidas entre a y d.

Siendo estas, por ejemplo b y ¢, se tendra dividida la suma total en
tres partes de las cuales la primera, entre @ y 4 y la tiltima entre ¢ y d,
tendran los sumandos positivos, y la intermedia, entre b y ¢, 1os ten-
dra negativos, luego deberd escribirse

(d ['b (o ['d
/a /(). da =c/m _'/ 3 +., (@) dx

para la férmula que ha de dar el valor de la integral definida en este
caso,

Si no se hubiese tomado esta precaucidn, y se hubiese caleulado la
integral como si todos los sumandos, cuyo limite de suma representa
fuesen positivos, se habria cometido el error que aparvece como valor
de la siguiente diferencia

o fi oo |-[ o for [

G
=2 I b [fla) dv

[.a representacion geométrica da una idea perfectamente clara del
valor de la integral en ambos casos y de la necesidad de precaverse
contra la causa de error menecionada.




EL PROGRESO MATEMATICO

Una funcidn positiva para 2 =« y & =d y que cambia de signo
para x=b y @=c¢
puede ser represen-
tada por la ordenada
de la curva del mar-
oen. Siendo la orde-
nada negativa entre
by ¢, la representa-
cion geométrica de
la integral constara
de tres partes, de las
cuales la intermedia

sera un area negati-
va coloeada por bajo del eje de las absecisas.

Si no se subdividiese la integral en dichas tres partes, es decir, si
las tres se considerasen como positivas, la integral que se caleularia
seria el drea colocada por encima del eje que esta limitada entre b y ¢
por la linea de puntos, con lo cual se cometeria un error igual al do-
ble de la parte rayada.

TEOREMA DE LA MEDIA

h
El valor de wne integral definida , f@). da es igual al producto de
. Ja

la diferencia (b — a) de los valores de la variable correspondientes ¢t los
Limites, multiplicada por wn cierto valor de la funciin {(x), correspon-
diente « otro de x comprendido entre los limites.

En efecto, siendo la integral definida el limite de una suma de pro-
ductos de la forma f(@).d, su valor serd igual (1 al producto del limite
de la suma de da 6 sea (b-——a), multiplicada por un valor de f(z) com-
prendido entre el mayor M y el menor m de los que dicha funciin
toma para las de @ correspondientes al intervalo (b—a).

Es deeir. que se tendra

s =i
/d. f(@).de = (b—a).f(%) siendo f'f:L: M

como se quiera demostrar.

(1) Véase la pag. 88 de la Introduccidn al estudin del edleulo infinitesimal del autor,
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El teorema anterior tiene una representacion geométrica que con-
siste en observar que el drea de la curva’
dada por la integral

,’ B
p [(z).de

o

es igual 4 la de un rectingulo que tiene
por base (b—a) y por altura una orde-
nada comprendida entre la mayor y la
menor de la porcidn de curva compren-
dida entre los limites @ y & de la abeisa.

(b
INTEGRACION APROXIMADA nn/ Jlx).da
(1

Cuando no se conoce la funcién primitiva de una funeidn f(z), pero
esta es tal que se encuentra comprendida entre los valores de otras
dos ¢(a) y ¥(2) para todos los valores de la variable correspondientes
al intervalo (b—a), y se pueden integrar ¢ (@) y ¥(2), es evidente dada

la definicidn de la integral definida, y puesto que -’F.
B ” - LY » 5 b
gla)<<flw)<d(z) &)
il o

'.b :1!) E
que , a J(x). dz estard comprendida entre ,” o(x). de y y(x). duo.
1
: 1 s dx !
Por ejemplo, tratemos de ealeular ; ':vl =R E b

[y

Teniendo presente que para valores de = menores que 1 se verifica
1 1

que -‘\,-*:1 e estd comprendida entre 1 y v1 -, se tendrd
— —

11 dx

/"-;_ 7 /% da - -
JO (I<,. 0 \-'xi—:c:‘ < ,0 \/l—x" ,

o

X ; 1
¥ puesto que la primera y tercera integral valen respectivamente 33

=

1 S
y are. sen ——= 0, 5236..... , la propuesta estard comprendida en-

tre 0,5 y 0,5236. ....

e WS PP




EL PROGRESO MATEMATICO 147

RESOLUCION DE UN PROBLEMA

PROPUESTO POR JACOBO STEINER.

El egregio gedmetra Steiner, tan notable por la pasmosa serie de
sus descubrimientos y problemas ingeniosos, propuso uno de que voy
4 ocuparme y que es susceptible de una sencilla resolucién geomé-
trico-sintética. Yo no sé que se haya publicado alguna vez la solueidn
de este problema, que se halla en la coleceién de las obras eompues-
tas de Jacobo Steiner, publicadas bajo los auspicios de la Real Aca-
demia de Ciencias de Berlin, en el ano 18S1. Se refiere 4 un lindo
teorema correspondiente 4 la ecircunferencia y atribuido universal-
mente 4 Roberto Simson, profesor de matematicas en la Universidad
de Glasgow y que fallecid en dicha ciudad el ano 1768.

Este teorema es: Si desde un punto w situado sobre
una circunferencia de elreulo, se trazan perpendiculares
it los tres lados de un tridngulo inseripto, los tres pies de
dichas perpendiculares estan en linea recta,

Suponemos conocido este feorema y su demostraeion.

El problema de Steiner es eomo sigue: Dados una cir-
cunferencia y un tridngulo inscripto en la misima, hallar sobre la circun-
ferencia un punto tal, que los tres pies de las perpendiculares trazadas d
los tres lados del tridngulo, esten sobre una recta paralela d otra recta
dada de antemano.

He aqui ahora la solucién. Sobre uno de los lados, AC, por ejem-
plo, tomemos un punto & y levantemos en & una perpendicular a AC,
Tracemos por € una recta paralela d la direccién dada LM y esta
recta cortard & la AB en un punto y. Levantemos en y una perpen-
dieular 4 AB; las dos perpendicu-
lares se cortardn en =, Unamos el
vértice A del triangulo con el pun-
to «, v la recta Az cortard & la cir-

eunferencia en un a', que es preci-
samente el punto buscado. En efeeto,
irazando desde 2" las perpendicula-
resa 6 va v dlos lados ACy AB,
los tridangulos a6y y «'6'y’, que tienen
dos pares de lados paralelos y ademés sus vértices alineados dos a
dos sobre tres rectas concurrentes en un punto, deberdn también te-
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ner paralelos sus otros dos lados. Esto indica que &Y’ debe ser para-
lelo 4 6y, y en consecuencia 4 I M.

Hubiésemos podido utilizar en vez del punto v, interseccién de Ja
paralela 4 L M trazada por & con el lado AB, el punto z, en que dicha
paralela corta 4 BC. En tal caso hubiésemos levantado en z; una per-
pendicular & B €, y hubiésemos hallado su interseceién y, con la per-
pendicular 6, y uniendo el punto v, con el ¢ hallariamos la intersec-
cidn de v, ¢ con la circunferencia. -

Pero es ficil probar que la solucién seria la misma. En efecto, su-
pongamos ya resuelto el problema por el primer modo, los tridngulos
a,y, 6y 32 6 que tienen sus lados paralelos dos & dos, tendrin sus
vértices alineados dos 4 dos sobre tres rectas concurrentes en un
punto. Asi es, que la recta y, C debe pasar por el punto o' antes
hallado.

Es sencillo ademas el convencerse de que solo hay una solueion
al problema, para cada dirececién dada, de lo contrario la recta Az,
tendria con la circunferenecia un tercer punto 2* comiin, lo que es ab-
surdo.

De las propiedades de los tridngulos homotéticos se deduce figcil-
mente que la solueién obtenida es idéntica, aunque operemos sobre los
lados del dngulo en A, en B 6 en C. Véanse simplemente en la figura
los dos triangulos, y' 8 a' hallado segiin las instruceiones dadas y
el " 8" 2" de lados paralelos. B, «" v 2* son tres puntos que han de es-
tar en linea recta. El tridingulo ¢" 3" 2" condueiria pues & igual solu-
¢idn que el 26y, primeramente congiderado.

Pror. Dr. VExtura ReEves PrROSPER.

Madrid 10 do Abril de 1892,

o e

GEOMETRIE ANALYTIQUE

PAR M. GG, pr Loxacramrs
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Los desarrollos que durante el siglo actual han alecanzado todas
las teorias matematicas, por efecto de esa labor continuada que pro-
siguen las diversas instituciones cientificas, las numerosas publica-
ciones periddicas y los esfuerzos individuales de cuantos se han inte-
resado por llevarlas & un grado superior de perfeccionamiento, han
influido en la modificacién de los libros destinados 4 la preparaeion
de la juventud para los estudios superiores.

Muchas teorfas habfan permanecido durante aleunos afos esta-
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cionadas en las mds altas esferas de las especulaciones eientificas sin
poder ser trasplantadas por entonces 4 los dominios de lo elemental,
y formaban como cuerpo aparte de todo lo que se consideraba dentro
de la ensefianza cldsica. En geometria proyectiva, las teorias de la
homografia y correlacién. en Algebra la constitucidn de la teoria de
las formas debida 4 los matematicos ingleses, en geometria analitica
las coordenadas homogéneas y las tangenciales y ademds de los pro-
progresos, que han ido realizando la teoria de los niimeros y de las
funciones, la geometria cinemitica y la geometria infinitesimal han
contribuido 4 dar nuevas y amplisimas proporciones al organismo de
la matemitica, exigiendo tan considerable progreso en el orden cien-
tifico, un progreso eorrelativo en el orden pedagdgico.

Ha sido preciso alterar especialmente los libros destinados 4 la
educacidn cientifica, para armonizar las aptitudes del alumno con el
niimero y calidad de teorias de que se le debiera poner en posesién,
ligar con intimo enlace teorias recientemente creadas, con las que
desde épocas mis 6 menosg remotas habian sido el fundamento de todo
el edificio, y especialmente, ha sido necesario evitar muchas repeti-
eiones innecesarias que todavia retardan y entorpecen la marcha de
las inteligencias de los alumnos hacia la posesion de la verdad. Y eier-
tamente que entre las obras destinadas 4 la ensefanza de la geome-
tria analitica en las Universidades, Liceos, ete., que se prestan & evocar
reflexiones de ecardcter pedagdgico, por la feliz disposigién de las
materias, por la sencillez y elegancia en el modo de exponer, salvando
dificultades, llamando la ateneidn hacia las ideas fundamentales, la
obra de M. (. de Longehamps Géomctrie analytique d dewe et a trois
dimensions, merece ocupar un lugar preeminente, por el arte admira-
ble que su autor posee para hacer descender al dominio de lo ele-
mental, muehas teorias generalmente destinadas 4 figurar en las obras
magistrales 6 de consulta.

La obra de M. de Longchamps no se limita & ser un tratado de
las secciones ednicas y de las superficies inmediatamente derivadas
de éstas G sus representantes en el espacio de tres dimensiones, pues
4 pesar de no ser su extensién excesiva, y si proporeionada 4 lo que
los alumnos pueden aprender en un eurso, prepara las inteligencias
de éstos 4 la posesién de conceptos de orden mds elevado,

Al tratar de las curvas no se limita & las de segundo orden, pues
desde el principio familiariza al lector con otras de tercero ¢ cuarto
- orden: la cisoide y la estrofoide, rectas y oblicuas, las concoides, los
dvalos de Cassini, la lemmiscata de Bernoulli, las podares, ete., apli-
cando las transversales reciprocas al trazado de la tangente,
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Al exponer la construceién de las expresiones homogéneas, da
construcciones graficas elegantes de la media arménica y de la media
armdnica de cuadrados, y con objeto de aplicar la teorfa de las formas,
de entre las que frecuentemente emplea en las discusiones el resul-
tante, el diseriminante y ademads el hessiano, ete., hace uso continuado
de la forma homogénea, d partir de la teoria de la linea recta, cuyas
diversas maneras de representacidn, pone en conocimiento del lector:
ocupandose de los haces arménicos, puntos y rectas imaginarios y en
el infinito, de los que ha de valerse en lo sucesivo.

En la leccién dedicada al circulo deduce la férmula A® R? sen’ +
A, = 0, que determina el radio, la cual le es de gran utilidad mas ade-
lante, tratando &4 continnacién de la potencia de un punto con velacion ¢
wun circulo, de los ejes radicales, centro radical, céireulos ortogonales y
elreulo ortotdmico.

En el libro 2.0 comienza & exponer las feorias generales relativas d
las curvas planas, ocupandose de las tangentes de una manera gene-
ral, pues aplica los razonamientos 4 una curva algébrica del grado
m representada por la ecuacién homogénea f (@, ¥, z;) = (), hallando
la condicién para que dos curvas sean tangentes, y llegando 4 la idea
de las coordenadas tangenciales para tratar enseguida de las envolven-
tes, demostrando que la envolvente es tangente 4 las envueltas en los
puntos que tiene comunes con éstas, presentando varios ejemplos de
envolventes y un método geométrico para obtenerlas.

Siguiendo su plan general de exposicién, M. de Logchamps prin-
cipia la teoria de las polares por la definicién del conjugado armd-
nico respeeto i los m puntos A, A,,..... An, ocupandose de las polares
de los diversos drdenes y de las polares reciprocas y del método de trans-
Jorinacion por polares reciprocas.

La teorfa de las asintotas, muy detallada, es objeto de tres lec-
ciones, 4 las que sigue otra destinada 4 los puntos singulares, dando
idea de los puntos de inflexion, concavidad y convexidad, hessiuno de los
puntos de inflexidn, puntos de retroceso, osculacion, punto de parada,
anguloso, ete.

Los centros, didmetros y ejes, son tratados con andloga generalidad
que las anteriores cuestiones, considerando la ecuacién general de
las curvas algébricas, haciendo después aplicacidn 4 las eénicas, ¥y
ocupandose primero del eenfro y depués de los didmetros y curvas
diametrales, didmetros singulares, conjugados, ete.

En la leccién dedicada & la homotecia y semejanza se ocupa tam-
bién de la homografia, de su interpretacion geométrica y de la trans-
formacion homoldgica.
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El tercer libro comienza con la clasificacidn de las conicas siendo
notable el extenso y detallado razonamiento por lo original y metd-
dico, lo que conduce al autor & la reduccion de la ecuacidn general de
segundo grado y & los invariantes, haciendo de estos aplicaciones im-
portantes.

Después de hacer un restimen de las férmulas y resultados halla-
dos que termina con la ecuacion del cireulo de Monge, trata de los
focos y de las directrices desde el punto de vista general hoy adop-
tado en los mejores tratados de geometria analitica, exponiendo
varios métodos para la determinacién de los focos y las dirvectrices de
las curvas de segundo orden, terminando con algunas propiedades
notables de estos puntos y rectas.

Es notable é interesantisima la leceién, cuyo objeto es: teoremas
generales sobre las cdnicas, en la cual, ademas de una proposicién, se
considera su correlativa, enumerandose y demostra ndose los teoremas
de Desargues, Mac-Laurin y Braikenridge, de Chasles, Pappus, Pas-
cal, Brianchon, Newton, Carnot, siguiendo numerosos teoremas rela-
tivos 4 cénicas inscriptas y eircunseriptas, y si interesante en alto
grado es esta leceidn, no lo son menos las dos siguientes que tratan
de la interseccion de dos cdnicas que terminan estableciéndose la exis-
tencia de un triangulo autopolar comin 4 dos ednicas.

El euarto libro tiene por objeto el estudio de las eénicas represen-
tadas por sus ecuaciones reducidas. Trata de los polos tangencial y
normal, se demuestra el teorema de Joachimsthal, concerniente al
cuadrilitero inseriptible formado por los pies de tres de las normales
y el punto diametralmente opuesto al cuarto pie, deduciéndose la
ecuacion del eirculo de Joachimsthal. Tréitase asimismo de la evoluta
circulo osculador, de las transformaciones homogrificas de la elipse
y la hipérbola, de la aplicacion del teorema de Joachimsthal 4 la pa-
rabola, de los eentros de curvatura, ete.

Por qltimo, el quinto libro, con que termina la geometria de dos
dimensiones, esta destinado 4 la construceidn de las eurvas. Después
de enumerar y distinguir las condiciones simples y las dobles, se re-
suelve una serie de problemas en los que dichas condiciones se eom-
binan variadamente, considerdindose las ecdnicas, después se trata
sucesivamente de la construccidn de las eurvas expresadas, por ecua-
ciones resolubles, por ecuaciones no resolubles, la construccién de una
curva correspondiente & una ecuacion irracional, curvas trascendentes,
las unicursales las eoordenadas polares, diversas espirales, la construe-
cion de las curvas en coordenadas polares y, en fin, las secciones
planas del cilindro y del cono cireular recto.
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Las indicaciones hechas sobre la geometria analitica de dos di-
mensiones de M. de Longchamps son suficientes para formarse idea
del segundo tomo que corresponde 4 la de tres, y se halla expuesta
segiin el mismo grandioso y elegante plan, segiin el que se expuso |
aquella y sélo diremos para terminar nuestra reseiia, que el Supple-
ment, precioso libro de 240 piginas, es digno coronamiento de la obra
constituida por los dos primeros tomos, pues impone ficilmente al
lector en todo lo mas fundamental de la geometria cinemdtica ¢ infi-
nitesimal: eireulo de eurvatura, trazado de las tangentes, puntos miil-
tiples, las euadraturas, coordenadas trilineales y baricéntricas, coor-
denadas tangeneciales, interseccién de dos cuadricas, ete.

Los numerosos problemas intercalados entre las diversas lecciones
en que esta dividida la obra, forman una coleccién inferesantisima
por la importaneia, calidad y acierto esquisito que ha presidido 4 su
eleceion.

Z. G. pE G,

CUESTIONES RESUELTAS

Cuestion wim, 44, (vénse t. IT pag. 82)

En cada punto P de una conica se traza un didmetro PP’ y la noy-

mal PA. Déterininar la interseccidn 1) de este didmetro y de la tangente
en el olro extremo de la normal,
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Bolucién por el Sg, ScHIAPPA MoNTEIRO, profesor de la Escuela Politécnics de Lisbos

I

Por la interseccién A de la cuerda normal tracemos la perpendicu-
lar AM’ que corta el diame-
tro PP’ en el punto M’ en la
que se toma el segmento M'B
igual 4 AM’ (fig. 1.2 y 2.8).

Es elaro que la diagonal
A'B’ del cuadrilatero com-
pleto APBP’, A'B’ cortard
al diametro dado en el punto
buscado M.

En efecto, siendo la dia-
gonal AB en la edniea, una
cuerda conjugada del didme-

tro PP’, sera la polar del pun-
> e B toMeonrelacidn 4 esta curva,
conjugado armdnico de M’ con relacién 4 P y P,

II

Trazando la tangcnte PT en el punto P de la cdnica (figs. 1.2 y 2.8)
asi como el diametro
paT conjugado de la
. cuerda normal PA, su
il punto de interseccién T
serd el polo de esta
cuerda, y por consi-
guiente, la recta TA se-
ra la tangente en A,
que cortard también al
didmetro dado PP’ en
el punto buscado M.

OpsErvacion, — En
el caso en que el vérti-
ce P' del cuadrilatero
inserito al generador se
halla en el infinito (figu-
ra 3.#), la ednica con-
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siderada serd una pardbola, y por consiguiente, el vértice P sera el
punto medio del segmento MM, y las construcciones se simplifican.
Cuestion num, 28 (véase L, I, pag. 204)

2B. Dar la serie de Sturm para las ecuaciones
xm -+ 1=0,
=g |
xm 4 oxmtfoxm-2l x4 1 =0,
x® 4 px+q=0, x® —x—a=0, x®—xm'—pg=0
(N. C. M) ] (H. Brocard.)
Soluecién por D. ANcEL Bozarn, alumno de la Universidad de Zaragoza
1. Para la ecuacidon x™ £ 1 =0 la serie de Sturm es

X, =xn-41, S5 -—mxn-t " X =Tty : -

2.0 Para la ecnacidn

= . B
( X,=xm 4 xm-! + x-4-1
k \ >m=1.1 l -2 _j I O w
xmpxmip  4x 41=0,) Se=MX ‘-1—{m- Jxmetge L -2x 1
Ny=—xm-?_9xm-9_ _ —(m-2)x—(m-1)
| X;=—m? 4
3. Para la ecuacidn »
[ X, =xm® 4 px + q
X% - px 4 q = 0 ) 22 = WX 4 p
X, = —(m-1) px — mq
| \. =+ mm'im- i (m- 1;, m-1 I)m -
=

4.2 Para la ecuacidn x™ — x — a = 0 se tiene
X,=x2—x—a , X,=mxn! |, X,—(m-1)x + ma,
X, =-+m2an-! + (m-1)m-!

B.2 Para la ecuacidn xm — xm-! — a — (). se tiene

X, =xm —xm-!{__5
X;=mx®-!'— (m-1)xm-?

X
X
X =
X,

= (m-1)xm=-* + m*a
mx — (m-1)
~{msl)Rl —mmg,

(3
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Cuestion wim. 46 (véase t. IT pag. 32).

Dada_ung perpendicular PQ al diamefro AB de una cirgunferencia
¥ M un punto cualquiera de esta perpendicular.

[.o Demostrar que PQ es bisectriz del angulo CPD.

2.2 Determinar la posicion de M con la condicién de que CP haya
de ser paralela & MB (se supone 4 P situado entre A y B).

3.0 (Caso.en que P se halle en la prolongacién de A B.

(J. J. Durdn Loriga).
Solucién por D. A. ScHIAPPA MoSTEIRO, profesor de 1a Escuela Politécnica de Liaboa.

Tracemos las rectas AD y BC, as{ como la recta CD, cuyo punto
de interseccidn con el diametro AB es R (ligs. 1 y 2).

Fig. 1.

Suponiendo que el punto M recorra la perpendicular PQ, la rec-
ta CD girara, como se sabe, al rededor de este punto R, y las rectas AD
y BC al rededor de A y de B, cortindose en M, sobre esta perpen-
dicular; y se tendré el cuadrilitero completo MCM,DAB.
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(1o y 3.0) Segin esto, las rectas CP y DP seran conjugadas ar-
ménicas con relacion 4 las rectas MP y RP, que al ser rectangulares,

Fig. &.»

seran las biseetrices del dngulo CPD y de su suplemento. Se ha de-
mostrado asi este principio de una manera general,

Osservaciéy.—Se llega al mismo resultado en el caso en que el
punto P se halla situado entre A y B (fig. 1.2) del efreulo O, conside-
rando los arcos del efrculo (0) que son la medida de los dngulos CPM
y MPD, y de sus angulos opuestos por el vértice (' PQ y QPD".

(22 y 3.2) Por el punto P tracemos ¢P paralela 4 BD (figs. 12y 2.0),
Y sea ¢ su punto de interseeeién eon CD.



EL PROGRESO MATEMATICO 157

Tracemos también el radio OD asi como su paralela ¢O' que cor-
ta AB en O,

Cuando la recta BD gire al rededor de B, la recta RDe girara al
rededor de R, y se tendra siempre

DB RB e b oD RB
P — ®p’ YP& consiguiente o = RP

Pero siendo OD constante, también lo serd O'c. Luego el lugar
geométrico de ¢ es una circunferencia (O') cuyos radio y centro son O'c
y O (figs. L y 2.),

Esta circunferencia y la circunferencia (O) tendrin pues, por cen-
tro de homotecia directa el punto R, pudiendo ser reales sus puntos de
interseceidén O, y €', (fig. 1.2) 6 ideales (fig. 2.2).

Esto sentado, la recta AC, (figs. 1.2 y 2.a) cortard a la perpendicu-
lar PQ en el punto pedido M,, y las rectas M,D y C,P serdn paralelas.

Como se ve, la determinacién del centro O’ y del radio O'P de la
circunferencia (0') es muy facil.

OsservaciN.— Halldndose el punto P en la prolongaeién del dia-
metro AB, los puntos C y D estarin situados 4 distinto lado de este
didmetro (fig. 2.2), y la perpendicular PQ serd bisectriz del angulo su-
plementario de CPD.

La recta C,P sera la direceidn ideal, correspondiente al punto bus-
cado M,, y el punto de interseceidn D, de RC, y C'|P se hallara situado
en la hipérbola equilatera (C,B(',...) suplementaria de la circunferen-
cia (0), con relacién 4 su didametro AB; y la euerda ideal comun C,C',
de los efreulos (O) y (O') sera la cuerda real comun de esta hipérbola y
de la hipérbola suplementaria (C,PC’,...) de este iiltimo eirculo, con
relacidn al diametro O'P, las que tendran el punto R por eentro de ho-
motecia direeta.

La euerda C,C’, sera igualmente el didmetro del circulo (8) que
corta ertogonalmente & los circulos (0) y (O).

Se ve, pues, que el tercer caso de la cuestién propuesta puede ha-
llarse incluido en el 1.2 y 2. de una manera general, reemplazando
el eirculo (O) por su hipérbola suplementaria, con relacién 4 su did-
metro AB, y haciendo sobre estos nuevos datos consideraciones ané-
logas 4 las del caso en que el punto P es interior al circulo (O).

Nota del 8r. Bolertinsky sobre la cuestidn 2.
Hallar el lugar del punto de contacto de las tangentes paralelas d
una direccion dada, ¢ una serie de elipses ¢ de hipérbolas homofocales.
(Nicolaides) (1.

1) Nos limitamos por ahora & insertar las breves indicaciones que hemos ¢reidg oportuno
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Esta cuestion es evidente. Se halla fundada en un lema muy cono-
cido y fecundo en consecuencias, 4 saber:

Si dos rectas, BA, CA, giran alrededor de los puntos fijos B, C con
la misma velocidad angular, y en sentido contrario, su punto de inter-
seccitn describe una hipérbola equilitera, que tiene BC por didme-
tro, y las paralelas 4 las bisectrices del angulo ABC por asintotas.

Véase una cuestién que es consecuencia de la anterior:

Sobre los lados AB, AC de un dngulo dado se toman cuatro pun-
tos cualesquiera B, C, B, C', y se des-
eriben dos hipérbolas equilateras que
tengan por didmetros BC, B'C', y que
pasen por A. Construir su segundo pun-
to comun .

Jomo se sabe, estas hipérbolas deben
tener por asintotas las paralelas 4 las
bisectrices del angulo BAC, que tienen
por eonsiguiente dos puntos comunes en el infinito, el tercero es A.
Falta hallar el euarto D;

«Para esto, dividanse los segmentos BC, BJ(] en la razén :;3 :

Sean x, B; ', 8" estos puntos de divisidn.

Se sabe @ que las rectas 2'z, f'§ son paralelas 4 las bisectrices del
angulo BAC, y; por consiguiente, perpendiculares.

Sea D su interseceidn.

Siendo el haz D. (BC 28) armdnico, y los rayos Dz, D pendicula-
res, estos rayos son las bisectrices del angulo BDC. Por consiguien-
te, D pertenece 4 la hipérbola BAC.

Por la misma razén, este punto D pertencee también a la hipér-
bola equilatera AB'C.

Cuestion nim. 5, (véase t. [ pag, 207)

Sean A, B, C tres generatrices de un mismo sistema del hiperbo-
loide H; A', B', C' tres generatrices de un mismo sistema del hiperbo-
loide H; P un punto cualquiera de la interseccién de las superfi-
cies H, H'. Por P, se trazan las dos rectas que se apoyan respectiva-

mente en pares de rectas (A, B'), (A",B); sea 1 el plano que pasa por

transeribir de una carta con que nos ha honrado el Sr, Bolertinsky, pues creemos que gerén se-
guidas eon gran interds por los aficionados & los estudios geométricos.—(Z. G. de G.)

(2) En la obra de M. Catalan (Théor. et prob. p. 10, th XI11) se demuestra el caso particular
del teorema; pero por el mismo procedimiento se demuestra ol case general,
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estas rectas. Se obtienen, de una manera aniloga, otros dos planos

a, B, combinando por una parte los pares B, C'), (B, C) y por otra, los

pares (A, BY), (A" B). Los planos 2, §, Y pasan por una misma recta.
(J. Neuberg.)

Bolucidén por el Sk. SOLERTINSKY

Los tres planos que pasan por P y por las generatrices A, B, C
cortan 4 la superficie H segiin la generatriz G del otro sistema. De igual
manera, los planos (P, A", (P, B’), (P, C") cortan &4 H' segiin la gene-
ratriz G'.

Sean a, b, ¢, g, @', ¥, ¢', ¢’ los puntos de interseccién de las rectas
A, B, C, G, A, B, C, G’ con un plano cualquiera Q.

La recta D que se apoya en A, B', es la interseccién de los planos
(P, A), (P, B). Estos planos encuentran 4 Q segiin las rectas ga, g'd’;
por consiguiente, D cortara 4 Q enla interseccion m de estas rectas.
Igualmente, la recta que se apoya en B, A’ encontrard 4 Q en la inter-
seccion m' de las rectas gb, g'a. Asi, la recta mm' serd la interseccién
de los planos Q, .

Pero, segin un teorema conocido (), la recta mm' y las otras dos
rectas analogas concurren en el mismo punto S.

Los tres planos &, B, ¥ pasan, pues, por la recta PS.

Osservacion.— En nuestra demostracion, las letras H, H' designan
dos snperficies regladas de segundo orden que no son necesariamente
hiperboloides. :

Cuestion nam. 43 ( Véase ¢ [, p. 259¢).

Supongase las coénicas circunseriptas a4 un triangulo dado ABC
que encuenfran 4 una recta en dos puntos dados P, Q que dividen
arménicamente un segmento fijo MN de esta recta.

Demostrar que estas curvas pasan por un cuarto punto fijo D y
que las tangentes en los puntos P, Q envuelven una curva de la ter-
cera clase.

(J. Neubera),

Bolucion por el SR. SULERTINSKY
Sean: B, C’ los puntos en que la recta MN encuentra 4 los lados

AC, AB del tridngulo ABC; B, v los conjugados armdnicos de estos
puntos eon relacién 4 MN.

1) Véase Z. G. de Galdeano, Geymetria elemental. Parte 2.5, pig. 184,
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Formando los pares de puntos PQ, Bf, C'y una involucidn, se tiene
(PQ B'y) = (QP £C)
6, puesto que la relacién anarmdnica no altera cuando se cambian
simultineamente dos puntps en otros dos,

(PQB‘Y) = (PQC'), por consiguiente, C (PQ B'Y) = B (PQ C'),
lo que muestra que la interseceién D de las rectas fijas G, B perte-
nece siempre 4 la cénica BCPQA.

Sea E la curva envolvente de las tangentes en P, Q 4 las cdnicas
consideradas, S un punto eualquiera del plano.

La tangente de S 4 E toca también una de las cénicas ABCD en la
recta MN. Pero el lugar de los puntos de contacto de las tangentes
trazadas desde un punto S 4 todas las cénicas A B C D, es una ciibi-
ca () es decir, una curva que no puede encontrar 4 MN mas que en tres
puntos. No se puede trazar, pucs, desde S mas de tres tangentes & E.

CUESTIOINES PROPUESTAS

56. @ Demostrar que no hay curva alabeada cuyas esferas oscu-
latrices tengan sus centros sobre las perpendiculares trazadas 4 un
plano fijo por los puntos de interseccion de este plano con las tangen-

tes 4 la curva.
(E. Cesaro).

63. Sean AEFB, AHIC los cuadrados construidos sobre los lados
del 4ngulo recto de un triangulo ABC, rectangulo en A; O, el punto de
interseccion de las rectas CF, BI; AOD, la perpendicular bajada desde
el vértice A sobre BC. Demostrar que

1o _1___ —_ .]__ + _1_
AO AD BC
20 AB.FC.10=AC. FO. 1B
g0 10 _ (AB+AC)AC FO _ (AB+AQ)AB
OB AB? V06 AC?
(N.C. M) (H. Van Aubel).

(1) Besabe, en efecto, que las polares de un punto 8, con relacién & todas las cénicas ofr-
cunseriptas & un cuadringulo ABCD concurren en ¢l mismo punco 8'. Cada una de estas po-
lares contiene tres puntos de contacto, inclutdo el 8, ¥ no puede conten r mas, Bl punto S es al
punto doble de la ¢ibieca.

(2) Habiéndose publicado repetida la cuestién 52 con el nim. 36 (pag. 127), hoy publicamos
uns nueva con el nlim. 56.—(Z, G. de G.)

Zaragoza. — Imprenta de €. Arifio, Coso, 100, bajos




