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DE LAS
FUNCIONES ELIPTICAS Sn o, ¢n #, dn % EN SERIE DE FRACCIONES SIMPLES
POR F. GOMES TEIXEIRA
. Se sabe que cuando se toma por punto de partida de la teoria
de las funciones elipticas la infegral
.'E-K l]-f'

u == l
\: 'i"'ul_-""'-:""_-'.rf.:

L
nos vemos condueidos & considerar una funeidn, estudiada por vez
primera por Weierstrass que la representé mediante la notacién p(u),
la eual resulta de la inversidn de la integral precedente.

[La funcidn p(u) es susceptible de un desarrollo en serie de frac-
ciones simples por medio de la férmula

en la que @ representa los valores que resultan de sustituir en la
cantidad 2n 0 +2in w,
E o i ) s S =05 L1 b2

excluyendo la ecombinacidn n=o0, m=0, y en la que 2w,y 2w, repre-
sentan los periodos de la funeidn p ().

Se sabe también que esta igualdad puede servir de base 4 una teo-
ria de las funciones elipticas. En un articulo nuestro, publicado en el
Bulletin des Sviences mathématiques, hacemos ver como de esta fir-
mula se obtienen con facilidad las propiedades de la funecidn p(w).
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('nando se establece de este modo la teoria de las funciones elipti-
cas, se hace necesario dedueir de las propiedades de la funcién p(u)
las propiedades de lag funciones sn «, en u y dn w. Aqui vamos d con-
siderar una de estas propiedades, que se refiere al desarrollo de
estas funciones en serie de fracciones simples, para ofrecer un modo
de obtenerla por el desarrollo anterior de p(w) .

Partiremos de la formula

1 H ()

S = -
Vv k © ()

Esta férmula manifiesta, atendiendo 4 las propiedades de las fun-
ciones H(w) y ©(u) de Jacobi, que la funcién snw admite por polos
los puntos 2n K4+ 2m+1)i K’
representando » y m ntmeros enteros positivos, negativos 6 nulos y
K, K' las integrales

A da A da

K:ﬁ’ : , K=f -

0 \ (1—a*)1(1— f\'lz,"r.'-"} o0 \ (1—=a2*) (1 — f‘".'l.":l

ili'llll'll" BR2=1—Fk3.

Estos polos son simples, y, como los periodos de la funcidn sn »
son 4K y 2iK’, en los paralelogramos de los periodos contendrin los
polosiK' é 2K'+iK".

Para hallar el residuo de sn# relativamente al primero de estos
polos, puede recurrirse & un teorema muy conocido que da, represen-
tando este residuo por A,

A = 1 HEK)

v ol e K’
4, atendiendo 4 las propiedades de las funeiones de Jacobi,

1 B (o) 1
A= —
v k& H (o) I
Del mismo modo se halla, representando por A, el residuo de
sn # relativamente al polo 2K+iK',

(*) En los capitulos, que en el tomo I1I (actualmente en prensa) de nuestroCurzo de Ana-

lyze dedicamos & In teoria de las funciones elipticas, seguimos el camino que agabamos de indi-

car para establecer la teorfa de estas funciones,
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2. Sentados estos prineipios generales, para hallar el desarrollo
de sn u en serie de fraceiones simples, apliquese & la funcién sn u el
teorema de descomposicidin de M. Hermite ©),

Tenemos, tomando como elemento simple la funcidn £ («) de Wei-
ersirass, =

sna=A L(u—iK)+A, L{(n—2K—-iK")4C,

v, derivando dos veees,

d® sn w . s | X ey
% —=—Ap (u—iK')—A, p' (0t—2K—-2iK')
-

o Tiu)

puesto que =—pin).

o

Sustituyendo A, y A, por sus valores hallados anteriormente,

tenemos

? sn ou J= Wi G ) 1 ; ]
—_ = p{u—2K —iK') —p'(u—iK') |,
du I L

v, sustituyendo ahora las dos funciones
p(n—iK) vy pu—2K—iK’)

por los desarrollos que se obtienen aplicando 4 estas funciones la
férmula signiente que resulta de derivar dos yveces la férmula (1):
™ 2

}:‘lu}_-—
(e —at)?

d* snow 2 \‘ 1
. -= = F s 5 = 19 ST
du k Ly [u—2nK—(2m+1)iK" |

ANl e

Ly Tu=2@2n+1) K—2m+1)iK" |

d snow = 2A—1)

T L Blu—2sKk—(Omi1) iR P
du Ly klu—2sK—(2m+1)iK"]

donde el sumatorio ¥ se refiere 4 todos los valores enteros de s y m.
Obtenido asi el desarrollo de la derivada segunda de sn » pasase,
para el desarrollo de la derivada primera, por una integracion entre

) Hormite: Conrs de e Faeulté des sciences dv Paris, p 226
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los limites 0 y w, y para el desarrollo de sn » por una segunda inte-
oracidon entre los mismos limites. Tenemos asi, haciendo

2sK4+(2m+1)iK'=a ,

v notando que la derivada de sn w es igual 4 la unidad, cuando w=o,
primeramente

dsnu 1 1
da k[, (te—rt ) w* |
v después
| l \-‘ af 1 1 (1]
snu=u+——1Y (—1) {'—Jr- Ay
k / W— i @ -
el

Y esta es la fdrmula conocida, que prefendiamos demostrar, ha-
llandose del mismo modo los desarrollos de en y dn » en serie de
fraceiones simples:

1 \‘ -1 1 - 4 5
enu=1+4— =1} B L Il

(4 ‘_f | . — a - a -

1 \\ wm | 1 | i
dnu=—14+— N (=17 [ — g I el Al

ik* pil | w—a r{ i

el RS P e

SUR LA RECTIFICATION DE® ARCS DES COURBES DITES LIMACONS DE PASCAL

rar M. Josern MARCHAND

ancien éléve de 1'Ecole Polytechnique

§ 120 A edté des ovales de Cassini et de la lemnisecate, rectifiables

par les fonctions elliptiques on peut ranger les Limacons de Paseal
qui jouissent d'une propriété analogue. A ce titre cette classe de li-
gnes, deja remarquable i tant d’egards, mériterait de prendre place
dans I'enseignement elassique. Notre but iei serait de I'établir.

§ 20 En coordonnées polaires les Limacons de Paseal peuvent se
ramener, on le sait, & 'équation simple:

(1) r=p-+qeosw
ou p et g représentent des quantités positives.
Suivant que l'on a

= = ]
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on obtient trois variétés distinctes: et nous rappelant la liaison des li-
magons aux, coniques, chacune d'elles sera bien définie par les noms
d’elliptique, hyperbolique et parabolique.

A la limite d’ailleurs si 'on fait:

p=o0o0uq=o0

I'équation (1) donnera évidemment des cercles.

§ 3o Ces préliminaires posés, d'aprés la formule

1
ds = dw [1"" + (dr)i] :
dw

B4 ol o ; e
il vient, par la substitution & » et a( B ) de leurs valeurs actuelles
dw

1
ds=dw [p*+q*+2pq cosw] 2;

et si nous posons w=2 ¢, prenant ¢ pour nouvelle variable, et remar-
quant que
cosw=1—2sgin?g¢,
s
ds =2d¢ [(p+q)*—4 pq sin® ¢] 2;
d'oli finalement
1

08 e[l ksin®¢]?

2(p+q)

4 pq

en représentant par k® la fraction W, dont la valeur est toujours

inférieure a l'unité.
Prenons maintenant pour origine des ares l'origine des coordo-
nées o ¢ est nul en méme temps que w, on obtiendra la relation
1
5
deg

fa ¥
2 (p+q) __.I
dans laquelle la quantité sous le signe [ représente 'intégrale ellip-
tique de 2¢ espece de Legendre.

D’ailleurs k est 1a valeur de I'excentricité commune aux ellipses,
ayant pour demi axes des quantités telles que

1—k®sin®* % |

m (p+q) m(p—q)
dans lesquelles, m prend une valeur positive arbitraire, done:
I'are de Limagon a pour expression:
1o, Soit I'are de 'ellipse ayant 2 (p4-q), 2 (p—q) pour demi axes;
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20, Soit le double de l'are d'ellipse ayant (p+q) et (p—q) pour
demi axes;

et ainsi, en désignant toujours avee Legendre I'intégrale ellipti-
que de deuxiéme espéce par le symbole E (¢ k), on éeriva a volonté

"u “w ; .
, = [2(p+q)] E (sk) (3) ou , 2(p+q) E(sk) (4)
0

0

.

Remarquons maintenant, que si ¢ devient égal & -,  prend = com-

=1

me valeur correspondante: nous savons d'ailleurs que cette valeur
—, de ¢ donne l'intégrale compléte de 2¢ espéce de Legendre et par

suite dans les formules préeédentes un quadrant ou demi quadrant.,
suivant que I'on considére (3) on (4); d" autre part w étant devenu égal
am c'est le demi Limagon qui sera simultanément déerit, done si
nous doublons en raison de la symétrie de forme et des limacons et
des ellipses, il viendra. dans (3) et (4)

" Shar T [ 2n 4
, =2 [(p+q] E (7 k) (37 , =4(p+q) E (—_} k) (4" —
v O e J 0 - —

ainsi la longueur totale d'un limagon est égale: soit au demi péri-

metre de l'ellipse figurant dans le deuxiéme membre de (3'), soit au

périmétre entier de celle figurant dans (4'), & la quelle nous donne- P

rons le nom d'isopérimétrique. |
§ 4o Legendre a donné pour E (¢ k) le développement en série

suivant:

By =g= ikt “sintedp— b it ity e 14
% g2 B) /D 8 TUg 54 I st ?—2.{“/ SINn" Y d Y., e
. o 0 o

T
qui devient pour ¢ = —

e (1_(\,).\ (L) e () b

par conséquent en remplacant dans (4) et (4) les intégrales par leurs
développements, on obtiendra

= (0]
(5) I =2 (p+q)

1 7
= kdl sinfedeg—... w
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k n’entre dans ces formules qu'a des puissances paires; or pour passer
d'un limagon elliptique & un limagon hyperbolique, sans altérer la
valeur de k, il suffit de changer p en q et q en p.

Done, deux valeurs de p et q étant données, suivant la place qu'ils
occupent dans (1), les paramétres définissent un couple et un seul
que nous pouvons nommer conjugué de deux courbes, qui par cela
méme qu'elles ont mémes parameéetres, ont leurs ares constamment
égaux pour méme valeur de la variable et conséquemment aussi sont
isopérimétriques.

§ 5. Supposons maintenant qu'ayant posé p+q=constante=2C
nous fassions varier dans la différence p — q., q, de 0 4 2C. D’aprés
ce qui précéde, lorsque q variera de o a C, on obtiendra les limagons
elliptiques, de C a 2C les limagons hyperboliques conjugués des
premiers, enfin pour q = C, un limagon parabolique, les ellipses iso-
périmétriques de ces limagons auront leur grand axe constant; mais
leur petit axe partant de la valeur 2C ira en diminuant au fur et a
mesure que ¢ augmentera de valeur, en sorte que leur périméire con-
fondu a 'origine, avec le cervele de rayon 20, ira en diminuant d'une
maniére continue, pour se réduire comme valeur minima au dounble
du grand axe. Les mémes faits se reproduiront en sens inverse quand
q continuera & croitre de C & 2C.

§ 6. L’unique limagon parabolique confenu dans la famille dé-
finie par I'équation de condition

p+q=2C;

est caractérisé par ce périmétre minimum, et qui est ainsi égal a 8C,
D'ailleurs on doit alors éerire

lc=1,

par conséquent la relation (5°) devient

2 e IS (1_)‘-‘.3__(1.3 _)".-_ \
‘L’C':“"'[_]“(? RO e 24,80 0 e

¢. . d. en supprimant 4C aux deux membres

2 i L N\ Lo N
(m?:l-—(-;) N340  \sag)

or la somme de la série du deuxiéme membre peut aisément étre mise
sous forme d'un produit de facteurs en nombre illimité; en effet, fai-
sons les sommes successives des 2 8, .. etc. premiers termes il viendra
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B, = -_J:_4' 34
15, 3%

-. 0,
-2'_'

]

S, =

|

=

a

19
Bt
! D426

ol la loi de formation se manisfeste bien nettement; ef si cefle loi se
continue, ou pourra éerire généralement

B {2?1 - l.l‘1

(a) 8 = (2n-F1)5

41 =3

pour montrer qu’ on en ale droit, il suffit d° établir qu’ elle sera enco-
re vraie en prenant un terme de plus. Or ce terme est

13, 8% ... 2n—1)%  (2n+41)
gt )R (2(n+1))? - .

D) (<) €
g el T M (et 1) (Enre)
2n+8 2n+41 4 (.”___i_l}‘l 2n-41 (9 {n_l_lﬁ'-' o
1% 3% ... Bn+1)2 ,
= (2n+3) e. q. f. d.
L SR (3“3.}_1;)
I'égalité (6) devient ainsi
L B
2 ; 12 3% nae@n—=1" !
= Lijm., - — (2
= .. @y ot
qui peut 8’ écrire aussi
2 1588 5 9n—1 2n
L e e
= 202 44 (2n) 2n

prenant maintenant les inverses des deux membres il viendra

_R_Q 2 g 2n 2n
2 R T 9n—1 " 2n1

c¢'est la formule eélébre de Wallis.
On aurait pu donner & ce produit une autre forme, En effet, écrivons
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la suite des égalités qu’ on peut tirer de {a) sous ces nouveaux sym
boles,

S | 1 J
o) — ) —_—
| c’“n---I l 1 21 2 !

et sinous les multiplions membre & membre, on aura aprés avoir
supprimé tous les facteurs communs:

5= (1-77) (- 55) (-5 2
| o e =hat Wi
- -3 (5= ) (P 3) ()~ (=

et par suite on pourra éerire finalement

_)3;’! 1
-~ 7 = Lim, I 3 - I : =
- D) (L) )
1* 22 3% n*
§ 7o. Nous donnerons pour finir cette note le moyen graphique

de déterminer sur une figure tracée les extrémités des ares corres-
e pondants sur l'ellipse etles 2 limagons
: isopérimétriques. L' exemple choisi
dans la figure eci contre est un lima-
¢on elliptique ayant pour paramétres
p=CD, q=DO0: Sur AO=p-+q et OB
p—q comme axes nous avons décrit
Iellipse AB A'B’ isopérimétrique. En-
fin nous avons déerit le cercle OAM, la
droite OBCX représente I'axe polaire,
et nous supposons que les angles va-
rient dans le sens CA’, Ceci posé tra-
gons un rayon vecteur queleonque
avec un angle ¢=COM: Si du point M
nous abaissons une perpendiculaire sur AA" le point P ot elle coupe
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I'ellipse, déterminera d’aprés une construction bien connue, I'extré-
mité de 'arc BP, déterminé par cette valeur de g; d'ailleurs son symé-
trique P* déterminera un arc B'P’ égal a BP. En sorte que si nous
doublons ¢, comme w=2 g, le rayon vecteur correspondant du lima-
¢on passera en un point R de cette courbe, tel qu'on pourra constam-
ment éerire
are limagon CR=(arc BP+arc B'P') ou 2 arc BP.

11 est facile de suivre sur les 2 courbes les mouvements corrélatifs

de 2 mobiles dont les trajectoires satisferont constamment a l'égalité

ci-dessus; on voit ainsi en particulier que tandis que le mobile de
I'ellipse parcourt BPA'B’, celui du limagon deerit le limagon entier.

™
Remarques-Lorsque 'are GRG est décrit, w— T et conséquem-
T
ment ¢ = T done
are GRG'=arc BP +-arc B'P',.
et par suite

are G'B’ == are P, A'P’,

Si en partieulier le limagon considéré est parabolique, comme I'ellipse
isopérimétrique se réduit au double de son grand axe, et que la cons-
truction s'applique encore dans ce cas limite on voit que

arc CRG'=20Q,=2p cos 45=2p V' 2.
et arc @B'=2p(2— +v2)

Remarquons enfin que si deux limagons, elliptique et hyperbo-
lique ont été déduits 1'un de l'autre par échange de paramétres, le
méme rayon vecteur détermine constamment sur chacun d'eux I'ex-
trémité d'ares égaux. Beaucoup de points intéressants pourraient
encore étre relevés; mais le lecteur suppléera aisément a notre
silence.
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TEOREMAS, PROBLEMAS

METODOS GEOMETRICOS

INTRODUCOION

En la Geometria hay que distinguir desde luego dos cosas: el ob-
jeto y el sujeto.

El objeto existe necesariamente en un fondo ilimitado y continuo
que es el espacio. Todos los puntos que la Geometria estudia, ya ais-
ladamente, ya en sistemas que constituyen las lineas, las superficies,
0, en general, las formas geomélricas, existen independientemente de
la inteligencia que de ellas ha de tener conocimiento; y las leyes 4
que se hallan sujetas y que constituyen su eseneia, son necesarias ¢
¢ inmutables.

Pero estas figuras y sus condiciones de existencia quedarian per-
didas en el fondo del espacio como en una especie de caos, si el su-
jeto, 6 la inteligencia humana no las hiciese brotar del mismo, dindo-
les la determinacién que les corresponde segtin su naturaleza indi-
vidual.

De esta aceién del sujeto sobre el objeto surge el organismo de la
ciencia geométrica, organismo ‘invariable en cuanto 4 la materia it
objeto, pero susceptible de inlinidad de formas. Estas formas del or-
ganismo sufren una alteracién ¢ perfeccionamiento sucesivo, por
efecto del mayor conocimiento del objeto que resulta de facilidades
cada vez mayores en el sujeto para generalizar los resultados obteni-
dos en épocas anteriores, para incluir unas leyes en otras superiores,
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para establecer coordinaciones y subordinaciones dentro del plan
general 6 del sistema.

Pero la marcha seguida por nuestra actividad intelectual en la
constitucién de la eiencia, obedece & una ley necesaria. La de proce-
der del individuo al género. Del estudio de aquéllos al de sus relacio-
nes y dependencias. Lo primero es la determinacién individual del
objeto geométrico, después sigue la de las correlaciones de unos indi-
viduos, 6 agrupaciones de los mismos.

Tomando eomo tipo los elementos de Eueclides, vemos edmo en
orden serial 6 sueesivo se va construyendo el objeto geométrico, des-
de el tridngulo que es la figura elemental. '

El tridngulo equilitero, figura la méas ficilmente determinable, es
en rigor el primer eslabdn de la cadena, y después de establecer la
determinaciin del triangulo por tres elementos, 4 saber, un angulo y
los lados que lo forman, sigue la operaciin construectiva por el triin-
gulo isdsceles, que permite el ir sucesivamente construyendo la bi-
sectriz de un dangulo, la perpendicular 4 una recta, ete., é ir al mismo
tiempo fijando las propiedades de las figuras, eomo por ejemplo, que
un angulo exterior de un tridngulo es mayor que cualguiera de los
internos no adyacentes, que euando hay igualdad entre aquél y el
alterno interno, no hay tridngulo, pues las rectas son paralelas, ete.

Pasemos por alto las particularidades que puedan observarse en
cualquier tratado, sea el de Euclides, el de Legendre 0 otro, pues nos
basta saber para nuesfro propdsito que en estas obras resultan deter-
minadas las figuras geométricas hasta los poliedros regulares y los
tres cuerpos redondos y hasta obtenida la expresidén de su medida, y
ascendamos 4 otro grado superior de este estudio, cuyo primer des-
arrollo aparece para nosotros en los lemas de Pappus y en los poris-
mas de Euclides, y cuyo perfeccionamiento ¢ sistematizacion vemos
en la Geometria superior de Chasles, por no citar otros desarrollos
parciales de este orden de conceptos geométricos que la historia nos
revela, bastandonos citar las obras de Pascal, Brianchon y Poncelet,
para no alejarnos por ahora de nuestro objeto actual.

Ya en esta nueva etapa el sistema predomina sobre el individuo.
Lias series y los haces homogrificos nos manifiestan correlaciones de
puntos con puntos y de rectas con rectas, asi como las figuras homo-
graficas y homoldgicas, el polo y la polar, las figuras polares reci-
proecas, 6 en general, las correlativas nos indican correspondencias
entre rectas y puntos. Las figuras homotéticas y las inversas nos ma-
nifiestan otras diversas, ete., y estas relaciones pueden multiplicarse
indefinidamente & medida que la inteligencia prosigue su aceién com-

s ._._________' Bl i ___e______i, AT
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binatoria, fijando otras nuevas relaciones que dilatan continuamente
el horizonte cientifico.

Después de haber disefiado estas generalidades, vamos 4 fijarnos
en ¢l modo de ejercerse dicha aceidn de la inteligencia sobre el objeto.

Este hemos dicho existe en toda la plenitud de su esencia en el
espacio como fondo indeterminado mientras sobre él no se ejerza la
aceién del sujeto, que sdélo puede ejercerse de una manera gradual y
sucesiva por efecto de la limitacién de la intelicencia humana, que i
la supusiésemos por un momento suficientemente apta y eficaz para
envolver con una sola mirada la totalidad del ohjeto, verfa 4 la par
que todas las relaciones que constituyen la parte tedrica de la cien-
cia, todos los problemas resueltos; veria no siélo las entidades dadas
en cada uno simultineamente con las buscadas en éstos, la hipdtesis
y la tesis de todos los teoremas, sino que ademdis no se le ocultaria
ese andamiaje de la geometria que constituyen las construceiones
auxiliares, los términos medios que sirven para enlazar ambos ex-
tremos.

Desde esta hipdtesis que nos ha conducido al caso de la inteligen-
cia Suprema 6 absoluta, descendamos 4 la realidad de la inteligencia
humana, imperfeeta, limitada en sus funciones y necesitada por lo
tanto de un instrumento que supla su debilidad y le haga asequible
el recorrer los dominios de la eiencia, y sujetar 4 su aceidn el enca-
denamiento de verdades que constituyen ésta.

Dicho instrumento es el método o6 el eaminoe que en cada caso le
permite llegar desde su punto de partida hasta el fin que se propone.

Asi como el espacio real estda poblado de cuerpos que forman los
sistemas estelares y planetarios cuyos elementos tienen entre sf rela-
ciones fijadas en el vasto plan que rige el Universo, de manera que
las combinaciones de masas y energias determinan la infinidad de
acciones y reacciones, de movimientos, de conflictos y de armonias
que constituyen tan vasto organismo, de modo que una ley suprema
aplicada 4 dichos elementos primordiales han bastado para la deter-
minacién de la vida del mismo, en nuestra inteligencia se desenvuel-
ve un organismo ideal. Los puntos de partida, los fundamentos so-
bre que ha de estribar todo el edificio son aquellas entidades simples,
(ue formando los géneros supremos no tienen género superior 4 que
referirse y que son indefinibles y sdlo tienen su acceso & nosotros
por efecto de una intuicidn inmediata, tales son el punto, la recta, el
angulo, y ademds aquellas relaciones elementalisimas que se escapan
al raciocinio y que forman eomo parte de nuestra esencia intelectual
¥ que se llaman axiomas.
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A la manera que si al pretender ir mis alld de la realidad del Uni-
verso en que vivimos, lo absoluto nos ofrece una solueidn de conti-
nuidad una barrera infranqueable, la falta de vpn camino que noS
pueda dirigiv por regién inaccesible & nosotros. los axiomas y los
conceptos primitivos 11 objetos simples ¢ indefinibles se nos ofrecen
como lo excepeional en los umbrales de la ciencia; y si procedemos en
orden regresivo, 6 desecendente desde aquellos limites hacia el interior
hacia la regién en que puede desenvolverse nuestra actividad dentro
de los dominios de nuestra realidad, entonces nuestra marcha es en
extremo expedita v facil; ya nos es posible caminar en cnalquiera di-
receidn, porque la trama de las verdades es continua y & nuestro al-
bedrio podemos elegir direcciones que nos conduzean, bien 4 un mis-
mo resultado, bien 4 resultados indefinidamente variados y distintos.

L.os diferentes tratados de Geometria que se han eserito, ya sean
los Elementos de Buelides, d los de Legendre, ¢ los que posterior-
mente se han publicado alterando més 6 menos el encadenamiento
cientifico, nos ofrecen un primer ejemplo de la diversidad de caminos
que pueden seguirse para establecer el organismo de la ciencia geo-
méirica, y eso que tales elementos, ecomo su nombre indica, ofrecen el
conjunto de las verdades mas fundamentales de tan vastisima cieneia,
pues en efecto, dichos elementos son los organismos en que se resu-
me cuanto concierne 4 la determinacidn de las figuras mas simples
gue pueden concebirse en el total conjunto de la ciencia, el angulo,
el tridngulo, el euadrilitero, el eireulo, el plano, los dngulos diedros
¥ poliedros, los poliedros y los euerpos redondos. Hay en esta prime-
ra etapa de la ciencia un predominio de lo individual sobre lo siste-
mético, ademds los earacteres determinativos de cada individualidad

son los mds inmediatos 6 simples,

El parvalelisme, la perpendicularidad v el segmento eireular son
los solos medios de referir nunos dngulos 4 ofros iguales, 6 mejor, de
transportar nn dngulo de una posicidn 4 otra. Los tridngulos iguales
llevan uniformemente & determinar también igualdad de dngulos y
segmentos, facilitando el constituir el encadenamiento que eonduce &
la determinacién de dichos elementos. La igualdad de razones 6 de
productos de segmentos determinan paralelismo ¢ antiparalelismo y
reciprocamente. El teorema de Pitdgoras es la base fundamental de
relaciones de magnitud entre segmentos, v las lineas triconométricas
ligan entre si los elementos distintos de un tridngulo, lados y dngulos.

Pero sentados estos fundamentos de la eiencia, eaben infinidad de
combinaciones ulteriores por las que se deferminan unas figuras me-
diante otras § porlas que unas propiedades surgen de otras, llegéan-
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dose en suma a reducirse la cienecia 4 la f’i'Lf-ﬂ-"')«/i-'J'H”-f(ff.-f:H de wiis pro-
piedades o de wndas figuras en otras.

Los 220 porismas que restablecid Chasles en su obra Les trois li-
vires de porisies d Euclide, los 38 lemas de Pappus, la multitud de
obras que forman agrupaciones de teoremas y problemas, como por
ejemplo, los de Ritt, Catalin, Desboves, Amiot, Petersen, Echegaray,
las [II'('G]HR;’I.‘: colececiones que {'.Hll."-ililll_\'i_}“ A .#l'rfrur’f to Fuelid de [_‘&'Hi-._\.'
v A treatise on the Geometry of the Cirele, publicado recientemente por
Mr. William J. M. Celland, que & parte de cuestiones referentes a teo-
rias geométricas modernas, ofrecen el rico fldén de cuestiones que
acrecientan y desenvuelven como organismo admirable la novisima
Geometria, cuyos fundadores son MM. Lemoine vy Brocard, todo esto
con sOlo presentar 4 nuestra imaginacién una pequena region del
dominio de la Geometria, nos revela de un modo elocuentisimo
la infinita variedad de modos de que dispone para determinar rela-
ciones y transformar un corto nimero de entidades, ya sean puntos,
rectas, angulos, tangentes, tridngulos, cuadriliteros, eivenlos, ete.

Tres cosas deberemos distinguir desde luego para que surja la luz
de este caos de relaciones enfre las entidades geoméiricas: la exis-
tencia de estas relaciones, su fraduceidn en las relaciones de ideas, v
los medios de pasar de unas relaciones & ofras 6 de unos coneeptos

i ofros.

En el espacio existen en potencia ¢ virtualmente todas las relaeio-
nes geométrieas que la intelicencia humana pueda coneebir, y aiin
muchas mas. Estas relaciones son inmutables, necesarias y conformes
con la esencia de la extension donde s2 hallan eomo en la ecantera la
estatua que ha de vaciar el eincel de un artista, y no de otra manera

la inteligencia ha de disenar las entidades que deben pasar de la po-

tencialidad al acto, para constituir el organismo geoméfrico,

¢Cudl es la forma bajo la cual se han de manifestar estas realida-
des subjetivas correlativas ¢ inseparables de realidades objetivas en
el espacio? Esta forma es las de nuestros actos intelectuales cuyos
enunciados ¢ tradueeidn verbal conocemos con el nombre de teoremas
corolarios, porismas, lemas, ete. Y en este punto ya notamos un prin-
cipio de variedad. Tal proposicidn, que en un plan expositivo es teo-
rema, pasa 4 ser corolario ¢ lema en otro; tal proposicién, que apare-
ce unas veces como un problema, otras reviste la forma del teorema,
notindose en esta disposicidn una influencia de la aceidn inteleetual
sobre el objeto que ésta modela segiin sus propdsitos 6 segiin la ca-
pacidad peeuliar & cada individuo.

Chasles en la ohra arriba eitada y M. P. Bretdn (de Champ) en sus
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Recherches nouvelles suyr les porismes d Euclide hacen detallados and-
lisis de estos varios géneros de proposiciones en sus trabajos encami-
nados 4 dilucidar el concepto de porisma, labor en que intervinieron
muchos ¢ ilustres gedmetras, desde Pappus y Proclus en époea remo-
ta hasta Girard, Fermat, Halley, Simson y Playfair, por los si-
glos xvi y xvi y atn tltimamente Wronski, Poncelet, ete.

En su obra Les trois livres de porismes d Euelide, Chasles, ademas
de ilustrar al lector sobre las varias acepeiones en que se ha tomado
la palabra porisma, trata de otras varias proposiciones como los luga-
res, el teorema y el problema local, el corolario, la dada, las conocidas
que forman el asunfo de obras debidas 4 Euelides, Apolonio y Hassan
Ben Haithem.

Que si el lugar, difiere del teorema local y del problema local, aun-

que participa de uno y otro, como manifiesta Chasles; que si los coro-
larios son proposiciones que se concluyen inmediatamente, sea del
enunciado de un teorema, sea de su demostracion, sin ser su reprodue-
cidn en otra forma; que si las dadas, especies de teoremas incompletos
en los que faltaba determinacion, en magnitud ¢ en posicidn de cier-
tas cosas anunciadas como consecuencia de la hipdtesis, tenfan como
las anteriores proposiciones sus analogias con el porisma, proposi-
cidn que varios gedmetras, entre ellos Chasles, conceptiian eomo par-
ticipando de los caracteres del teorema y del problema; que si estas
mismas proposiciones, objeto de la obra citada de Chasles, suplian en
la antigiiedad el moderno andlisis de Descartes, buscando el multi-
plicar las expresiones diferentes de cada lugar, es decir de cada cur-
ra, que les permitieran pasar de unas & otra (Y)) maneras entonces
conocidas, 0 inventadas por Eueclides, para expresar por dos coorde-
nadas ligadas entre si por cierta relacidn, las deseripciones diversas
de los tres lugares, recta, punto y eirculo, y para pasar de una de es-
tas deseripeiones i otras @,

Estas consideraciones criticas, como las muchas de andlogo caric-
ter y concernientes al mismo asunto, expuestas en la obra de M. Bre-
ton, manifiestan cuan senalada es la influencia subjetiva en el modo
de ser de las proposiciones, en la forma de ofrecérsenos las verdades
dentro del encadenamiento sistemditico, contribuyendo esta eausa de
variacidn 4 dar al organismo cientifico eierta flexibilidad indepen-
diente del rigor légico que aumenta el poder de atraceidn que la cien-
cia ejerce sobre nuestro espiritu.

(1) Les trois livores de Porismes d'Euclide, pig. 60.

2) Aper¢u historique, pag. 277,
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Despnés de haber confemplado someramente el objeto en su estado
de posibilidad, es deeir, en el easo de poder tener una realidad con-
forme con su esenecia en ¢l momento que sobre él obra como causa
creadora nuestra inteligeneia (motor que de aquella potencialidad la
conduce al acto, expresado bajo la sola forma positiva que le es ade-
cuada en la ciencia, es decir, lu verdad, ¢ relacién de conveniencia ¢
conformidad), y de haber hecho indicaciones sobre_las diveaidades en
la forma que introduee nuestra actividad en la constitucion del orga-
nismo cientifico, que si bien es inalterable en el fondo, admite varieda-
des, motivadas por las eondiciones personales del que lo construye,
por la eorrelativa importaneia y subordinacién que pueden tener entre
si las verdades en el conjunto, corresponde tratar del modo de ejer-
cerse esta accidn del sugeto sobre el objeto, va para allegar nuevas
verdades ¢ relaciones que aumenten el confenido cientifico y hagan
mas espeso el tejido de las mismas, ya para coordinarlas y subordi-
narlas enfre sf al formar el orecanismo de la eciencia; este modo de ejer-
cicio es el método § camino, segiin su etimelogia, que sigue la inte-
licencia en la inveneidn 6 en la exposicidn: este camino ¢ marcha que,
seonin las dos direcciones opuestas de que es suseeptible, se llama
andalisis ¢ sintesis, en la acepeidn mds general, es decir, prescindiendo
de ciertas eondiciones que exigen la consideracidn, al lado de estos
procesos generales de la inteligencia, de otros particulares que estri-
ban en circunstancias especiales, motivadas y ocasionadas por el ob-
jeto 6 por el sujeto.

El andilisis v la sintesis que forman dos encadenamientos inversos
de teoremas ¢ de problemas tan notablemente expuestos en la obra
de Duhamel Des metodes dans les sciences de raisonnement, ese proce-
dimiento de investigacidén que se remonta hasta la época de Platdn,
segin el testimonio de Pappus, y se basa en suponer cierto lo que se
trata de demostrar, d hallado lo que se pretende obtener; es una forma
eoeneral de actuar la inteligencia sobre el objeto, que por eso mismo
lleva en sf una indeterminacion absoluta. La inteligencia puede sus-
fituir unos problemas 6 teoremas a otros por encadenamientos varia-
bles cuyos extremos han de ser lo deseonoeido con algo eonoeido que
comunique 4 lo primero su verdad 6 realidad, mediante los eslabones
infermedios. Na

0 sea mas 6 menos directo 6 accidentado, que los rodeos para

a afeeta 4 lo esencial del procedimiento que el cami-

llegar al fin se haya muliiplicado econ execeso, esta circunstancia de-
pende de la ilustracidn del que proceda, de sus condiciones intelce-
tuales, de lo oportuno ¢ feliz de la eleecidn del andamiaje que le ha de
servir para construir y completar su edificacidn.
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Asi eomo en el mundo fisico, y segiin la hipdtesis & que se subor-
dina hoy la explicacién de los fendmeénos materiales, el éter en todas
direceiones trasmite las energias sometidas 4 una transformacion per-
petua 4 través de los sistemas de mundos; y filtrado, por los espacios
que dejan entre si los dtomos materiales, es el intermediario siempre
entre dos acciones que podemos concebir en dos momentos dados de
ese flujo continuo de fendmemos, de igual manera en la trama infinita
de relaciones geométricas pueden elegirse dos extremos que es nece-
sario enlazar por el intermediarvio comiin, que aqui son las construc-
ciones auwwiliares. Desde una figura hemos de llegar hasta otra, v esto
se realiza agregando 4 la primera otras figuras, todas las que sean
etar la red de relaciones de la que al fin sdlo

necesarias para comp
deben destacarse, como las lineas principales de un dibujo, aquéllas
que constifuyen los dos extremos del encadenamiento que han de ser-
vir para enunciar el teorema demostrado ¢ el problema resuelto, como
el sorites en la Idgica enlaza los extremos que han de constituir una
proposieion con el auxilio de una serie de medios destinados & des-
aparecer.

Los Elementos de Euelides son un modelo acabado de este enca-
denamiento de verdades que forma una sintesis 0 organismo. Esta-
blecidos los axiomas y postulados necesarios para la edilicacidn, co-
mienza el encadenamiento por la figura més regular, el triingulo
equilitero, encadenamienfo en que, indistintamente, log teoremas v
los problemas se suceden en esta obra de determinacidn geomdétrica,
en la cual se emplea casi continnamente el método ad absurdwn, que
es proplamente, eomo dice Laeroix (U, un procedimiento analitico,
¢porque en él se supone que la proposicidn enunciada es cierta, y se
busean consecuencias tales que, siendo absurdas, hagan ver que la
hipdtesis considerada, lo es tambiéns, método introducido en los Elg-
menios, segtin manifiesta Chasles ), por Euelides.

Pero no basta considerar esta admirable sintesis realizada por
Euclides de los conocimientos geométricos acumulados hasta aquella
época, debemos eonsiderar el andlisis y la sintesis como complemen-
tindose en la evolucidn de la Geometria. Bl primero, instrumento de
inveneion, tiene por resultado el aerecentamiento del nimero de ver-
dades, como el segundo el formar agrupaciones y encadenamientos
que ineluyen en eada etapa los nuevos materiales aportados. A'\illlﬁl
procede con cierta ivregularidad, sefalando eada vez dos puntos ex-
tremos en el vasto subsiratum de la extension que deben unirse por

(1)  Essais sur 'Enseignement, pp, 210-211.
(2) Apercu historique, p. 0.
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la eontinuidad del razonamiento aplicado & los términos medios que
proporeionan las consiruceiones auxiliares; y después de haber ofre-
cido su resultado bajo la forma de nuevos teoremas, la sintesis lo co-
loea en el orden que debe corresponderle en el organismo total, de-
signdandole su eategoria propia entre las demds verdades, como lema,
teorema, corolario, porisma, ete.

Ademis, la sintesis geométrica que constituye un tratado no pue-
de admitir la totalidad de las proposiciones que resultan de la inven-
cidn por el andlisis. En el organismo de la ciencia engranan perfec-
tamente ontre si los principios fundamentales de cada teoria con sus
consecuencias inmediatas, mas no el infinito namero de verdades
complejas que se vesuelven en aquellos elementos del organismo.

Cada feoria con el conjunto de sus feoremas es como un foeo lu-
minoso de verdades que ireadian para multiplicarse indefinidamente
en la eombinacion inagotable de aplicaciones d casos eoneretos. Esio
explica en primer término la necesidad de los porismas en aquella
época en que no se habia llegado 4 la variedad de teorfas que carac-

teriza la Geometria de la época presente. La obra de los porismas,
como dice Pappus, «<era una vasta coleceion de proposiciones de una
eoneepeidn ingeniosa y de 1itil auxilio para la resolueidn de los pro-
blemas mis difieiless, y como dice Chasles: «L.os antignos no tenian,
como nosotros desde Desecartes, términos de comparacion entre los
lngares 4 los que llegaban en sus investigaciones geométricas. Para
nosotros basta expresar un lugar en coordenadas ordinarias para
conocer su naturaleza: la diseusidn de su epnacion nos ensefa inme-
diatamente las afeceiones y eircunstancias singulares de este lu-
gar...». «L.os antignos no poseian tal procedimiento general y unifor-
me de investigacidn: no disponiendo de un téemino de eomparaeidn,
debieron inventar medios auxiliares para llegar i reconocer las rela-
ciones de un lugar que se ofreefa por primera vez con ofros lugares
va conoeidos. Estos medios no podian consistir més que en cambios
de deseripeidn, 6 de coordenadas del lugar, para obtener algunas re-
laciones simples, y aun de identidad con modos de deseripeidn de los
|l|'-1'.‘1 1'es ('_':11[11('j|[|'r.-4

«Tal es el origen de sus porismas, que tenian por objeto sustituir
4 una expresidon geométrica 6 analitica de un lugar, otra expresiin
oeométrica ¢ analitiea del mismo lugar...» Asi estos porismas suplian,
entre los antiguos, 4 nuestro Anilisis moderno, que ha llegado a
reemplazarlos 4 pesar nuestro, .

Establecidos los fundamentos de la ciencia en la obra de Euelides,

es decir, los puntos fijos de refereneia de otras verdades mas comple-




84 EL PROGRESO MATEMATICO
jas, v por consiguiente redueibles 4 aquéllos, la Geometria, al dilatar
sus dominios, habia de necesitar nuevos puntos de apoyo pava, desde
ellos, continuar sus progresos; y hemos visto que la obra de los po-
rismas debid contribuir 4 este fin al mismo tiempo que llevaba consi-
o0 el germen de nuevos desenvolvimientos que se han verificado en
los tiempos modernos: y en efecto, Chasles, al encontrar en los lemas
de Pappus sefiales tan marcadas de las relaciones anarmonica y armg-
nica de las divisiones homogrdficas, ete., expresa su opinidn de que, si
la obra de los porismas se hubiese conservado, desde hace largo
tiempo se habria llegado d estos conceptos de la Geometria moderna,
y aun declara explicitamente, que para llevar & cabo su obra de adi-
vinacidn y restablecimiento de los mismos, le fué preciso antes dar el
desarrollo eonveniente 4 estas teorias en su Yratado de Geometria si-
perior, que forman la base de la misma.

Habiendo llegado & estas alturas en nuestra excursion por el do-
minio de la Geometria, nos es forzoso antes de pasar adelante, sefia-
lar una distineién entre los métodos que esta ciencia ha empleado,

Kl andlisis y la sintesis, procedimientos los mas generales del
espiritu en la investigacidn cientifica, constituyen el método univer-
sal que domina el conjunto de la ciencia humana, si bien al aplica

8
i la Geometria, su acepeién es otra de la acepeién general. pero de-
jando huella de su origen.

Después del andlisis y la sintesis, que forman el método univer-
sal en sus dos fases § direcciones opuestas, otros métodos conoeemos
en Geometria 4 que debemos dar la denominaecidn de eenerales, tales
son: el método "ih'}-"\‘#"!ml, el método f;'ﬂ‘_r_.ffindru*‘rfl‘!'"w_ el de las r'rj,ruffm-
lencias, el de los cuaternivs, ete.

Estos métodos tienen un eavdcter formal, que se refieren 4 modos
de actuar la inteligencia en general, prescindiendo de las particulari-
dades del objeto, pues son aplicables 4 la variedad de objetos de
una manera uniforme,

La Geometria analitica de Descartes refiere & un sistema lijo de
lineas, coordenadas, los sistemas de puntos que entran en la defini-
cion de cada entidad geométrica; es un instrumento universal que se
adapta 4 todas las concepeiones geométricas. Sometidas las entidades
geométricas al edleulo, éste realiza transformaciones en cierto modo
misteriosas en las que desaparece & nuestra intuicidn el objeto, y
presenta sus maravillosos resultados 4 nuestro espiritu. Al despreciar
los enlaces 6 las proposiciones intermedias, nos deja en la ignoran-
cia del modo por el que se ha realizado el acceso desde el punto de
partida hasta el resultado: se sabe que una cosa es cierta porque el
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razonamiento ha sido riguroso; pero ignorindose el edmo y por qué
Io es. Algo andlogo puede afirmarse respecto 4 los métodos de las
equipolencias y de los euaternos, eileulos de los heechos geomdétricos
¢n el plano y en el espacio respectivamente, como manifiesta M. Lai-
sant 1), Elprimero,método uniforme por el que, basindose en unas cuan-
tas reglas generales, se hace una extension de relaciones de puntos
en linea reecta 4 otras de puntos en el plano; el segundo que, eon sus
veetores, traslaciones y rotaciones forma la base de nn nuevo sistema
de Geometria analitica, y ambos, ocultando bajo un simbolismo siste-
matico la prodigiosa eficacia que poseen para llegar 4 demostirar
teoremas y resolver los mds variados problemas. En fin. el método
trigonométrico, que tiende su red indefinida de triangulos entre los
puntos que resultan determinados, mediante su enlace més & menos
mediato, con los tres vértices del primer triangulo de aguélla.
Después de estos métodos generales que indirectamente llevan a la
verdad ocultando las relaciones de los objetos bajo el simbolismo for-
mal que los r'-nﬂ.-‘!ill]__\'!'. HF‘_»._:':!“]H.-% 4 los métodos de la Geometria pura, i
';I!J]Il:“!]:“: por los que la inteligeneia proecede directamente sobre el ob-
jeto y en los que la intuicién acompana & las varias transformaciones
que condueen al resultado final. Estos métodos de transformaeidn de
las figuras tienen su origen en las obras de Pascal y Desargues, y sc
han ido continuando por La Hire y Le Poivre, hasta que en el siglo
actual la nueva evolueidn realizada por la escuela de Monge ha dado
4 los métodos puramente geométricos el impulso que llevd hasta el
sistema gralico de Staudt, y que hoy eontintia su ineesante progreso,
espresado en la infinidad de métodos de fransformaeiones gue han
convertido 4 la Geometria con un dominio ilimitado de formas que se
derivan unas de otras por procedimientos cada vez mds diversos.
Pascal con su célebre teorema sobre el hevagrammun iysticwm
estableeid la base de un tratado completo de ednicas, siendo el funda-
mento de su obra Essai powr les coniques, como dice Leibnitz, ¢l em-
pleo de la perspectiva para engendrar las canieas por el eireulo des

pués de haber explicado la generacion del cono, hecha Gpticamente
por la proyeeeidn de un eireulo, sobre un plano que corta el cono de
los rayos, explica las notables propiedades de cierta ficura compues-
ta de seis reetas, que llama exdgrama misticos (2.

2)  Como lel teorema de Pascal podemos citar la memoria

ir. Voronese

m (Rom el autor expone

esultac

ios partien 2al

mon y Kirkman
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Desargues, euyo método, ecomo el de Pascal, se fundaba en la pers-
pectiva, enriquecid la Geometria con su teorema fundamental refe-
vente & la involuncidn de seis puntos, generalizacidn de la proposieiin
130 de Pappus en la que 4 las dos diagonales del cuadrilitero se
sustituye una conica que pasa por los enateo vértices de éste, ¢teorema
central, como dice Chasles, en la teoria de las ednicas, porque de él se
derivan, naturalmente, infinidad de propiedades diversas de estas
curvas como de nn eeafro dnieo;» v tambien se le debe la notable
propiedad de los tridngulos: si dos tridngulos situados en el espacio o en
wi l{-‘({“f_f}. tienen sus v I,l'.?lf‘l'u'-‘\' situndos dos ¢ dos en tres rectitg concurren-
tes en un }Jffa‘.rl’u_‘r. sus lados se encientran dos fl; dos en tres ;“-’fii.f”-" sileeit-
dos en linea recta, teorema 4 que did mids tarde Poncelet una gran

generalizacion en su teoria de las figuras homoldgicas.

En el tratado de las ednicas de La Hire se halla la teoria de los
polos, demostrandose sintéticamente los teoremas siguientes:

1.0 «Si alrededor de un punto fijo se hace girar una fransversal
(qne ecorta & una eoniea en dos puntos, las tangentes en estos puntos
se encuentran en una reetas, y reciprocamente ¢si desde cada punto
de una reeta se trazan dos tangentes & una cénica, la reeta que una
los dos puntos de contacto, pasard por un punto fijo

2.0 «8i por un punto fijo se frazan varias transversales que en-
cuentran & una cdnica, las rectas que unan dos & dos los puntos de
dos cualesquiera de las transversales se encontrarin sobre la polar
del punto fijo.»

3.2 HEl punto en que cada transversal encuentra i la polar del
punto fijo, es el eonjugado armdnico de este punto fijo eon relacion
a4 los dos puntos en que la fransversal eneuentra 4 la eurvas, propo-
sicidn esta iltima conoeida ya por Apolonio (0, asi eomo la primera y
su reeiproea fueron demostradas mis tarde por Monge de una mane-
ra intuitiva y elegante y extendidas 4 las superficies de segundo
grado.

Ademas de esta importante teoria debe eitarse el método de frans-
fm'a.-."{r_'.r'r;n e lis _ffj.‘nj'rr-\‘ en olbras /f‘r..f.'r;'rr,h' u’a-‘f misimo _-‘_,fr".r;r-'g'rr. |-7{1r1[:-~411| “n
la obra titulada Planiconiques, de la enal nos ofrece aleunas noticias y
desarrollos Chasles en su Apercu historigue, método que tiene por
base la consideracién en un plano de dos rectas paralelas, la formnatri:
y la directriz y un punto Hamado polo. <Por cada punto M de una
curva dada en un plano se traza, en una direceién arbitraria, una
transversal que encuentra a la direetriz en un punto, el cual se une

117 Apergn historique p. 124

e
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al polo por una recta, y 4 la formatriz en un segundo punto, por ol
eual se traza una paralela 4 esta recta. Dicha paralela encuentra i la
recta que une el punio M con el polo en un punto M que se dice for-
mado por el punto M

Al lado de este deseubrimiento de La Hirve hay que citar el de Le
Poivre, que inventd de nuevo el método del primero. teniendo uno y
otro métodos de generacidn de las ednicas por medio del efreulo por
propiedad earacteristica que: 4 eada punto y 4 cada recta considera-
ilos como pertenecientes al efreulo generador, corresponden un punto
y una recta pertenecientes 4 la edniea, siendo la relacidn de posicidin
de las dos figuras tal, que dos puntos correspondientes se hallan en
linea recta econ un [Ill!][.tl [J"in = Al dos rectas mr,‘;‘r'.~"nru(rh'.r';.1fr.§ conci-
rren en un eje lijo, pudiéndose reconocer en estas relaciones las
propiedades de las fiouras J’rru:.fl.ff:;i;fa’rh" expuestas mas tarde por Pon-
celet en su Traite del f_’;';}‘f}.’ﬂ'i'lfr'.\' ;_ra'r.:,f'f'r'ff.!"'-ﬁ' des }’E_:_}(“'.u'.-\'_ siendo el er/” y
la formatriz respectivamente el centro y el eje de hoimolog .

EEn fin, Newfon, cuya inteligencia superior penetrd fodas las mis
capitales euestiones que la cieneia ofrecia en su époea, tambien ima-
eind un medio general de fransformacidn de Heguras en las que 4
puntos eorresponden puntos y 4 rectas, reetas: dando una construe-

eidn geomdétrica ¥y una expresion analitica, sencillas una y otra, pero

como dice Chasles en su obra, yva varias veces citada, sin dar 4 cono-
¢er el camino que le habia eondueido & este modo de transformacidon.

Este notable perfodo de transicidon entre la geometria antigua y la
ceometria sintéfica moderna, que ofrece el germen de las doctrinas
que adquieren un considerable desarrollo & partiv del descubrimiento
de la Geometria descriptiva por Monge, se cierra con los resultados
debidos 4 dos gedmetras tan notables eomo Simson y Stewart.

El primero ademis de emplear preferentemente sus esfuerzos de
restifuir la obra perdida de los porismas de Euelides, eseribid sus

Seetionwin Condearwm, obra (ue contiene, ademis del teorema ad qitit=

tor lineas de Pappus, los de Pascal y Desargues, haciendo ver que
toda la teoria de los polos se deduce de uno de éstos.

Y no seria justo terminar este perfodo de la historia de la Geome-
tria sin citar las obras notabilisimas de Stewart tituladas: Prepositio-
e ‘t;’a’u'j‘nia’f;'l'r-"_ more Vetervm rlfr‘mmr,\'fa'r:‘fff' ad Geometriam f!HHf]j”JI‘m
illustirandan, ete. v Soume General Theorems, hallindose en ésta sus

eélebres teoremas W que expresan propiedades generales de cuatro

(1) Recientemente (1891) ha publicado M. C. Thiry una obra titu®ada A ppli

st ot thiorie du e

i Oles du

2on R, Simson, Tho

18 Bimpson, Bular y John Leslis, dice el au-
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puntos, de los que fres estin en Iinea recta formada por la relacion

DABC4+ DB AC —DC AB=AB.AC.BCW.

Chasles, en su Aperen historique, observa que los cincuenta teo-
remas de Stewart pueden reducirse 4 enatro, cuyos enunciados da,
refiriéndose los dos primeros de édstos 4 los poligonos regularves ins-
eriptos y eircunseriptos en el efreulo, que eonsidera eomo easos par-
ticulares de teoremas comprendidos en la teorfa de las ednicas.

En enanto & las Propositiones geometrice, las referentes 4 la ninica
recta se refieren casi todas a4 una propiedad general del enadrilitero,
que se reduce al lema demostrado por Pappus, que enuncia asi: Toda
f;'rfimi'r'.i’-_s‘if? f‘Jr-_'r-'i’uh‘:r ."u.\' f'.rhr-'f.a’u /Hrha.\’ ffr Hn i‘f”{f?a';g:;h'i'n _.‘,.f frrh' !J"ri.'\' :.?.1';.'-
gonales de wn enadrildtero, en seis puntos que tienen entre sé la relacion
de involucion, menciona las que se refieren al teorema que Pappus eita
como formando parte de los porismas, & saber: Cuando los tres lados
de un :‘."Erfu;;_fr:_’rr._ de fru'h’-‘rf variable, _f_.”lf’hflt alrededor de tres j_ir}f.r'rﬁ' /HH-‘?.
sitwados en Linea recti. iy dos de los vértices del f.r'.i'.r.f'.l,:.{_rfrlrf recorren dos
rectas fijas dadas, el tercer vértice engendra wna tereera recta qure pasa
por el punto de interseccion de las dos primeras. En enanto a las propo-
siciones referentes al eiveulo, observa el autor de la Geometria supe-
rior que pueden considerarse como concernientes & la deseripeidn de
esta curva por la interseccién de dos restas que giran alrededor de
dos polos fijos, formando sobre una transversal segmentos que tie-
nen entre si cierfas relaciones, siendo una relacitn de segundo grado
en el caso de recorrer el punto de interseceion de las dos reetas ma-
viles una cdnica.

Monge ereando la Geometria descriptiva dié un nuevo y colosal
impulso 4 los estudios geomélricos inaugurando una nueva época
para la ciencia de la extensidn,

Z. (. pE (FALDEANO.
(Se continuard),

for en el Prefacio, han uillizado el teorema de Stewart en sus asc
Tt + ya, de
parte do los alumnos de instraee

Iin 1837, Chasles es

neatra EPIOCE, TR

tos matemilicos.— Esta pro-

ion o3, ung grad importancia, y sin embargo, o3 desconoclda por la mayor

wedin.

seribin cade esta prog idn ¢ Ksta propiedad cagi deseonocida en

va by cabida en los elemogt

¢ o ol meieas en Jos complementos de Geo-
metyias.
La obra de M. Tl

los puntos y el-dngule de Brocard, el teorema de Feuerbach, circulo de Lemoine,

imerosas aplicaciones & la Geometria del tridngulo, como

Eh] Chasles deduee el teorema de Stewart de una relacidn de cinco puntos en Ifnea recta.

.
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SUR UNE QUESTION D’ ARITHMETIQUE
rar M. H. Brocarp

(Voir Er. PRoGRESO MATEMATICO, T, I, pp. 814-317, T. 11, 25.- 27),

Les propriétés des fractions périodiques, signalées derniérement
dans les articles cités duo Journal, nous ont paru motiver les remar-
ques suivantes, qui cependant n'ont peut étre pas le mérite de la nou-
veauté. Elles conduisent, toutefois, & une détermination des ehiffres de
la période, mais en partant des derniers chiffres, et non des premiers
eomme les donnerait 1'opération directe de la division.

A ce tifre, elles offrent le sujet d'une Réerdation arithmetique, qui
pourra intéresser nos lecteurs.

A notre connaissance, le seul exemple de question présentant une
certaine analogie avee 1' objef de cette notice, se trouve dans les
N. A. M. ot Terqueym avait proposé, en 1846, d’effectuer une division,
en opérant par la droite, mais en donnant au préalable le reste de
I’ opération faite suivant la regle elassique (question 139).

L’ intervalle de 26 annédes entre 1'énonecé ef la solution (J. pe Vi-
rigv. 1872. pp. 129-131) montre que ce probléme parait avoir présenté
quelque difficulté,

Nous en exposerons ici une solution, mais nous comptons lui don-
ner quelque extension et 'appliquer & d'autres problémes qui nous
semblent n'avoir pas encore été I'objet d’une étude systématique.

Désignons par (n), un nombre formé de n chiffres a.

D’aprés le théoréme de J. Prareav (loc. cit I1. 26) tout nombre im-
pair A non termind par 5 a un nombre (n), parmi ses mulliples.

Supposons le nombre A terminé par 1,3, 7 ou 9.

Pour que son produit par un nombre quelconque B se termine
par 9, il faut que le multiplicateur B se termine par 9,

Comme le dénominateur de la fraction génératrice de la période
P estde la forme (n),, on se trouve amené & traiter la question sui-
rante:

Déterminer les autres chiffres du multiplicatewr B de fagon que
tous les autres chiffres du produit AB soient également des chiffres 9.

Pour obtenir ce résultat, observons d’abord que les dix premiers
multiples du nombre A se terminent une fois par chacun des dix
premiers chiffres. Si done on a éerit le multiple terminé par 9, il suffi-
‘a de prendre le multiple terminé par le chiffre, complémentaire a 9,
de celui des dizaines du premier, et ainsi de suite, et d'derire en re-
gard le numero du multiple correspondant.

Pour fixer les idées, soit, par exemple, A = 1T (Loc. cit. 1. p.316).
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Formons ses 9 premiers multiples:
1 2 3 E) 5] 6 T 8 9
17 34 al 68 85 102 119 136 153
Le multiple terminé par 9 est 119, correspondant & 7. Aux dizai- |
nes, 1, il faut, pour avoir 9, ajouter 8; donc le multiple & prendre est
68, correspondant & 4. On a ainsi; I
119
G 8
799
Aux nouvelles dizaines, 1, 6, dont le total est 7, il faut, pour
avoir 9, ajouter 2; ¢’ est-a-dire le multiple 102, correspondant i 6; efe.
ete. on aura, en définitive, la suite

119 ecorrespondant & 7
68 4
1411408 (]
119 7
e el s e
I S e il e ek
68 L s e e o
da ki Sl e el e s
SRR s el e S e )
L R o LR IR e
S S L T
b N EROR, ST e o T
5 22T IR [l S R L s bttt RORGE, Fas)
1382 e s O L s s Rl
PR T S e S Rt G s )
Rt R RS et s i
L'opération s'arréte d'elle méme et on reprendrait ensuite les
nombres précédents. On en conclut la période
05688235294117647
dont les chiffres ont été, comme on le voit, obtenus dans 1’ordre inver-
se de celui des opératipns de la division de 1 par 17.
Il est & observer que, dans cet exemple, les sommes & compléier
a 9 ont toujours été inférieures ou au plus égales & 9. Mais elles pour-
raient fort aussi bien Iui étre supérieures, et dans ce cas, on les addi-
tionnerait comme d'habitude pour augmenter seulement le ehiffre des
unités de facon & obtenirle chiffre 9.
Cette particularité se présentera d'autant mieux que le diviseur
adopté sera plus grand.
i
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En prenant, par exemple, le nombre A = 47, nous aurons

1 2 3 + 5 6 T 8 g

47 94 141 188 235 283 329 376 423
puis les opérations suivantes:

P e R R il R |

AN rals S by S T 4 U

(1) T N w0 e R o
16 S R v s e e
LA 1 o e e, e
g e .

Iei, I'addition des chiffres 4 et 7 donne 11; on reportera done le
chiffre (1) des dizaines. Pour ne pas 'oublier & ' opération suivante,
il conviendra de |'inserire, & son rang, au-dessus du chiffre corres-
pondant, On aura done :

85k R e LD S G B
et on ajoutera 1, 3 et 8 ce qui donnera 12; on inserira le chiffre (1) &
part, au-dessus de celui des centaines de 188,

On aura done, en définitive:

B2 R e

e e L R A

PR e b g ey L

e e e B LS

i 2 IR S e i e e

QBT D i Vif Vel et R0 e ma s
158 s e et ) G

AT el mo o ara e i gk

A T e Y

= T e e L R A s e s )

TR B F 5 0] e ol Ry s ams et

de sorte que la période se ferminera par
..... YRS LS i R i s A R SRy B
et la demi-période par
..... 6 S0 B 1 g8 g B2
Les quotients correspondants sont,comme on le sait, complémentai-
res & 9, et les restes, complémentaires au dénominateur.
On aurait obtenu. tout aussi aisément, les divers chiffres du multi-
plicateur a prendre pour avoir un produit formé uniquement de ohif-
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fres 1,2, 3.... 8, ef en opérant par exemple, sur les nombres (n),, on
aurait immédiatement reconnu la nécessité de reporter les dizaines.
C'est ainsi que la division de (#), par 7 aurait donné

(1)
| @ ]
I_IIIH | = 1 . . . (3]
49 ey e 1l
ay | &6 S 8
3 b x s
PR L, T R RS s |
A o s 0 puis 3, ete.

e i ey . . 1 : =
et en effet 1 5873 est le quotient de la période de — par 9. (IL p. 25).
i i
On aurait de méme, pour le nombre (n),,
Mmea 3 (
(1 | ) o . . . . . . ,!
L R B
G S ol e e R T

|
|
I
L e s 3 i T

et en effet on a
47619 =3 x 15873

Observons, incidemment, que si le dénominateur A de la fraction -
se terminait par 1, ses divers multiples par 1, 2, 3,..9 se termine-
raient respectivement par;les mémes chiffres. Les chiffres de la pério-
de seraient done céux des unités des multiples successivement em-
11]0}-‘(‘5:
Exemple: A = 71. -
1 2 3 -+ H 6 7 3 9
71 142 213 254 355 426 497 abs 639

on aura, pour déterminer la période, & essayer la division de
vono. 9999 par 71.

142
ahR0
218
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La période se termine done par .... 83028169.
De méme, la division de (n), par 71 donnerait

{.11r

mh'4 97
1“| :|_’ 6 8
”'\ 426

'HI 639
| 639

497

il

305

¢'est & dire .... 51799687, et comme vérification on doit avoir

T
=,
o

.B17T99687 = .. .. 38028169 x -

et en effet, on a bien
..D1799687 X 9=.....388028169 x 7,

mais on remarquera que, dans le cas présent, le groupe ..38028169

n’est pas divisible par 9. La vérification devra pourtant se faire, mais

a la condition de déterminer les chiffres du quotient & partir de la

droite, opération qui, aprés les explications données, ne présente plus
de difficulté:

38028169

9

136

| 9

1

4

18 2

36 4

9 1

mg 1
27 3
81 9

( La suite incessamment).

Al RSP e
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CUESTIOMES RESUELTAS

Cuestion mimero 48. (Véase t. [I pag. 64).

Demostrar que si un triingulo isdsceles tiene el dngulo en el vértice
de 45°, la base es media proporcional entre el cuddruplo
de la altura y el exvceso de la altura sobre la base.

Solucidén por D. ApoLruo Guimarars, oficial de ingenieros,

En la cuestién 47 (véase en la pigina 63) se demos-

tro que

BM® = CM® + 2AM.OM (1)

Siendo el dngulo del vértice de 457, tenemos:

2 AD
AB=AC=—; -
‘\ 2442
AB 2 AD . BC — —
A S gl A8 e Al e ST eES B
Ve VaVe+ v K
Sustituyendo en la expresién (1), resulta
DD 5 BOE | 4 2AD.BC \ /o - -
T TR A [—«”
: . 2 — /2 A
y dividiendo ambos miembros por TE e se obtiene
s

4 AD°=BC>+4AD.BC, ¢ BOC =4 AD (AD — BO),

como se queria demostrar.
Solucidén por D. ALFREDO RocA ¥ CANCELO.

Representamos por « y h la base BC y la altura AD, y por & los
lados AB = AC.

Del triangulo ABD resulta:

P=rr—— 1) 40 = 4k — a®, o = 4P — 44,
Hay pues que demostrar la identidad

4b* — 4h* = 4h (h — a), 6 sea, b* = 24" — ah.
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Para ello observemos que de los tridngulos ABD y BMC semejan-
tes resulta:

MC a o . a? 20 — a?
= 2 _}__a MQ = —2!’— llll‘j.it_l AM =5 2;}' = T
i_).
También resulta de dichos tridngulos que
BM AM a 2b* —a? 2 —a®
i — —h- —— b—. ah= b AM=1b X % o — B)
42
Pero de la formula (1) resulta que 2A* = 25* — 'f.) -
iz 20 — a@?
luego Ot — ah = 2 — —— — ‘ — = b

2 2

que es lo que se queria demostrar.
Solucidn por D. Ricarvo C  no, alumno de la Universidad de Zaragoza.

Construecion—Tomese OH = BH = '/,a.
Desde O eomo centro triacese una eircunferencia tan-
#l cente 4 la base. Unase O con B, y bijese la perpendicu-
lar O &4 AB.

Siendo OH = HB, el tridngulo OBH es isdsceles; lue-
i co el ingulo OBH = 45°
' Por hipdtesis tenemos A = 45% luego / ABC
180" — 45°

L ACB = 3 =67°30", y por tanto / DBO = / DBH — / OBH
= - = 53 e bt 45° . ;
= (7. 30" — 45° =22." 30 y ademis £ EAD = —5— = 29.0.30".

Resulta pues, / DBO = / EAO, es decir, que el tridngulo ABO es
isosceles; luego IA = IB. Ademis IE = ID. Restando miembro 4 miem-
bro resulta IA — IE = IB — ID, 6 sea EA = DB cuya igualdad hemos
de emplear en la

Demostracion.—Considerando la tangente BH y la secante BE, te-
nemos

BH: = BD.BE —BD (BD 4+ DE) = AE. AD, (1)
valiéndonos de la igualdad dedueida en la construceidn.
Considerando las secantes AD y AH, tenemos
AE.AD=AH.AF (2)
De las igualdades (1) y (2) dedueimos

BH'=AH.AF (3
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Pero BH =:—§, AH=H y AF =H — a; luego sustituyendo en la

(m)ﬂ b
— )=h(h —a)
0 sea a’

4 =hh—a) 6 a*=4h(h —a).

igualdad (3) resulta

Bolucidn 4 1a cuestidn 48, remitida por el Si. DURAN ¥ LoRIGA.

Sea el tridngulo ABC. Llamemos 7 4 la
base y & 4 la altura. Se trata de demostrar la
igualdad.

=4 (h—1).

Tracemos la perpendicular AD 4 AB. Sien-
do semejantes los tridngulos ABD y ABM, re-
sulta que:

I
h 15 2 S bie I B AD
iD= AB’ ¢ bien, T = 9AB'

Pero, por ser AC bisectriz del angulo BAD, se tiene

AD' R Ge Lk ODE L TR
T e R TR L R )
Se tiene ademas:
< —al 4R
AB®=BD.BM, BD = AB'- = *_;l"
. : 450 + 7 4 — 1"
y CD=BD—BO=—0——l=—0
y sustituyendo en (1), resulta
h = %, 6 bien I*=4A(h—1).

Aelaracion al enunciado de la cuestion 46.

Téngase presente que el dngulo CPD del enunciado es el formado
uniendo el pie de la perpendicular PQ con los puntos C, D en que las
dos rectas trazadas desde un punto cualquiera M de dicha perpen-
dicular 4 los extremos A y B del didmetro, cortan 4 la circunferencia.

Zaragoza, — Imprenta de C. Arifo, Coso, 100, bajos




