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ERNESTO SCHROEDER

Sus merecimientos ante la Ldgica, su propaganda légico-
matematica, sus obras.,

lEn tanto que una ciencia cualquiera no traspasa los limites de las
revistas destinadas 4 las investigaciones de los sabios, no puede de-
cirse que ha logrado earta de naturaleza: en efecto, la gran masa del
piiblico cientifico no cobra aficidn por aquéllo que ha de rebusear con
el fin de aprender en "aetas de Academias, Memorias de sociedades,
resenas de sesiones, ete.. cosa que exive [H“]'li]‘ll"[ _u'[';”]r!i' de 1[1‘Illl]:|
v dinero 11 oportunidad de buenas Bibliotecas piiblicas.

Ademads, en estas publicaciones se suele remitir muy frecuente-
mente i otras de andloga indole y que para mejor inteligencia del tex-
to se hace preciso consultar, suponiendo generalmente por de conta-
do, que el lector ya conoce algo la materia. Tales sacrificios sdlo
puede imponérselos el hombre apasionado por el estudio y 4 él deei-
didamente consagrado,

La difusion de las diferentes diseiplinas cientificas, exige libros
de conjunto en donde el antor, reuniendo los pequenog trabajos dise-
]]1'[[1;1a]s\:-_l de sis lnf'i':]i'r'l'-'¢ll'l‘.~:. sean il[].‘w!['{":‘i 1 ul-.«'l—ﬂr'n.—:. t]l' 1(1I|Hr-'_ los
que han aportado maferiales al edificio y agregando su obra propia,
construya el monumento.

El haber hecho esto eon respecto 4 la Ligica simbdlica es, aparte
del mérito que le dan sus propios desenbrimientos, una de las glo-
rias del Sr. D. Ernesto Schroeder, profesor de la Escuela téenica de
Karlsruhe y uno de los mas simpiticos investigadores ldgicos del dia.

La primera publicacién que lef del Sr. Sehroeder fué su Operations
Kireis des Logikkalliils,Sin ser esta obratan profunda nidet

ada como

la tltima del mismo autor, produjo en mi una grandisima impresidn.
Desde entoneces he venido dedicindome asidnamente & esta ciencia
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para mi tan querida. El autor copia al principio algo de la escasa li-
teratura entonces existente. Prescinde en ella de los niimeros Boolia-
nos (que aparte de la teoria de las probabilidades pueden en la Lo-
sa ser suprimidos), y adopta la adicidén légica en el sentido hoy ya
icos pro-

( "

corriente. Los métodos que para resolver los problemas lig
pone son |\ls‘_13';|r:1:'.-; ¥ seneillos a la par. Tiene cuidado de eseribir 4 |
dos ecolumnas mostrando la doalidad légica que tiene eierta seme-

janza con la geomdétrica, aunque no en el fondo.

Posteriormente llegaron 4 sus manos los meritisimos frabajos de
Peiree, y entonees tuvo Schroeder la ocasién de hacer, ¢ hizo en efec- !
to, un hermoso deseubrimiento. Muchos se fijaron sin duda, aungue
sin comprender la trascendencia, en que la demostracion de una de
las partes de la ley distributiva de la multiplicacion ldgica que Peiree
decfa no explanar por ser pesada (too tedious to give) no podfa en
modo alguno obtenerse siguiendo el camino indieado por el eminente
ldgico americano. En general debieron cansarse del poco éxito de sus
tentativas de reconstruceidn de tal prueba. Lo que aqui estaba oculto,
lo vig la perspicacia de Schroeder, Con las leyes que en el eserito de

Peirce precedian 4 la conelusion de que tratamos, era imposible ab- -
solufamente el dedueirse ésta. Para hallarla hay que introdueir la idea '
e individuo, esto e, si se parte de talbase puede legitimarse la segunda ,
parte de la ley distributiva de la muliiplicacién. Esto es lo que Peirce |
denomind una demostracion dilemética. Y la prueba mejor de que ..
para evidenciar completamente la ley distributiva hacen falta otros

prineipios que los antepuestos por Peirce, es que existen relaciones

en que no se cumple una de las partes de la ley distributiva, & pesar

de que tales relaciones satisfacen 4 todas las otras férmulas de la c6- .

pula implicativa. Peirce 1o reconoce asi en su tiltimo trabajo (que yo P

conozea) inserto en el “American Journal of Mathematics,, On the
_”_l';rf.rf"f rj}[' f;rl_!.fdlr'. il r‘f'}})h'ff;ﬂffrul. to the _!"f!flf{!.‘_\'r!}r)rf_ff ri’/ notation. }':JI este
dd una demostracién rigurosa de la ley distributiva, pero referente
silo al edlenlo de las proposiciones de donde por la consideracion !
del individuo se aplica & las elases (M. Pero queda en pié la afirmacidn
de Schroeder y como una de sus més bellas aplicaciones se presenta
el edlenlo 1dgico con los grupos.

A la verdad, Peirce ya habia demostrado por completo la ley dis-
tributiva en uno de sus antiguos trabajos publicados en los procee-
dings de la Academia Amer

ina de Ciencias y Artes, pero introdu-
ciendo la idea de individuo: su demostracién no puede ni podra nun-
ca obtenerse de otro modo.

(1) En el antiguo sentido,
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Nos hallamos aqui en presencia de un caso parecido (parecido
s0lo) al de los postulados de Euclides y Arquimedes en la Geometria,
Asl, pues, hoy se ha ercado una Geometria no Euclidea por Gauss,
Lobachefski y $olyai, en que para nada se tiene en cuenta el axioma
Euelideo (yo sigo la opinidn de los que creen que quizds sea falso);
Du Bois Reymond, Stolz y Thome han estudiado el concepto de con-
timuo en union ds Veronese y Betazzi, y hoy se sabe que existen entes
analogos 4 las cantidades y que no satisfacen al postulado de Arqui-
medes.

La cdpula implicativa de los silogismos se nos presenta como un
caso particular de relaciones mis penerales 4 las que no se aplica
mas que una parte de las leyes relativas 4 la suma y multiplicacién
propias de la primera. Creo que, aunque no explane mds el asunto,
se comprenderd perfectamente la inmensa frascendencia del descu-
brimiento de Schoeder. Las partes de la ciencia que menos postula-
dos exigen, son frecuentemente, sin embargo, pobres, pues & medida
que las hipétesis se van introduciendo, el rigor y la generalidad per-
didos se fransforman en numerosas proposiciones nuevas. 4 la mane-
ra como las fuerzas de la naturaleza se cambian entre si, [Nuestrs
pobre ciencia humana ha de ser limitada si ha de ser sdlidal

Schroeder publied su deseubrimiento en una eoncisa nota fitulada
};.JIJ(}.N'.*'H{_H?. rl/‘ it T,”_r_n'e-.r! ;3-"?‘”('?‘;)!”. s disclosed fl'_\-' the _--”.rh'fn‘ff ri} Lfi:_?.*'r',
hut overlovked by the Anecient Logicians, inserfa en el “‘“l'[m['l of the
British Association de 1884, Después ha detallado completameute sus
ideas sobre el asunto en sus admirables Vorlesungen iiber die Algebra
der Logik, en el primer fomo y en la parte primera del segundo (1,
Hay pues una diferencia esencial de tratamiento de la ldgica entre
Maec Coll y Peiree de un lado y Schroeder de otro. Los primeros ba-
san el ecilenlo de identidades sobre el eileulo de proposiciones. El
método de Schroeder es mis general.

Muchas resenas hay de las obras de Schroeder y todas las hechas
por matemdticos no pueden serle mis favorables. Yo ereo que la Lé-
oica simbolica solo encontrarvd alguna oposicidn de parte de fildsofos
més amigos de charla que de estudio, 6 de personas qne acostumbra-
das 4 ser los solos sabios, nunea miran con buenos ojos aquéllo que
irnoran.

Un espiritu de justicia diferente anima al Sr. Scehroeder, cuidadoso
de dar siempre & cada cual lo suyo. Ultimamente publicaba en los
Matematische Annalen una nota satisfactorvia para la Sra. Ladd y re-

(1) Con especialidad las lectiones 6y 7 de del primer tomo, algunas del segundo y en los

apéndices interesant{simos p. e, el del cileulo 1ogico de los grupos,
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cientemente me eseribe para indicarme los derechos de esta senora
en otro punto distinto. KEste se rvefiere al niimero de proposiciones
que pueden formarse con respecto & —n clases. Christine Ladd cuen-
ta el nimero de las que pueden formarse absurdas ¢ falsas, y Peano y
Schroeder el niimero de las que pueden formarse que sean verdade-
ras. De ahf la diferencia de resultados obtenidos.

He aqui ahora una lista de los escritos mateméticos que conozco
de Schoeder:

1. Lehrbuch der Arithmetik und Algebra.

2. Der operationskreis des Logikkalkuls.

3. Note iiber den operations kreis des Logikkalkuls. (Math.
ann. 1877).

4. Critica de la memoria de Gottlob Frege, titulada: “Begriffs-
chrift, (Gaceta de matematicas de Sehloemileh),

h. Exposition of a logical prineiple (ya citada antes).

i. - Uber das Eliminationsproblem im identischen kalkul.

7. Tafeln der eindeutie umkehrbaren Funktionen zweier Varia-
beln auf den einfachsten Zahlengebieten. Math. ann. 1857,

8. Uber Aleorithmen und kalkulrn (Archivos de Matemdticas

c -

Grunert Hoppe. 1887),

9. Uder die Anzahl der Urteile ete. (62.2 Reunién de médicos b
naturalistas () alemanes en Heilderberg).

10. Vorlesungen iiber die Algebra der Logik, (Exakte Logik) -
I Band 18910,

11. Uber das Zeichnen 1890. (Discurso).

12, Vorlesungen iiber die Algebra der Logik. 11 Band. Erste Ab-
theilung, 1891,

Después de esta lista poco habré de anadir yo. -

LLa Lidgica simbdlica se impone cada dia més y con su difusién cre-
cerd la fama del Sr. Schroeder. No en vano termina su discurso Uber
tas Zeichnen con las palabras del Labaro imperial que Constantino,
vencedor de Magencio, vid escritas en el cielo: jIn hoe signo vinces!

En otro eserito daria las eracias al Sr. Schroeder por sus bonda-
des continuadas para conmigo, en este no lo hago por no mezelar las
ideas de justicia con las de gratitud.

Pror. Dr. Ventura REvES v PROSPER.

SR XS EF e

cher, investigadores de la naturaleza, en sentido general,
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LE CALCUL DES SERIES CONVERGENTES

rar M. G. pe LoNGoHAMPS

professeur an Lycée Saint Louis

(CONCLUSION)

6. Considérons les deux séries: g
3 1 1
Us=ag 4 g Foeviie =g Aaiing :
1* 2 n?
ek i sy
=19t B Il
et posons
AP 1
"Ml T T
; 1 [

= r : 3
" n+1) (n+2)2 (n+2) (n+3)°
Il existe une relation entre &,, ¢, que l'on peut établir, comme
il suit,
A cet effet, observons que
1 1 1 gl | 1

n hn.—f—l

(n+1)! — n(n41)*"
Dans cette identité, changeons nen n+41, n4 2,

tons les résultats. Nous avons

1 I ,
-:'?.—}—-]_—1_ (n4-1)% =ifa kit

3 g n-4 2
4 =5 - g = — et
i : (r41)°

Par conséquent, si I'on suppose z << z, <6

T
n+2 - n42
on aura — = <t < — — o,
E_H—r|l‘ (n+1)%

7. On a vu comment le caleul d'une série gonvergente, avee une
approximation donnée, revient a la résolution d'une inégalité telle
fqne r__—,tu:>u,
pour une valeur entiére de n. La méthode consiste, nous 'avons fait
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observer, a substituer & la fonction ¢ (n) une autre fonetion & (»),

telle que I'on ait b (n) >e(n);
et & résoudre l'inegalité b(n)<a.

Le choix de la fonetion ¢ (») peut étre fait de diverses fagons; et,
parmi ecelles-ci, quelques unes sont particuliérement avantageuses.
Por montrer ceci sur un exemple, reprenons la série

ée plus haut. Nous avons montré que, pour obtenir cette série
a 0,1 pres, il fallait prendre 31 termes. Mais ce nombre 31, fourni par
la méthode que nous avons suivie, est trop élevé; il est facile de s'en

assurer, en raisonnanf comme il suit :
Si I'on pose

. 1 1

gln) = _[____.

(n4+1)% (n+2)*

1 1
&y ot e -H_I_J..*_I—FJ.-]- i .(H+|||u-f;-‘2j-+”“‘
on a vin)>g(n).
Posons done
1 1

= R e e 0,1

n(n+1) i (n+1)(n+2) =5
_ 1 1 1 1 <01
ou, - - — 4 - i =
28 n n+1 ' n+l n+2
finalement n>10.

Ainsi, il suffit de prendre les diz premiers termes de la série, pour
avoir sa valeur & 0,1 pres. Le nombre 31 fourni par la premiére
méthode était done sensiblement frop considérable.

8. Prenons encore la série, déja considérée

1 1 1
123 2.3° v n(n41)* +
et posons
1 1 e
n(n4-1)* * (n+1) (n4+2)® i < 0,01 (1)

Si nous déterminons n, de telle sorte que

1 1
(n—1) n(n+4-1) | R-—!—._]\'pnl n—}—.! )
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cette valeur de n vérifiera, a fortiori, 'inégalité (1). Cette derniére
inégalité s’éorit

1 1 | 1 1 :
.. < 0,01
9 l(n—1)n n(n41) n{n-1) (41} (n4+2)

ou 7 (n—1)=50.

| En supposant n > 8 cette derniére indgalité est vérifide. Ainsi, on
! caleulera la valeur de la série, a 0,01 prés, en prenant pour dernier

' terme de la partie conserviée ——,

(.57

Il faut done prendre les T premiers termes; 'autre méthode indi-
quait le caleul des 15 premiers termes.

9. Voici un dernier exemple portant sur une série plus com-

pliquée.
Soit la série
1 . 1 : ; 1
2213 31,314 nlLnlint+1)

-‘_ que l'on veut ealeuler & 0,1 prés, par exemple.

! Il faut résoudre 'inégalité

i 1 I

' = ) S e L= T < 0,1
_| nLanlin+1) (n+1)Lind-1)L(n+2)

E"‘ En observant que

| 1 e
i lt(] s ”) ~ 2’.{-[-':-

on voit qu'il suffira de résoudre I'indgalité

- _ 1
| l’.l,(l 4 )
" :
. EnLin+1)
Lin+1)—Ln :
9. e e | |
o Lunl.n+1) + '

(*) Cette inégalité est manifeste, L représentant le symbole des logaritmes népériens.
En effet, on a

. 1 2n 1
(l —l—-l—) =200 (I -} — >4, ou 2n T;(l—i——--) =>4
n n Tt
[N s I
ef, & fortiori, L 1 e — ~ O
n =N
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ou, enfin

Ln _ Ln+1) | Lntl)  L(n+2)
Ainsi, on doit avoir
La>20, ou 7>
On voit que » est trés grand 733800000 environ!
C'est que, en effet, la série considérée est trés lentement conver-

genle.
10. Pour citer maintenant un exemple de série rapidement con-

vergente, prenons la série

1 L A
bt g

et cherchons sa valeur & 0,001 pres.
L'inégalité
Loy 1 -
— Lo o=10.001
i (@iA1)

sera verifiée, si 'on peut trouver le nombre entier # qui donne

o By < 0,001,

L e 000
1——

s

ou

i #—1
ou (w—1)a = 1000,

Le nombre a#=5 donne 45'=4 x (625 = 2500.

Il suffit de prendre les quatre premiers termes pour avoir la valeur
de la série a 0,001 prés,

Il. Parmi les proeédés de caleul que I'on peut indiquer pour
trouver avee une approximation déterminée, la valeur d'une série
convergente, il ¥y en a un que nous voulons encore signaler en termi-
nant cette petite Note.

Lorgqu'on peut trouver une relation enfre deux séries U et V; sj
I'une d’elles est eonnue avee une certaine approximation (telle la série
e, par exemple) on pourra déduire, de cette rélation, avee une aproxi
mation correspondante, la valeur de la seconde série,
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L'un des exemples les plus remarquables que Pon puisse eiter, a ce
propos, est celui des séries dont le terme géndéral st

fln)

'
" 7!

J (n) désignant une fonetion entitre de n.

Toutes ces séries sont convergentes et peuvent étre rattachées i la
série e.

Prenons, pour fixer les idées, le cas ol /(n) est du second deord
et posons .

fn)=arw4-8n1y.
[identité
epitpnty=2n(n—1)3 (B4+2)n -+

prouve gue

: 203 [ ¥
i I =
" (n—21"1 [\n~-| ! n !
De Ia, on déduit
1 il I S g
D=, —u 2o (24 0) e—1)-F1le—=2).
Ou, finalement,
S=e(22 4L -+7)

B R

ESTUDIO DEL TRIANGULO IRFINITESIMAL

por ). Gaprinn (GALAN

I.—Introduceion

En las aplicaciones del Cédleulo infinitesimal & la Geometria, ya
tiendan 4 la investigacidn, ya enfranen sdlo caracter representativo
de los conceptos analiticos, ocurre con frecuencia, tener que fijar las
relaciones infinitesimales existentes entre los diversos elementos de
las figuras.

Por el conocimiento de las relaciones finitas que los enlazan. es
como se lleea de ordinario al de las infinitesimales. Asi, cuando de
un tridneulo ge conoce el orden infinitesimal de un cateto y el de un
dngulo agudo (el opuesto al cateto, por gjemplol, y se desea eonocer
el de la hipotenusa, se apliea la ley trigonométrica que los liga: un ca-
feto es .‘:r,.'h‘rff :; !rf J’l‘f‘fﬂll"r'lfff.\‘#f !NH' el #eno el .-;’u_r;.‘-u’u rlpt.‘;-.»'fi'! il cateto, t:
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inmediatamente los principios del edleulo diferencial, relativos al or-
den del resultado de las operaciones en funcidon de los drdenes de
los datos.

En el ejemplo citado, bastard recordar la proposicion que dice; el
orden infinitesimal de wn producto es igual ¢ la suma de los dedenes in-
finitesimales de los factores, parva llegar al enuneiado siguiente: el orden
infinitesimal de wn calelo es iqual al de la hipotenusa, nices el del seno del
ingulo opuesto al cateto.

Este procedimiento es necesario repetirlo & eada nueva investiga-
cién; pero si previamente conocidsemos, no la ley trigondmetrica fi-
nita, sino la relacion infinitesimal entre los drdenes de datos é inede-
nitas, llegariamos 4 definir el del resultado sin necesidad de atender
a aquélla,

Por esto, juzgamos ¢onveniente y nos proponemos establecer fér-
mulas que definan el orden infinitesimal de los elementos desconoci-
dos de un {ridngulo en funcidn de los drdenes de los eonocidos; ¢ de
otro modo: resolver sobre los I['i."tlllu'llhlrl infinitesimales, los mismos
problemas que la Trigonometria ordinarvia resuelyve sobre los finitos.

Ademas, como en toda forma, puede efectuarse una verdadera
triangulacién, es suficiente tener hecho el estudio del tridangulo para
poder verilicar el referente 4 las demds figuras.

Realizado que sea el primero, efectuaremos un ensayo de .'l]1[i1j’_.'|—
eidn & los prineipios mas conoeidos de la Geometria infinitesimal.

IT.—Preliminares

Nada hay grande ni pequetio en absoluto: la idea de cantidad es
relativa, y el niimero que nos expresa el resultado de su comparaeion
con la unidad, sera tanto mayor 6 menor, cuanto menor d mayor sea
ésta. Una cantidad puede ser infinitamente pequena respecto de otra,
y al propio tiempo inlinitamente grande en relacidn con una tercera.

Apoyados en este eriterio de subordinacidn, se definen en el and-
lisis infinitesimal los diversos drdenes de la cantidad, relacionindo-
los todos, eon un infinitamente pequenio 6 infinitamente grande, que
ge adoptan como fundamentales.

Se establecen también teoremas que dan 4 conocer el orden infini-
tesimal del resnltado de las operaciones. De ellos vamos 4 enunciar
log que han de servir 4 nuestro fin, refiviéndonos para su estudio al
'f',‘r.r.l‘rﬂf-a de cdalenlo -_rfr‘-/-j"'m‘r’-n‘] de nuestro maestro Sr. .\!'i'llil[ii.‘

I.—El orden infinitesimal de una suma de un nimero finito de
sumandos, del mismo signo, esigual al del sumando de menor orden.
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»Corolario.—Si los sumandos son todos del misme orden. el de la
suma serd igual al de eada uno de ellos.

» Escolio—Si los sumandos son de distinto signo y del mismo or-
den, el orden infinitesimal del resultado, puede ser superior al de
cada uno de los sumandos.

»IL—El orden infinitesimal de la diferencia de dos cantidades de
distinto orden, es igual al orden de la del menor.

[II.—El orden infinitesimal de un producto, es icual 4 la suma de
los drdenes infinitesimales de los factores.

»LV.—El orden infinitesimal de un cociente. es ivual 4 la diferen-
cla de los Grdenes del dividendo v divisor.

»V.—5i dos cantidades difieren en un infinitamente pequeio, de
orden superior al de cada una de ellas, son del mismo orden infinite-
simal y reciprocamente.

Fin todos estos feoremas, eomo en las sucesivas aplicaciones, la
cantidad finita*debe eonsiderarse de orden eero, v las infinitamente
grandes de drdenes negativos; suponiendo positives, segin de ordi-

nario se haee. los érdenes de las infinitamente pequenas,

IIT. - Naturaleza de los elementos

I.—Son elementos prineipales de un tridngulo los fres lados y
los tres dngulos.

Un tridngulo se diee finito, si lo son todos sus elementos; infinite-
simal si alguno de ellos es infinitamente pequeno 6 infinitamente
erande.

Un tridanenlo infinitesimal, puede tener lados infinitamente peque-
fios ¢ infinitamente grandes, porque estos dos estados de la magnitud
puede aleanzar un segmento rectilineo; y angulos de la primera espe-
cie, pero no de la segunda, puesto que la suma de los fres ha de ser
finita, v si alguno de los sumandos fuese infinitamente grande, aqué-
lla lo serfa en virtud del teorema I del eapitulo 11

Resumiendo:

Un tridngulo puede tener:

Lados infinitamente pequenos, finitos o infinitamente grandes iy di-
"'_.I’H{H-'-‘ /f!h‘.f'l-ru' 0 .*'.r‘}.f'u.-'ffh,u:'fifr" }.h’r_[fft'i}rm'.

IV.—Relaciones entre los érdenes infinitesimales de los lados
2. TROREMA FUNDAMENTAL.— Un tritngulo no puede tener los tres
ludos de distinto orden ;'nj.f'ufh.'.b'»f'm-!(.
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Sean «, b, e, los lados, cuvos érdenes infinitesimales designaremos

por m, m’, ', siendo m=>m' >’ .

Si expresamos por la notacidn
[ ] m

la frase: lado a euyo orden infinitesimal es m, tendremos aplicando el
conoeido principio de Geometria que dice: un lado cualquiera de un
trigngulo es mayor que Lo diferencia de los otros dos, la siguiente ex-

presidn:
(1) [adsn = [0 — )

el orden infinitesimal del primer miembro es m; el del segundo m’
1T de [':l'l'hlllli]l;l['n":i:: es decir, el orden infinitesimal de

[@]m esmayor que elde [blm' — [¢lwn;

luego el valor absoluto de [y, ha de ser menor que el de la dife-
reneia, [0 ]m —[¢]m"
Son absurdas, por tanto, la expresidn (1) y la hipdtesis de que los
tres lados sean de distinto orden. —-
[Bscorto.—No son admisibles respecto de los drdenes de los lados .
de un triangulo, mds que las dos signientes combinaciones;
[.—Tres lados del mismo orden.
IT.—Dos lados del mismo orden y el tercero de orden distinto. =
3.—Trorema IL—87 un tridngulo tiene dos lados injinitesimales del

mismo orden, el tercero debe ser de orden superionr.

Sean: a, b, ¢, los lados; m, m, m', sus drdenes infinitesimales res-
pectivos y m = m',

En virtud del teorema de Geometria que dice: un lado cualquicra P
de wn tridngulo es menor gue le swme de los otros dos. debe verificarse

la relacidn:
|“|1]'. / |“'|E.‘J _l_ |h||||
el orden infinitesimal del primer miembro es m el del secundo m
(Corolario de Preliminares); y puesto que el valor absoluto de
|rI|ll:l
ha de ser menor que el de la suma [a],, + [6]m,
debera verificarse m’ = m

Resumiendo.
Un triangulo puede tener;
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I.—Tres lados infinitesimales del mismo orden.
[I.—Dos lados infinitesimales del mismo orden y el tercero de or-
den superior.

4.—COROLARIOS,

I.—Si conocenmos solo el orden infinitesimal de un lado de un tridn-
_f_;rffu. T0 }Jrnfr'nm-? fr/h'.-mh‘ Hu‘rh{ de la naturaleza tfr' los oliros tfu.i‘.

[1.—8i conocemos dos y son del mismo orden, el tercero podrda ser del
misimo o de orden superior.

[TT.—8i conocemnos dos, y son de distinto vrden, el tercero sera del or-

den del que le tenga menor.

V,.—BExistencia ¢ imposibilidad de los diversos casos gue pueden presentarse

5.—Propongamos los diversos casos que pueden presenfarse, se-
giin la naturaleza de los lados; y teniendo en cuenta los prineipios
establecidos en los capitulos anteriores, examinemos cuales son ad-
misibles y cuales no.

Todos estin comprendidos en el signiente cuadro:

Casos que pueden imaginarse en el estudio del tridngulo infinitesimal,
atendiendo d la naturaleza y orden de los lados:

1.0 Del mismo orden.

A. Tres infinitamente pequefios . . ,{l.» Dos del mismo
(3.0 Lostres de di:

|Il. + Los infinilamente grandes del mijs-
B. Dos inliniftamonte gran les y uno in- mo orden.
finitamente pequesio, . . . . ||‘.‘I l.os infinitaments grandes de dis-

Tres lade tinto orden

15 In=

\J.' g infinitamente pequenos del
smo orden.

2.0 Los inflnitamente pequefios de dis-

H tinto orden.

C. Dosinfinitamen
finitamentie gr

cquenos y uno in-

| {1 ¢ Del mismo orden.
nismo orden

s de distinto orden

1.» Losinfinitamente grandes del mis-
erden

.28 infinitamente grandes de dis-
tinto orden

. Dos infinitamente grandes y uno I|-|I

-+ £ O e SRS AU TS .HE.-'

C. Tno infAnitamente pequedo, uno fnite y uno infinitamente grande,

ITL. o= LA, Dos finitos y uno infini famente pequeno,
¥ un 3

simal . . (B, Dos finitoz ¥ uno infinitamente grande.

IV. . . . .|Los tres finflos,
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6.—Lstudiemos en detalle los diversos casos presentados en el
cuadro anterior.

(L-A.).—T'res lados infinitamente pequenos,

Es evidente la posibilidad de este caso (fig. 1).

Podemos imaginar el tridngulo
construyendo un angulo A, que po-
dra ser finito, ¢ infinifamente pe-
queno; si trazamos la recta BC, de-
terminard un tridngulo ABC, que
tendrda nulos sus tres lados, en el
caso de pasar por A la recta auxi-
liar; luego en una posieién infini-

tamente préxima & ésta considera-
da como limite (no estando el vér-

Fig. 1.»

tice A, sobre B(), los tres lados
serdan infinitamente pequenos,

Atendiendo 4 los drdenes de estos infinitamente pequeiios, pue-
den presentarse tres casos distintos:

1.o—Tres lados infinitamente pequenos del mismo orden.

2.0—Dos lados infinitamente pequefios del mismo orden, y el ter-
coro de orden distinto,

3.0 L,os tres de distinto orden,

El primero es evidente.

El segundo es posible, si el tercer lado es de orden superior al de
los dos primeros,

El tercero es absurdo (Cap. IV.—Teorema fundamental).

Resulta, pues, ser sélo admisibles las dos hipdtesis siguienfes:

I.—T"res lados infinitamente pequenos del mismo orden.

“. —Das I{f"f_lif_!“\' f.‘.‘/J'JN'faHHJ'HH'f' p-'rfrf-“ffr,iﬂ h’f_"f WSO {H'n‘rfr'H, v el tercero
f!"r'.‘ orden -"'le"-"r‘"?i'.

(1.-D.).—Tres lados infinitamente grandes.

Este caso como el anterior, es también posible.

Si suponemos la recta anxiliar BC (fig. 1), en la posicidn represen-
tada en la figura, y hacemos que se mueva paralelamente & si misma,
cuando los puntos B y C se hayan alejado indefinidamente sobre AB
¥ AC, los tres lados del tridngulo ABC, habran llegado & adquirir el
estado de magnitudes infinitamente grandes (6 de cantidades), puesto
que acui la idea de infinitamente grande es relativa.

Atendiendo 4 los drdenes, se presentan tres casos andlogos 4 los
anteriores:
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~1

1.o—Tres lados infinitesimales grandes del mismo orden.
2.0—Dos lados infinitamente grandes del mismo orden, y el tercero
de orden distinto.

3.0—Los tres infinitamente grandes de distinto orden.

Razonando como anteriormente, llegamos 4 la conclusion de que
s6lo son admisibles los dos primeros, es decir, en un tridingulo euyos
tres lados sean infinitamente grandes podrd admitirse;

[.—Que los tres sean del mismo orden.

IL.—Que dosz sean del misimo orden y el tercero de orden superion,

Conviene hacer una advertencia que aclarard este segundo enun-
ciado.

Al deeir que un lado de un tridneulo es infinitamente grande de
un orden superior al de otro, debemos entender que el valor absoluto
del nimero que indica el orden del primero, es menor que el del se-
gundo: pues hemos dicho, que eligiendo un infinitamente pequeio
como fundamental y considerindole de orden positivo, los infinita-
mente f_i‘]':!_[]e]r*:- .-'urfll! ‘|l' r‘JJ'rJP]‘.'-.\ !1"L1'i|[j\'lr>~'. ‘\.' :'_-‘.'I!_Jilfrl es que un r]1‘|[]1|_}-
ro negativo vale en el orden natural de la ley de formacion de la can-
tidad, tanto menos euanto mayor es su valor absoluto.

Para hacer mis comprensible el segundo enunciado. convendria
decir: Que dos lados, sean infinifamente grandes del mismo orden y
el tercer lado mds pequeno que los dos primeros,

(I-C.,—Dos lados .r'u/.r'm'hummh-‘r;.a‘m?ff:'.c Y uno infinitamente pequeno,
Ks posible en virtud de la proposieidon II del nimero 3.
Su eonstrueeidn:

A B A B
/
Fig 2 Fig, 3

Tomemos un lado, AB, infinitamente pequedio (fig. 2); ¥ con una
abertura de compds infinitamente grande (relativa), tracemos dos ar-
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cos de eirculo, haciendo centros en A y en B; su interseceidn deter-
mina el tercer vértice C, del tridngulo pedido.
De otra manera puede imaginarse construido el tridingulo. Trace-

|
- |
|

se una direceion cualguiera distinta de AB (fig. 3 v por A y B dos i
rectas paralelas § dicha direceidn; el terecr vértice C, sera el punto al I
infinito de las rectas AB y BC,

Atendiendo 4 los drdenes de los lados pueden presentarse dos ‘
casos:

{.o—Tos dos lados infinitamente orandes del mismo orden.

90T ,ps dos lados infinitamente prandes de distinto orden.

El primero es posible, pues resulta un tridineulo con dos lados in- !
finitesimales del mismo orden y el tercero de orden superior (N.o 3-11).

El segundo es absurdo, por resultar un triangulo con tres lados
de distinto orden (Cap. IV.—Teor. fund.).

Resulta ser sdlo admisible el primero; 4 saber:

Dos lados fi.'/hu'frt‘mr"ufrj grandes del mismo orden Y el tercero iuﬁu.f-
tamente pequeno,

-

|l_—-[_,‘_|‘—]).r:.~' fados .;arjfhf."rf.rm’irf(’ j”'q-‘fr':‘:rﬂ-" Wi -“‘Hﬁ:n"frf.m:'ﬂfr’
grande.

Es absurdo. l"

En efecto: si los infinitamente pequenios son del mismo orden, el -

tercero debe ser de orden superior: y si son de distinto orden resul-

ta nn tridngulo con tres lados de drdenes distintos,

(II.—A).—Dos lados infinitamente pequenos y uno finito.

Absurdo; pues teniendo dos lados inlinitamente pequenos, sison .
del mismo orden, el tercero deberd ser de orden superior, y si son de
distinto orden resultan tres lados con drdenes diferentes.

(11.—B).— Dos lados infinitamente grandes y wno finito.
Es posible.
Atendiendo i los drdenes pneden ocurrir dos casos:

1.0—Los dos lados infinitamente grandes del mismo orden.
920—1,08 dos lados infinitamente grandes de érdenes distintos.

El secundo evidentemente es absurdo.
El primero es admisible y su constroeeién idéntiea 4 la represen-
tada en las figuras 2.0 v 3.8, con la sola variante de suponer finito el

lado AB.
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El segundo evidentemente es absurdo.

El primero es admisible y su construccién idéntica 4 la represen-
tada en las figuras 2.0 y 3.3, con la sola variante de suponer finito el
lado AB.

Kl easo admisible es:

Dos lados infinitamente grandes del mismo orden y el tercero finito.

(IL.—C).— Un lado infinitamente pequeiio, otro finito y el tereero infi-
nitamente grande.

Absurdo. (Cap. IV. Teor. fund.).

(IL.—A).—Dos lados finitos y wno infinitesimal.

Es posible. si el infinitesimal es infinitamente pequerio.

Su construccion en la fig. 2.4, suponiendo AB infinitamente peque-
no y los AC y BC finitos.

Hipdtesis admisible:

Dos lados finitos y uno infinitamente pequeno,

(ITT.—B).— Das lados finitos y wio infinitamente grande.

Absurdo.

(IV).— Los tres finitos.

Evidente.

7.—Reuniendo todos los casos posibles, podemos presentarlos en
el cuadro siguiente:

(Las lineas de puntos corresponden 4 los easos absurdos).

(Ne continuard).

= S PR e

PRINCIPIOS DE LOGICA MATEMATICA

Nora peEL Sr. G. Prano

profesor de la Universidad de Turin

(CONCLUBLOXN )

§ 4 signos —, <, A WD

Siendo @ una proposicién, con —a designamos su negacion.
Si @, b. ¢ representan proposiciones, se tiene:
1. —(—a)=a «Dos negaciones constituyen una afirmacidon.»

(1) Elsigno de negacién —, en la forma empleada se debe en rigor 4 Boole,

En vez de —a, Schroeder escr.be a :Jevons A; McColla’.

En vez de @ b escribié Leibnitz a # b (donde » es la inicial de wel), Jevons a.|. b y el ma-
yor niimero de autores a -+ b,

DEDERIND (Was sind amd dras sollen die: Zahlen, 1 83) en vez de a™by aw b eseribe
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2 a=b,—.—a—=—bh.
3. anb.=.—b—a

«L.a proposicion: de @ se deduce &, es equivalente d: de no b se de-
duee no a.

Por eomodidad, en la eserifura alguna vez en lugar de escribir el
signo — delante de toda la proposicidn, lo eseribiremos delante del
signo de relacidn ¢, =, ete.:

4. —(ves8)=.0—:8
b. —(.'f.‘i‘!f)_-'_,i‘—- =Y.

Siendo a, b proporciones, con a¢< b indicaremos la afirmacidn de
la verdad de una al menos de la ay de b; esto es, 6 es cierta la a, 6 es
cierta la &. La operacién — llamase también adicidn ligica. Se tiene:

b, —(ab) = (—a) < (—b)

«Negar que sean ciertas 4 un tiempo la @ y la b es afirmar que, 6
no es cierta la @ 6 no es cierta la b» 6 sea <la negacién de un producto
es la suma de las negaciones de los factores.»

T. —(trfv'fJ)Z(;tf)(—b_)

e«Negar que una al menos de las a y b sea cierta, equivale 4 afir-
mar que la @ y la b son ambas falsas,» ¢ sea «la negaeidn de una su-
ma es el produeto de las negaciones de los términos.:

Se tiene.

8 awd = ;)"'_'.'nf,’ a= (E)‘\.Jr') —.] {;_’{.-'._' f))\_.' e = a< b €; A= 0=a,

formulas que expresan la propiedad conmufativa y asociativa de la
adicidn légica, andloga & la indicada en el § 1.

9. al(boe) = aboae,
que expresa la propiedad distributiva de la multiplicacién légiea res-
pecto 4 la adicién, andloga & la algébrica a(b + ¢) = ab 4 ac.

(f(a,b)y M(ab) notaciones poco diferentes de las empleadas por CANTOR en sus estudios
sobre Mannichfaltighkeinten (Math. Ann t, XV y siguientes),

Se podria emplear el signo V inicial de vere (verdadero), para indicar una proposicidn
idénticamente cierta, y tratindose de clases, para indicar la clase {uffo (todo). Este signo fud
ugado por Peirce; es el mddulo de la multiplicasidn 1égica. Para indicar lo absurdo, 6 el nulo,
usaremos el signo A, 6 sea la letra anterior invertida. No introduciremos el signo V que corres-
ponde por dualidad & A, porque no tendremos necesidad.

En vez de los signos A y V, la mayor parte de los autores escriben 0 y 1, 6 signos deriva_
dos, Bin embargo, es muy Atil distinguir blen los médulos de las operaciores algebraicas dg
los de las operaciones logicas.
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Ejemplos: Se tiene:

oy yeg. g i =0 = t@— i y-=0

«Siendo @ é y dos niimeros, decir que su producto es nulo, signi-
fica decir que se anula uno de los factores.» Tomando los negativo-
de los dos miembros de la igualdad, segiin las reglas 2 y 7, se puede
eseribir:

Hyyeq.oo oy —=0=12—=0y—-=0

«Si el producto de dos niimeros no es nulo, son ambos al mismo
tiempo diversos de cero, y viceversa.»

Emplearemos, en fin, el signo A para indicar lo absurdo,

De aqui ab = A, dice que las proposiciones a y b son contradicto-
rias. Se tiene:

10. G—a=A\ 0\ = A&~ A =d
¢afirmar y negar una misma proposicion es un absurdos ¢si en un

- sistema de ecuaciones aleunas son contradictorias, el sistema es ab-

surdo....» Se nota la analogia enfre la A y el 0, cuales son los mé-
dulos de las adiciones légica y algébrica.

11. fr,_}b.-—.:r —ffzd\

¢En vez de decir que de ¢ se deduce &, se puede decir que la afir-
macién de « y la negacidn de 4 es un absurdo.» Por esto en toda de-
dueeidn, a()b, se puede transportar el segundo miembro al primerc,
haciéndole preceder del signo — y escribiendo en el segundo A, ¥y

- viceversa. Asi, por ejemplo, la proposicidn 9 del § 1:

U= 0=—=fi0. a4 =20
puede escribirse, transportando la @ = ¢ al primer miembro:
g=dd=c @a—=0cli=A

«El sistema de las proposiciciones a es igual & 6, b esignald ¢,y
@ no esigual & ¢, es absurdop y transportando la & = ¢ al segundo

miembro, se podrd reduoeir i la forma:
a=b.a—=c¢:{)b—=c¢

Resulta de aqui que se puede prescindir del signo ), reduciendo
sicmpre el segundo miembro dla A. Sin embargo, nosotros lo conser-
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raremos para mayor variedad y por analogia con la forma comun de
expresar el pensamiento.

Si @, b,..... representan clases, 4 los signos —, —, A atribuiremos
las significaciones siguientes: — a = ¢los no a3

a2 b = «al eonjunto de los individuos que son 6 @ 6 .5

A = ¢nada.» De aqui a =~ 6 = A significa ¢ninguna es s »

De aquf que el signo A se se leerd absurdo 6 ninguno, segin que
se trate de proposiciones ¢ de clases; en los dos casos tiene la misma
propiedad, como el signo ).

Respecto al signo de la dedueeidn () entre dos proposieiones,
observaremos atin lo que sigue: cuando @ y # son proposiciones que
contienen letras variables @, ¥,.... con a)b entendemos que <cuales-
quiera que sean @, ¥. ..., siempre que satisfagan 4 la @ serd cierta la b

Asi la T yeQiv— 0.2 +y >2 My

significa que: <cualesquiera que sean las dos cantidades positivas @
¢ ¥, con tal que no sean ignales, sera ete, Pero alguna vez se quiere
afirmar la deduccidn sélo respeecto de alguna ¢ algunas de las letras
variables: para indiear esto, escribiremos como indice de [) la letra
respeeto a la que se quiere hacer la dedueeion. Asi, siendo @ y & pro-
posiciones que contienen la letra @ ademds de otra letra, la expre-
sidn a). b significa <cualquiera que sea @, de a se deduce b.» Esta
proposicién cesa de ser una proposicién absoluta, pero es una condi-
cidn entre las letras restantes. Asi, se tiene:

bheeqiazq. e 0l +by +e=0".01a=0.0=0.¢=0

DL, b, ¢ son tres niimeros, y si cualquiera que sea el nimero a, se

tiene aa* + .... = (. los tres niimeros dados son nulos.»

Anilogamente @ = ;b indica que, cualquiera que sea @, las pro-
posiciones a y b son equivalentes, 6 sea aS b, b)) .a.
a4 = ‘\

absurda» ¢ sea ¢no existen de las @ que satisfagan & la condieidn .»

significa que, cualquiera que sea el valor de a. la @ es

@ — =, A significa cexisten de las @ que satisfacen 4 la condieién a.

Conc usidén
Los signos
: (es) = (esigual), ) (se deduce, ¢ estd contenido). — (¢s en ceneral so-
breentendido), © (d), — (no), A labswrdn o ninguno), permiten expre-

sar cualquier relacidn ldgica.
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Conviene dar un nombre i dichos signos. Pero estos nombres, to-
mados en lenguaje comiin, los representan solo aproximadamente.
porque los signos tienen siempre el mismo significado, mientras que
las palabras no los tienen ignales. Para traducir en simbolo una pro-
posieién ordinaria, ocurre analizarla, ver el signilicado que tienen las

diversas palabras y representar estos significados con simbolos equi-
valentes; pero seria erréneo el sustitnir desde lnego los simbolos

:, ™, <, ....en lugar de las palabras es, y, o.

En las paginas precedentes se enunciaron algunas propiedades
de estos simbolos. Pero existen otras muchisimas: es de notar el prin-
cipio de dualidad, por el que de toda identidad ldgica se pasa i otra,
cambiando los signos & y w; se recordard solo que ya Boole llegd
i resolver cualquier sistema de ecuaciones con una ¢ varias inedgni-
tas, licadas 4 claseés conucidas con las operaciones —, o, —, repe-
tidas un mimero arbitrario de veces.

el RS € e
DETERMINACIGN DEL LADO DEL PENTEDECAGOND REGULAR CONVEXD INSCRIPTO
- y e los lados de los Pentedecdgonog regulares inseriptos estrellados

POR D. FELIX BESEVERRI CATEDRATICO DEL INSTITUTO DE VITORIA

Trazo el diametro Al, vy tomo desde los

- A =
extremos A, I, los arcos simétricos AB y AS
. a : 3 ;
iguales 4 0 de la cirecunferencia, y los ar-

; « o : "
cos IH, IM, igunales &4 — de la circunferen-
3]
- -

e , o
cia. Senalo el arco ABC, igual 4 5 de la
]

cireunferencia v trazo las enerdas OB. CH,

CS y CM, que serdn los lados pedidos.

En efecto, segiin el teorema de Poinsof, hay cuatro pentedecigo-
nos regulares inseriptos; uno. uniendo los 15 puntos de divigidn de
wno en uno, que es el convexo y tres estrellados uniendo los puntos
de division de 2 en 2, de 4 en4d y de Ten 7.

Tenemos:

Areo ABC =—|
ATCO 4 L _.-“—‘ : 1 1 5 9 9 1
: luego arco BC= — ————= s-toisas e
1 B 10 807 " 8980 38
Arco AB =-—

10
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lo que nos dice que la cuerda BC es el lado del pentedecagono regu-
lar eonvexo inseripto.

1

3-’ : 1 1 H 3 2
s luegc o0 CH= — —. —- T
; luego arco CH ¥ E 35 it 5

Arco CHI =-

Aréo FET ==\

e |

lo que nos dice que la cuerda CH es el lado del pentedecdigono es-
tellado que se forma reuniendo los vértices de 2 en 2.

1 1 I
Areo ABC= —-,.—‘ e BB T SRRl T Bl S
yp R Sl DARS S e R e
) ) ol ol ) )
Arco AS = T \

lo que nos dice que la cuerda CS es el lado del penfedecigono es-
trellado que se forma uniendo los vértices de 4 en 4.
+
Arco SABC = J : B i
: 1 4 3
iluego arco CASM = ——+—= e .
Arco SM =

lo que nos dice que la euerda CM es el lado del pentedecédgono es-
trellado que se forma uniendo los puntos de divisidon de 7 en 7.

Para determinar los valores numéricos de estos lados, uno sus
extremos con los extremos del didmetro Al por medio de las cuerdas
(AB, AC, IB, 1IC) (AH, IC, TH) (AS, IS) (AM, IM). Por esta construe-
cion se forman los euadrilateros inscriptos

ABCI, ACHI, 5ACI, ACIM,
y aplicindoles el teorema de Ptolomeo, resulta:

.BI = AL.BC + AB.CI,

\ \II CI = AI.CH 4+ AC.HI,
CS.AI = AC.Is + AS.CI,
\AL.CM = AC.IM 4+ AM.CI.

(1)

Suponiendo el radio unidad, y habida euenta de los valores nu-

méricos de las lineas que entran en las igualdades precedentes y
que son:

AC = lado del exdgono regular inseripto =
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BI = lado del pentigono estrellado — i) \.-"'fll +245
Al=2, BC=a

AB = lado del decdgono regular convexo inscripto =— 5

CI = lado del tridngulo equildtero inseripto = /3

AH = lado del decdgono estrellado = : +2" 2
CH=ua

: . 1 1 4+
HI = lado del pentigono regular convexo inscripto —- 3 \ 10—24

4

C5=w, IS=BI, AS=AB
CM = n-]i_‘ , IM=IH, AM=AH,

tendremos, sustituyendo en las igualdades (1)

2 t“_t e AT Q.a;f__ 1 ; Vio—2vs
2.ay=— VI0+2¥5 + “1“_:‘ T
2 ';T'.:‘i,_\'f 10— 2 v'5 + I+2\ 2T

y finalmente:

: /10 9 o/ 3 )
Fis. = (Viox2vs +V3
JumiEls - et P e )
a,=— (V& + VI8 - V10-2475)
4o B P A RIS G e
By == r\\, [0S a5 — \ 3+ Vla'l )

1 st s e = ==
By == (Vio—2vs +V3 +Vi5)

S RS S

-1+ 5

*)
~
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FONDAMENTI DI GEOMETRIE

a pilt dimensioni e a pit specie di uniti rettilinee, esposti in forma elementare,
LEZIONT DI
GITUSEPPE VERONESE

Professore nella R, Universitic di Padora.

(CONTINUACIGN)

Kl capitulo TIT estd destinado al wimero en su primera formaciin y
i los midmeros naturales.

El capitulo IV trata de los sistemas de elementos, y, en particular de
los de una dimensidn. Principia por «consideraciones empiricas sobre
el continuo intuitivo rectilineo». Define ensegnida el elemento funda-
mental, ocupfindose ademds de los elementos y formas diferentes en
posicién, coincidentes en sentido absoluto ¢ relativo, de la ley de
evistencia 6 construeccion de las formas, de su determinacidn de su co-
rrespondencia de identidad, de los conceptos de mayor y de menor—
Sistema de una dimensidon — Sezmentos del sistema — Segmento in-
divisible — Direcciones del sistema — Sistema simple de una dimen-
sidn, cerrado 6 abierto.

El capitulo V trata de la forina fundanental. En él se define el sis-
tema de una dimensién, homogéneo en un sentido dado, y se exponen
las primeras propiedades del sisterha idéntico por la posicidn de sus
partes; de la identidad de dos formas, de las operaciones de uniry
quitar en la forma fundamental, de las relaciones entre tres elemen-
tos cualesquiera de la forma, de los segmentos miltiplos y submulti-
plos de un segmento dado de la forma fundamental, de la escala, uni-
dad, origen y campo de la misma.

Kl eapitulo VI frata con gran extensidn de los segmentos finitos,
infinitos, infinitesimades, indefinidamente pequenos ¢ indefinidamente
grandes y de los wimeros infinitos. Bn este capitulo, el autor, al presen-
tar la exposiecidn de su doetrina, haee frecuentes ¢ interesantes refe-
rencias 4 las doetrinas de los eminentes matematicos Bois-Reymond,
Cantor, Dedekin, 4 las obras de Grassmann, Stolz, Killing, Peano, ete.

Comienza con la hipdtesis (IIT) sobre la existencia de elementos
exteriores al campo de una eseala, hipdtesis que no estd en econtradie-
cidn con la definicidn y propiedades del sistema idéntico en la posi-
eidn de sus partes. Trata de los segmentos finitos, infinitos ¢ infinite-
simales respecto de otros. Sigue la exposicidn de la hipdtesis IV que
llama hipdtesis de construceion 6 de determinacion de los segmentos
infinitos de la forma fundamental. Define el elemento Umite en el infi-
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nito, el eampo en el infinito de orden m respecto & la unidad AA,, el
campo en el infinito de orden cero, ete., y se ocupa enseguida de los
niimeros infinitos é infinitesimales de los diferentes Grdenes, de sus
propiedades y de sus simbolos. Asi: un nimero finito es nulo respecto
a wn witmero infinito, aunque no en sentido absoluto, dos nimeros infini-
tos son iguales respecto ¢ wn nimero finito. LLos nimeros correspon-
dientes 4 segmentos infinitos de un orden dado m se llaman infinite-
simaies de orden m vespecto al primero. El campo infinito ¢ infinitesimal
de arden dado respecto d wn wimero a es infinito o infinitesimal respecto
d todos los mimeros de la especie a. A estas nociones sigue la exposi-
eidn de los numeros transfinitos de Cantor, comenzando con hipdtesis
de la existencia de un sistema ¥ de una dimensidn en el que hay
siempre un segmento idéntico & un segmento cualquiera (AB) en un
sentido dado ¢uyo primer extremo es un segmento X cualquiera del
sistema ¥, y con la hipdtesis 1I: el campo de wna escala en el sistema X
determina un }J."-".J.Hf.’.r‘ elenendo exterior en el sentido de lu t'-\'r'rffi.f, lo cual
le econduce & la definicidn del nimero infinito 6 transfinito de Cantor.

La detallada exposieidn del Sr. Veronese relativa al infinito y 4 lo
infinitesimal adquiere mayor importancia por las referencias que
hace, como hemos indicado, 4 las dogfrinas de los mateméticos ale-
manes ¢ italianos que han contribuido al desarrollo de esta dificil
cuestién de la ciencig, y en las numerosas y detalladas citas y diseu-
siones que hace de estas modernas investigaciones relativas 4 los in-
finitos ¢ infinitamente pequeinios, puede el lector enterarse del estado
general en que se halla tan importante rama de la ciencia, sobre todo
de la evolucion sufrida en estos iltimos afnios.

Termina esta importante introduecidn 4 ia obra ocupindose de la
divisién de segmentos en partes finitas, la hipdtesis sobre la conti-
nuidad relativa 4 una unidad, los elemenfos limites de un grupo de
elementos respecto 4 una unidad de la forma fundamental, los ele-
mentos limites de un grupo de elementos obtenido mediante la divi-
sidn sueesiva de un segmento en partes iguales, los elementos limites
absolutos de un grupo de elementos en la forma fundamental, la di-
vieion absoluta de un segmento en = partes iguales, la determinacidn
de la escala respecto & un segmento dado eomo unidad fundamental,
la eorrespondencia de proporcionalidad entre los segmentos de una 6
varias formas fundamentales. Del campo finito, infinito é infinitesimal,
al rededor de un elemento de la forma elemental abieria § cerrada,
respecto 4 una unidad. El eapitulo VII tiene por objeto la forma de
rarias dimensiones, definiéndose la magnitud extensiva de una for-
ma en la cual se considera la relacidn de posicién prescindiéndose
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de la de igualdad 6 desigualdad, y la magnitud intensiva 6 cantidad
en la que se prescinde de dicha relacién de posicion.

En fin el capitulo VIII trata de los niimeros reales, relativos y ab-
solutos, positivos y negativos y en el IX se resumen algunas consi-
deraciones sobre la forma fundamental.

La Geometria del Sr. Veronese consta de dos partes: La primera
trata de la recta, el plano y el espacio de tres dimensiones en el espacio
general, que consta de tres libros: 1.0 La recta y las figuras vectilineas
en general. 2.0 El plano. 3." El espacio de tres dimensiones, La parte

secunda trata del espacio de cuatro y de n dimensiones en el espacio ge-
neral, completando la obra un Apéndice que constituye un interesan-
tisio estudio histérico y eritico de los prinecipios de la geometria.

Comienza la obra con los enunciados de los axiomas relativos 4
la existencia de puntos distintos, la identidad de todos los puntos, « la
ewistencia de un sistema de puntos de una dimension idéntica en la posi-
cion de sus partes, determinado por dos de sus puntos y continwo, eon-
siderando la recta simplemente cerrada ¢ abierta, y varias propiedades
de ésta enunciadas en algunos teoremas y corolarios, como por ejem-
plo, que si la recta es abierta evalquicra de sus puntos la divide en dos
partes iguales, y que dado wn punto cualquiera sobre la recta, existen d lo
menos dos puntos que con ¢l determinan la recta, y ¢ partiv de wn punto,
en wuno y otro sentido, infinitos seqmentos iguales consecutivos cuyos en-
tremos determinan la recta.

Después de enunciar en el axioma II, b que: evisten puntos exterio-
res d Lo recta, que todo punto no pertenceiente & la recta, determina con
eada punto de ella otra recta, define el segmento de dos puntos sobre
la recta abierta y cerrada, definiendo enseguida los puntos opuestos de
la recta cerrada 6 que la dividen por mitad, y denominando rayo (rag-
gio) & la recta recorrida en un sentido, de manera que una recta tiene
dos rayos, segiin los dos sentidos en que puede recorrerse. Define
asimismo el punto lanite 1. de un grupo de puntos (X) 6 de una serie
de puntos (X;) aquél tal, que en toda su contigiiidad (intorno), de am-
plitud arbitrariamente pequena, hay siempre un punto del grupo, en-
tendiendo por contigiiidad (intorno) de un punto A el eampo de todos
los segmentos rectilineos que parten de A, iguales 4 un segmento
cualquiera = tan pequeiio como se quiera y designando la distancia
2: con la palabra amplitud de la contigiiidad de A.

(Se continuard).
Z. G. e G.
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Synoprsis DER HOEHEREN MaTtnEMATIR, von J. Hagen, S. J., director
der Sternwarte des Georgetown College, Washington. — Erster band,
Avithemische wnd algebraische Aaalyse, prand in-40 de 400 piginas,
Berlin. L. Dames. 47. Tauben-Strasse, 1891. Precio 37 fr. 50.

Admiro que un siélo hombre haya tenido el valor de emprender un
trabajo tan considerable. No se trataba evidentemente de eseribir una
obra desarrollada sobre el conjunto de las matemdticas superiores,
Esto serfa imposible; el campo es demasiado vasto y se dilata aiin
eonfinuamente. Ya es mucho el ofrecernos un mapa detallado del
pais, eon la gula completa del viajero.

El autor no da las demostraciones, sino tan sdlo los enunciados v
la forma de su encadenamiento. s sumamente cdmodo encontrar asi
reunidos todos los resultados. De esta manera los investigadores no
se hallan expuestos 4 reinventar los antignos descubrimientos, como
oeurre incesantemente, y se enteran al mismo tiempo del sitio en que
deben encontrar las minas no explotadas; porque el P. Hagen ha te-
nido la feliz idea de senalar los desiderata de cada teoria. En fin, el
antor da sus numerosas notieias bibliograficas; habiéndose consagra-
do 4 verificar la exactitud de los textos originales.

LLa obra constard probablemente de cuatro tomos, que aparecerdn
anualmente. Bl tomo ya publicado contiene cinco divisiones princi-
pales: 10 Teorfa de los nimeros (con las magnitudes complejas);

9.0 Las series (con los productos infinitos y las fraceiones continuas);
3.0 Las funciones; 4.0 Los determinantes (con los invariantes y las
sustituciones); 5.2 Teoria de las ecuaciones.

El tomo siguiente tratard de la Geometria analitica y sintética.

Las bibliotecas importantes tienen interés en procurarse un reper-
torio tan completo.— A. Powlain.

CALOULO DE LOS NUMEROS APROXIMADOS Y OPERACIONES ABREVIA-
DAS, por G. Fernande: de Prado y R. Alvare: Sereiv.—Uno de los
asuntos que més dificultades ofrece 4 los aspirantes al ingreso en las
Escuelas y Academias especiales, es, sin duda alguna, el que trata
la nueva obra de los Sres. Fernandez de Prado y Alvarez Sereix,
pues, aparte del esfuerzo individual que exige ¢l dominar la materia
en su conjunto, con perfecta distincién de los varios detfalles que de-
ben tenerse presentes, no siempre en los libros de texto se ateniia, con
la acertada disposicién y facil enunciado de las proposiciones, algo

de lo abstruso del asunto.
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Il prinecipal objeto de dichos sefiores ha sido el allanar en cierto
modo los obsticulos, reduciendo el niimero de enunciados a los méas
precisos, procurando facilitar un trabajo de concenfracion en vez de
dispersar las fuerzas del lector en multitud de proposiciones inei-
dentales. Asi es que se formula, para cada una de las operaciones
fundamentales, un solo enunciado ¢ dos & lo mas, que abareando to-
dos los easos particulares dignos de tomarse en consideracion, per-
mitan resolver inmediatamente una y otra de las dos cuestiones lla-
madas directa ¢ inversa, y excepcidn hecha de los dos teoremas que
sirven para pasar de un limite del error absoluto & otro del ervor
relativo, y reciprocamente, han omitido, por considerarlos innecesa-
rios, todos aquéllos en que entran explicitamente dichos errores re-
lativos. La obra consta de dos capitulos. Il primero trata de errorcs
absolutos y relativos; el segundo de las operaciones abreviadas.

NECROLOGIA

L. Kronecker.—Recientemente la ciencia matemitica ha perdido
uno de sus grandes maestros.

El ilustre profesor de la Universidad de Berlin, miembro de la
Academia de Ciencias de esta eapital y del Instituto de Francia, falle-
cid el dia 29 do Diciembre de 1891, 4 la edad de 68 aiios.

En el periddico belga Mathesis, los Sres. Mansion y Neuberg pu-
blican la siguiente resefia necroldégica:

“L. Kronecker era sin duda alguna el mis eminente representante
de los métodos aritméticos puros en el dominio del andlisis algebraii-
co ¢ infinitesimal. i

Su Grundziige einer arvitlonetischen Theorie der algebraischen Gris-
sen, sus eseritos sobre los principios fundamentales de la aritmdética
v del andlisis superiores, y, en particular, sus investigaciones sobre la
multiplicacién compleja de las funciones elipticas, tendrdn, sin duda
alguna, una influencia siempre ereciente en el dominio de las mate-
méticas.

Las principales memorias de L. Kronecker se han publicado en
en Jowrnal de Crelle, en los Bulletins de la Aeademia de Berlin y 108
Comptes rendus de la Academia de Ciencias de Paris. El namero 28 de
Diciembre de 1891 de esta tiltima coleceién contiene una importante
nota del mismo sobre una cuestién dificil. Nuestros lectores han po-
dido formarse una idea del rigor que exigia en las demostraciones
matemaiticas. levendo sug ob:s

srvaeiones sobre el segundo prineipio
de la media, que se dignd insertar en Mathesis (1885, t. V. pp. 97-102).,,
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SOLUCIONES A LAS CUESTIONES PROPUESTAS

Cuestion nim. 34 (Véase t, 1, pAg. 205)

Sobre los tres lados de wun tridngulo
ABC, se construyen exterior o interior-
mente los tridngulos equildteros BA'C,
CB'A, AC'B; adem s, sobre los tres lados
del triangulo A'B’C' se construyen, evte-
rior o interiormente, los tridngulos equi-
literos B'A'C, C'B"A’, A'C'B".

Demostrar que los puntos A, B, C
son respectivamente los medios de las ree-
tas A'A°, B'BY, C'C".

(N. C. M.) (H. Van Aubel).

Bolueidn por D, ANGEL BozAr, alumno de la Universidad de Zaragoza,

Dos easos oeurren, segin que los tridngulos equiliteros del enun-
ciado se construyen exterior ¢ interiormente con respecto 4 los lados
del tridngulo ABC y A'B'C’ que les sirven de base.

Priver caso. Sea el triangulo ABC y los triangulos equildteros
BA'C, CB’A, AC'B construidos exteriormente sobre cada uno de sus
lados.

Tracemos las rectas BB y CC' que se cortan en un punto M, y
nnamos A y A’ eon M. Vamos & demostrar que los tres puntos
A, M, A’ estin en linea recta,

En efecto, los triangulos BAB' y CAC" son iguales, porque tienen
dos lados iguales comprendidos entre los dngulos iguales BAB' y
CAC': luego

LACC = £ABB y/ABB = /£ AGCY;

por consiguiente los cuadrilateros B'AMC y C'AMDB son inseriptibles:
luego

LCMB = /CAB = 60° LBMC = /£BAC = le
LAMOC' = £ ABO' = 602, L AMB® = ACB" = 609°.

Por consiguiente, el angulo BMC vale 1207, y por ser suplemento
del ingulo BA'C, el cuadrilatero MBA'C es inseriptible; luego los d4ngu-
los BMA'y CMA’ son tambien de 609 luego MA es prolongacién de MA.

Ademds, por iguales los triangulos BAB® y CAC(Y, resulta que
BB' — CU'; y por ser iguales tambien los triangulos ACA" y BCB'
resulta que AA" = BB’'; luego AA’ = BB = CC.
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Construyamos ahora, exteriormente sobre A'B’, B'C’, C‘A
tres triangulos equiliteros.

Se ve inmediatamente que, por ser los tres dngulos A'MB’, B'MC!,
C'MA’ de 1200, los cuadriliteros MA'C'B’, MB'A"C’, MC'B"A’ son ins-
criptibles; luego los dngulos A'MC*, BMA®, ("MB" son de 609, luego
las direcciones de las rectas MA" y MA, MB" y MB, MC" y MC son las
mismas, es decir que A, A y A; B, By B 0, (' y C" estan en linea
recta. .

Por tiltimo, los triangulos A*AB’ y ("B’C son iguales, pues tienen

A'B'=C'B;, AB=B'C, JA'B'A—/C'B¢

; otros

Luego A"A=0C',y como CO'=AA/,
resulta finalmente que A"A—AA’, se-
giin se deseaba demostrar.
= DEGUNDO caso. Aplicando el mis-
mo razonamiento 4 la figura adjunta,
resulta demostrada la misma propiedad
del enunciado para el segundo easo.

Cuestion nim. 47 { Véase t, 11, pag. 32)

Sean a wune de las alturas iguales de wn triangulo isoseeles, 1, 1, los
dos segmentos aditivos o sustractivos en que la perpendicular considerada
divide al lado corrvespondiente (siendo ) el contado ¢ partir de la base);
demostrar que se verifica la relacion.

k2l = (J. J. Duwrdn Loriga).

Solucidén por D. ANGEL BozAL, alumno de la Universidad de Zaragoza
Dos easos hay que distinguir en la cuestién, segiin
que los segmentos I y 1, sean aditivos & sustractivos.
Priver caso. Sea DBC el triangulo dado. Se tiene
que BC = BM + MC,
v elevando al euadrado, resulta
) 2.5 2 § 5.5 e s
L BC' = (BM + M(C)" = BM + 2BM.MC 4+ MC,
4 sea BC™ — BM = MC + 2BM. MC,
y como, por ser isdsceles el tridngulo, se tiene que
-2 ==
BC™ = D", resulta

DC” — BM® — MC® + 2BM. MC

Pero siendo DCM un tridngulo rectingulo, se tiene
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DC' — OM® = DM®, luego DM’ — BM° + 2 BM. MC

SeGunpo caso. Sila altura DM cae en la prolongacién de BC (),
se partird de la relacién, BC = MB—MC, y se llegard, empleando el
mismo razonamiento, 4 la férmula del enunciado ©,

Solueidn a la Cuestidn nitm. 47, por D, JoviNo Lirez Y Rua, aspirante al ingreso

en la Academia general militar

Se tiene que demostrar que @® — I* == 21. 1, para lo cual conside-
raremos los dos ecasos siguienfes:

(CAS0 EN EL QUE EL ANGULO EN EL VERTICE ES Acupo. En el tridn-
gulo rectingulo BMD se verifica «* = BD*—*; pero BD? en el tridn-
gulo BCD, es(l4-2,)* (141, = 2(14-1,).L, =P+-208, + 1 2+ P} 201,41, —
—2L1, =21 *=201"4-2[.1,; luego si sustituimos en la primera igualda
en vez de BD® su valor, tendremos a*=20*4-2L1 —P=1*+421.1,.

(CAS0 EN EL QUE EL ANGULO EN EL VERTICE ES OBTUSO. Iin el
gulo rectingulo CMD se verifica

a=(I—1) =1 == +12—1 =1~ 21,

trian-

Sclucién por [ Roponrio GUIMARAES, oficial de ingenieros (8)

Sea a=MC=BN, BM=l AM=/,.

Aplicando el feorema de Stewart ® al triangulo ABC, tenemos
AC’ .1+ BC .Y, = (I+1) (@ +11)
6 (141, 14-BC ., = (1+-1,) (a>+1.1,),
1
2

|

por eonsiguiente, BC = - L (at—1%) (1)

(1) El lector puede representarse un tridngule isdésceles cuyo dngulo C sea obstuzo

@) La soluciin que nos remitid el Sr. Dordn Loriga es la siguiente:

Tomando, & partir de C, una longitud CE = BC; considerando la circunferencia cuyo didme-
tro e3 BE, resulta inmediatamente

a* =1 (01, +4L) = 1(1+21,) =1+2L1,

(8) El lactor puede considerar trazado un tridngulo is
tres alturas son AD, BN, CM, designando con {y Iil los se
AB por la altura CM.

eles cuyo vértice es A, ¥ cuyas

moentos BN y AM determinados en

4 Teorema de Stewart, 8ise divide la base de un tridugulo en dos seqmentos por una vecta
cualquiera trazada por el vértice, la suma de log dos lados myltiplicados respectivamente por
ol seguiento no adyacente, e igual o la base multiplicada por el cvadrado de la recta aumentada
en el :'&I'!r”'-’:’ﬂh'lt'l de los dos s N tos.

Por ejemplo, en el trifngulo BCD cuyo vértice es D y la recta trazada por D es DE, se

DB, EC + DC". EB — BC (AM" + BM ., MO).

Lo que se demuestra trazando la altura DM y s
triangulos DEB, DEC.—(Z. G. pE (.)

tiene

umando a5 expresiones de DB™ y DG en los
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Pero los tridgngulos CMB y BDA son semejantes; luego

sl =
BD 6 -2— BC 7

i+7, ~ BC
luego BC" =211+ T
y sustituyendo en (1), resulta Ma*=P4-2 11,

Si a, altura BN=CM cae fuera de los lados AB=AC, tenemos que
AB=AC=1-1,, y aplicando el teorema de Stewart al tridngulo
BOM, y siguiendo el mismo método, resulta «*=0*—2 L.,

Solucion al Problema wwm. 48, por D, CARLoS DE CODES £ ILLESCAS, aspirante al ingreso
en la Aeademia general militar
En el triangulo ABC *Y se verifica,
b*=2a*—2a x BE (1)
Tracemos la perpendicular CE. Se tendri:
angulo BCE=dngulo EBC, por tanto, BE=CE.
Sustituyendo en (1) se tendra 6*=2a*—2a x

i : - T b
XCE y 2ax CE=2a*—0* 6 a x CE=a"— e
e ‘ b* h? :
—ar—9, T e -—4-: ahora bien,

a % CE es el doble del area del tridngulo ABC, pero como 4 x4 indica

g i 8 b i
lo mismo, puedo sustituir una por otra, y en vez de a* — 5 también

b
puedo poner A% y tendré, en resumen, b=»A*— —, de donde

4
dhb=4h*—b?, B*=4h*— 4hb=4h(h—0b), que es lo que debia demostrarse,

Nora.—En el nimero proximo se publicarin las soluciones remitidas por
los Sres. Roca y Carvo 4 la cuestion 48 y algunas de las anunciadas en el nu-
mero 1.

{*) O theorsma de Stewart & susceptivel de muitas aplicagoes e d'elle tireu M. Thiry um
grande partido, publicando um importante fasciculo Applications J‘{'J.uru'alf.'u-fﬂ;fr-;? du théaréme de
Stewart et théorie du baryeentre, (Gand, 18581) (Nota del Br. Guimaraes).

(**) El tridngulo considerado es el ABC cuyo vértice es B, siendo BA=BC=qa y AC=h
suponiéndose trazadas las alturas BD y CE.

Zaragoza. — Imprenta de €. Arifo, Coso, 100, hajos




