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OUTESTIONES RESUEBLTAS

CUESTION 242,
(Viéase toma V, pagina 56).

Se dan un plano P y una reeta A que le corta en A. Hallar la super/i-
cie que tiene por generatrices rectilineas las mas cortas distancias de la
recta A « las reclas que .{_ff:‘r:!‘n en el pﬂrlHU P alrededor del punto B de
este vlano (problema clisico).

£Cual es la traza de esta superficie sobre el plano M que pasa por B
y perpendicular « la distancic de B ¢ A?

(H. Brocard.)

Solucidn por el Si. Scutarra MoXxTeIRo (A)

Si se traza por el punto B una recta A’ paralela 4 la recta A y
por éstas se hacen pasar respectivamente dos planos (R) y (Q) per-
pendiculares entre sf, su interseccion I cortard al plano (P) en un
punto i tal, que la perpendicular m= bajada desde este punto sobre
la recta A serd la mas corta distancia entre esta recta y la recta Bm
situada en este tltimo plano y que pase por el punto B.

Ahora, cuando los planos (Q) y (R) giran alrededor de las reclas
A y A, permaneciendo continuamente rectangulares, el lugar de su
interseceidn I serd, como se sabe, una superficie cilindrica de revolu-
eién que tendra por seccidn recta el eirculo de didmetro igual 4 la mas
corta distancia AA' del punto A 4 la recta A'; y por consiguiente el
lugar del punto m serd una elipse (C) cuyo eje mayor 2A serd
la recta AB.

Seguin esto, la superficie buscada serd un con ide recto (K) cuyas
directrices serdn la recta A y esta elipse.

Para hallar la ecuacién de esta superficie. en coordenadas reetan-
gulares, tomemos por planos de las XY, XZ é YZ respectivamente el
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plano (M), el plano determinado por las rectas A y A" y el plano que
pasa por AA', paralelo al plano director (D) de esta superficie.

Esto sentado, si se hace A'D =22 y A'A = 2), se pueden repre-
sentar las directrices por las ecuzeiones
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(2—2a)x y* —0
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2(1’. 26
donde @ y & son las mitades de los ejes A'B y CC" = A'A de la elipse
(¢), proyeceién de la elipse directriz (C) sobre el plano (M) 6 de
las XY (fig.)
L.as ecuaciones de una de las generatrices recfilineas seran:

donde « y v son los pardmetros arbitrarios, ligados aqui por la rela-

cidn oyt = (20 — a) (4)

que eliminados entre estas tres 1iltimas ecuaciones dardn por ecuacién

del conoide recto buseado (K

2y = (2 = 2b)* 2a —2) ()

Haciendo z = 0 en esta ecuacién, se tendri para ecuacién de la
traza de esta superficie sobre el plano (M) 6 de las XY

ays = 40* (2a — @) (6)

Se puede también obtener la ecuacién de la curva buscada (V) sin
partir de la ecuacidn del conoide (K). Para esto, (fig.) rebatamos el
plano de las rectas A y A’ 6 de las XZ alrededor de A'B ¢ del eje de
las X sobre el plano (M) é de las XY. La elipse directriz (C) se pro-
yectara entonces segiin el segmento AB, y la generatriz que pasa por
m se proyeetara segiin la cuerda pr, de la elipse (¢) proyeccidon de
aquella elipse en su posicidn primitiva.

Rebatamos esta generatriz alrededor de su proyeccidn pw, y para
esto elevemos en el IH.II].TH m la ]J'.‘[']JI_'I].'.HCII]&E]' nmm, Py = PaP a esta
proyeeeidn: y pn ., serd su rebatimiento, de modo haciendo centro
en p eon el radio pp, que describe un eirculo (p) cortard 4 p= en los
puntos i y ' que pertenecen i la curva buscada (V).

Ahora, los tridngulos rectingulos semejantes p=p, y m=m, dan

mn, m= mm

e e — — lT}
P P BB :

y en virtud de la semejanza de los tridngulos rectingulos mA= y

BAB/, se tiene
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mr AT "\rx“ &

BB AB'  A'B :
de donde _\\'I, SRl IO o5 (9)

A'B pu,  pr

ol }‘:.J._
9 % =y (10
pero la elipse (r), da
i !

pry = — V(2a—a)2 (i1

]lll_'.:‘ll ..r.'_.fj" —— -.l{',-';' (2a — @) ()

Si por el vértice A' de la elipse (¢) se traza la recta A'p, que pasa
por el punto p, de esta curva, hasta su encuentro ', con la tangente
Bz, en el vértice opuesto B, los tridngulos rectingulos semejantes
A'pp, y A'Bp’, dan la relacion

de Ik 12
A'B P,
cuya comparacion con la relacién (9) muestra ger

Py =pp=y

Resulta de esto que la etibica (V) puede obtenerse aplicando 4 la
elipse (c¢) la transformacion de Mac-Laurin.

Seglin esto, si se toma un punto eualquiera p, de la elipse genera-
triz (¢) y se traza la recta A'pp',, que pasa por este punto y por el
punto fijo A’, y que por su interseccidn p', con la recta Bz, se traza
la paralela p' . al eje A'B, su inferseceién p. con la ordenada pp., de
esta elipse sera el punto correspondienfe de la etibica engendrada (V).

Discusion.—Para x = 2¢ se tiene ¥ = o,y por consiguiente resulta

dy
daz

luego el eje AA' de las ¥ serd asintota de la curva.

Tiene tambien esta dos puntos de inflexion 4 distancia finita,
puesto que se hallan satisfechas las condiciones que determinan la
existencia de estos puntos singulares. Asi para

r’l'l_h'

—— =) se tiene ay? = 2al?
n’f" -
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y 4 causa de esta ecuacién y de la de la eribica (6) se deduce que las
coordenadas de estos puntos seran
3 9
= —@ Y=g —=5>b (13)

En la figura el angulo B’AB que la reeta A forma con el plano
(P) es menor que 45° y por consiguiente la elipse (¢) tendrd por ejes
mayor y menor respectivamente los segmentos A'B=2a y CC' =
AA' =25,

in el caso contrario los ejes quedardn invertidos.

lista elipse (¢) se reducird 4 un circulo, ¢ se tendra A'B = A’A, 6
a = b cuando este &ngulo sea igual 4 45° y la ceuacién (6) de la ci-
bica quedara transformada en la siguiente;

ay? = 4a* (2¢ — @) (G)
que es la ecuacion de la cibica concsidal estudiada por Dona Maria
Agnesi y 4 la que di6 el nombre de Versiera ().

No entramos en mas de detalles sobre la discusidén de la ecuacion
(b), atendido que no ofrece dificultad, y que esta ecuacién establece
que la curva correspondiente tiene la forma indicada en la figura y
que por otra parte pertene al grupo de cubicas unicursales no circula-
res ya bien estudiado.

TrAZADO DE LA TANGENTE.— 1.9 Se puede determinar la tangente
en un punto cualquiera de la curva (V) considerandola como la traza
sobre el plano (M) del plano tangente al conoide en este punto.

En efecto, consideremos el punto p. de la curva y la generatriz
=my. relativa 4 este punto, asi como el punfo m de ésta situado en la
elipse directriz (C).

Si se traza 4 la elipse (¢) en el punto p,, proyececion de m sobre el
plano (M), la tangente p,0, ésta cortara 4 la traza Bz del plano (P)
sobre el plano M en el punto , que serd la traza sobre este plano de
la tangente en el punto m de la elipse direetriz (C). Segiin esto, la
traza del plano tangente en el punto m del conoide (K) serd la recta
0. Asf la recta 1, paralela a esta recta, y larecta A'B 6 A’ represen-
taran las proyecciones sobre el plano (M) de dos rectas m® y A, que,
con el plano director del conoide (K) determinan su paraboloide de
acuerdo & lo largo de la generatriz =y, 4 la cual llamaremos del pri-

(*) Véase,—Instituzioni Analitiche art. 288 y Eramples of the proceses of the difervential
and inteqral calenlus collected by D, ¥ Gregory 1846, p 181,
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mer sistema. Ahora, estas rectas m® y A consideradas como genera-
trices del segundo sistema de este paraboloide auxiliar y sus proyec-
ciones pt y A', cortindose en el punto =, sucederd lo mismo 4 todas
las proyecciones de las generatrices de este mismo sistema, puesto
que el plano (M) es perpendicular al plano director (D) del primer
sistema de este paraboloide; y por consjguiente la recta p: serd la
traza, sobre aquel plano, del plano tangente al conoide en el punto p.

Luego: para trazar la tangente @ la curva buscada (V), en un punto
cualquiera ., se traza la ordenada pp, y en el punto correspondiente p.,
de la elipse (¢) se traza la tangente p.b; y la recta p8 que pasa por el
punto de interseccion 0 de esta tangente con la tangente Bz, en el vértice
B de esta elipse, serd la tangenie buscada.

2.0 Partiendo del segundo trazado de la cibica (V), se puede
también determinar facilmente la tangente en un punto cualquiera.

Para esto, tracemos por el punto dado p. la ordenada pp.p, y por
el punto de interseccidn p.', del vector A'p,u’, la paralela p',u ¢ A'B;
la interseccidn e de la tangente 11,0 4 la elipse (¢) y de la recta pp', es
tal, que la recta pe sera la tangente buscada ).

3.0 La expresion de la sub-tangente, con relacidn al eje @, siendo

20— !
St =——u (14)

a

da también una construceién muy facil de la tangente.

Consideremos, pues, el punto . y tracemos la recta [3,3," paralela
al eje A'B de la elipse (¢), asi como la ordenada ppp’ de la cibica, y
sea (3 el punto de interseccidn de estas dos rectas; después tomemos
p3 = A'p, y por el punto & tracemos paralelamente 4 la recta 3B la
recta &t que cortando 4 A'B en el punto 7, determinara la subtangente
P%, y por consiguiente =p. sera la tangente que se pide.

TANGENTES TRAZADAS POR LOS PUNTOS DEL EJE ¥ DE LA ASINTOTA,—
Para un punto cualquiera = del eje A'B se tiene

w=Alp—A't=85, (15)
6 haciendo Ar =) 2 —3ar = — ) (16)

3 / 9
de donde = > a—i- \ (-4 & — ?.) f{ |_i7

(*) Véase Esgai sur la Geométrie de la végle et de I dquerre par M. G, de Longehamps.
159, p. 107,
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Luego el valor de la abscisa de los puntos de contacto de las tangen-
tes, =, wu' trazadas por un punto cualquiera = del e¢je AB de la cubica
(V) es igual d la abscisa de los dos puntos de inflexvidn mds ¢ menos la
media propore’onal entre el semi ¢je A'e = a de la elipse generatriz (¢) y

5 9
la diferencia entre la distancia ) de aquel punto al origen A’ y i de cste

semi-eje, segun que A sea mayor ¢ menor que — da.
-
i

. : Y
Se vé también que el valor de » queda comprendido entre 0 y — « .
La expresién de la sub-tangente con relacidn al eje de las ¥ siendo

= (18)
2y
origina igualmente una construceidén facil para obtener las tan-
gentes trazadas por un punto cualquiera <" de la asintota A'A 4 la
eibica (V).
En efecto, designando por V la distancia A'<" del origen al punto
dado 7', se tiene

Y40
=9 T % (19)
1 4 Sl

valores de las ordenadas correspondientes, que solamente serdn
reales 4 partir de v = 24/ 3b.

: A : 4
En este limite m/nimum le sub-tangente es igual 4 —— & y corres-
v 3

ponde 4 los puntos de inflexidn.
Una vez determinada la ordenada, se puede, como anteriormente,
trazar las tangentes que se piden.
Trazapo pe LA NorMAL.— Siendo la expresién de la sub-normal,
con relacién al eje de las @
4ab?
S 8 21)

&=

nos conduce 4 la siguiente construceién de la normal.

Tracemos la ordenada pp en el punto dado, y la tangente TT' en
el vértice C" de la elipse (¢), asi como su paralela «,2', situada 4 una
distancia del eje A" igual 4 2A'B = 4a. Tracemos la recta NA' por el
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vértice A’ de esta elipse y por el pnnto de interseecién N de pp. y TT;
y por este mismo punto la recta Ny tal, que el dngnlo pNg sea igual
al dngalo pA'N, euyo punto de interseccidn con A'B es ¢.

En fin, trazando la recta A’z por el punto A’ y por el punto de in-
terseccién = de la ordenada pp con la recta 2", la recta ¢n, trazada
por el punto ¢ paralelamente 4 la primera A'z, cortard 4 esta orde-
nada en un punto 7, que dari el segmento pn,igual & la sub-normal
pn; y por consiguiente la normal en el punto j» sera pn.

(BSERVACION

Transportemos los planos coordenados paralelamente 4 ellos mis-
mos, hasta que el nuevo origen sea el punto B’
Esto sentado, hagamos

qa— 2=, 'Y=, 22— =2

v la ecuacidn (5) del conoide (K) se reduce 4

- 1

@z =92 (2a — ) ()

La interseccién de esta superficie con un plano (N), paralelo al
plano (=) de la directriz rectilinea A y del eje mayor AB de,la elipse
directriz (C), y situada 4 una distancia de este plano igual & —1— 24,
serd una ciibica (V,) que tiene por ecuaciones

22 ¥=4PQRa—ay) y y=1t2b (6)”

luego, la proyeccion de esta curva sobre el plano (=) 0 de las Xz serd una
cibica completamente iguel @ la cubica (V) teniendo su vértice en A y por
asintota BB'.

Despues del rebatimiento del plano (=) sobre el plano (N) de la fi-
gura, esto se reduce 4 hacer girar la ciibica (V) al rededor del punto
C, hasta que el punto B se confunda con el punio A.

En el caso de ser a = §, se obtiene igualmente la Versiera de
D.* Maria Agnesi.

Luego: El conoide recto (K) no solamente estd cortado sequn la cibica
que se pide (V') por el plano M y su simétrica (M) con relacion d la direc-
triz rectilinea A, situadas ¢ wna distancia de esta igual a 2b, sino que
ademds por otros dos planos (M,) y (M')) paralelss al plano (=) y situados
también a esta misma distancia de éste. :

Como se sabe, cuando un coneideé tiene por directriz una curva plana
cualquiera (C), todo plano secante (S) que pasa por la traza A de la di-
rectriz rectilinea A, sobre el plano de esta curva y paralelu ¢ la intersee-
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cion 1. de este plano con el plano director (D), corta a esta superficie seqin
una curva () del mismo orden de esta directriz.

Asi, el conoile admite un modo de generacion por curvas del mismo
orden de sw directriz curvilinea plana.

En nuestro easo la ecuacion del plano secante () serd

2 =9 =oax (22)
y segiin la ecuacidn (5) se tendrd por ecuacidn de la proyeccion de la
interseceidn (7) sobre el plano (XY)
y: = 0% (2a - @) (23)
que representa una edniea.

Si se tiene 6 = % , esta ecuacidn se convierte en la de la elipse
(¢). Para 6 = 1 se tendra la ecuacién de un cireulo, ete.

Hemos demostrado esta propiedad de los conoides sintéticamente
y de una manera muy sencilla en nuestra Nole sur la géncration du co-
noi le circonserit ¢ une courbz planz aw moyen de courbes dw méme ordre
de celle ci ).

De ignal manera demostramos alli los dos teoremas siguientes que
consideramos nuevos:

1.0 Las generatrices rectilineas de un conoide se hallan divididas en
wnd misma razén anarmdnica k por las directrices (C)y A; por un plano
secante cualquiera (S,) que pasa por la traza A de la directriz reclilinea
A sobre el plano (P) de la directriz curvilinea (C) y por otro plano (T)
que pasa por la interseccion de estos planos, y cuya traza sobre el plano
director (D) es perpendicular d la interseccion de este plano (D) con el
plano (P) de la dircetriz curvilinea.

2.0 Las generatrices rectilineas de un econoide se hallan divididas
homogrdficamente por cada seric de pares de planos conjugados (S,}, (T)
que se cortan sobre el plano (P) de la directriz curvilinea (C) y que pasa
por dos vectas de las que la una tiene la misma traza v la misma proyec-
cion que la directriz rectilinea A sobre este plann, la olra tiene esta misma
traza y es paralela & la rec'a que wne las trazas de la primera recta v de
la divectriz rectilinea sobre el plano divector (D).

Ademas los puntos dobles de todas estas divisiones homogrificas de las
generatrices estan siempre sobre las directrices (C) ¥ (A); y los puntos
conjugados a los puntos en el infinits se hallardan sobre dos curvas (1) y
(J) (distintas ¢ coineidentes) homoligicas d la directriz rectilinea.

1

y Journal de Sciencias mathematicas Physicas ¢ Naturales, 1887, t. XLV,




178 EIL PROGRESO MATEMATICO

CUESTION 249
(Véase tomo V, pag. 104,

Sea P un punto cualquicra tomado en el interior del tridngulo ABC.
En el eaterior de este tridngulo se construyen los paralelogramos BCDE,
CAKI, ABML en los cuales los lados CD y BE, AK y CI, BM y Al son
respectivamente iguales y paralel s ¢ las rectas AP, BP, CP. Las rectas
ED, IK, LM swjficientemente prolongadas forman un triangulo A'B'C’,
Tambien las rectas LK, ME, DI forman el tridngulo A"B"C".

1.0 Fl exigono KLMCBI vale seis veces el A ABC.

2 A P é8 f*z centro fi{’ _p'(:."w.i’(m' de los \ ]“”J, DK\I A'IJI(", A”B"(w

3.0 Los lados delos\* A'B'C’, A"B"C" son paralelos d los de ABC ¢
iguales « los triples de estos lados.

4.0 Las rectas AA", BB", CC" pasan por los centros X, Y, Z de los
paralelogramos BCDE, CAKI, ABML y se cortan un punto J”.

5.0 Las rectas AA', BB', CC' s¢ cortan en un punto J'.

6.0 Los punto J" y J' dividen la recta GP aditiva y sustractivamente
en la razon 1: 3(G es el centro de gravedad ABC).

(J. Neuberg.)
Bolucidén por el Su, V. SCHLEGEL, (Hagen i;W)

La solueidén siguiente no supone mas que los prineipios mas sim-
ples del calculo geométrico expuesto en este periddico, t. II, p. 281,

I. Se tiene, segtin las condiciones de la flgm a:

(P—B=K-—-A=1 -
(HsP—C=M—B=L—A
{-l’ —A=D-C=E-—B.
Sumando estas formulas se obtiene:
(2) 3P=K-+4+M+D=1+L4E,
lo que expresa que P es ¢l centro de gravedad de los tridngulos KMD
y ILE.
Igualmente por sustraceidn:
(3) B—C=L—-K;C—-—A=E—-—M; A—B=1I-D

lo que quiere decir que las rectas que unen los vértices provimos de 1.8
paralelogramos son iguales y paralelos a@ las aristas opuestas del tridn-
aulo.

Entoneces se sigue que los tridngulos ALK, B,EM, C,DI son con-
gruentes con ABC. Ahora se tiene AL = .-\B = LM = MB,; luego
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1 i
3 A,B,C,. Y si se restan

1 vy :
Al — £y A;B,; por consiguiente, A, LK =
los tres tridngulos citados del tridngulo A B,C,, resulta que el eadgo-
no DEMLKI es el sextuplo del tridngulo _XB(_..
2. Sean H, Y, Z respectivamente los centros de los paralelogra-
mos BCDE, ACKI, ABML. Entonces se tiene

D4+B  E4C
5] ©)

4) ( ¥Y=—

H= ==
\ S =1 I4+-A
aa o

[, sba _ 1m

1 9

Ademas:
(5) EA—;'\IZA*-C, 1] I‘J—}—C:.\_,—|—."\., 0

Igualmente

\ \_ —— ‘I\2 + 4\.
6) (2Y =B, + B,
f 27Z=0C,+4C,
lo que da el teorema: Las rectas AA,, BB,, CC, pasan por los centros
de los paralelogramos.
Ademas resulta de (5) A, =C — A 4 C,
6 sustituyendo el valor E=P—-A+B (1)

¢\‘ _-u\+]i '[ “

‘ A, +3A=P+A+B+4C
Igualmente (7) (B, +3B =P+ B4 C+ A
| C,+3C=P+C+ A+B
Luego las rectas AA,, BB,, CC, pasan por el mismo punto:
(8) 4L_P+x+n+vu

que es el centro de gravedad de los puntos P, A, B, C.

Luego:

(*) Ignalando una suma de puntos &4 otra 6 & un solo punfo, es preciso fener cuidado de
qm,; las !;le?lri de los coelicientes sean iguales para los dog miembros de la acuacidn, Por otra
parte dos sumas de puntos asf igualadas tienen el mismo centro de gravedad, v los coeficien-
tes anuncian los pesos de los puntos corrrespondientes,
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Y sumando las ecuaciones (7) se obtiene:
(9) Ay B, 4 C,=3P;
Inego P es el centro del tridngulo A BIO,.

3. Después se tiene, andlogamente 4 (5):
(10) L—A=B—A, 6 A =L—B+4 4,
o sustituyendo el valor L=P — C 4+ A (1):

A, =P - C—B + 2A;

luego Ay —3A=P—B— C—A,

Igualmente (11) 3B — B, =B+ C + A — P,

’_‘:f___'. _|_'| — (J 4 \—i—- B — 1]:

lo que quiere deecir que las rectas AA;, BB, CC, pasan por el mismo

!
punto,

(12) 2, =A4+B+4+0—P.
Sumando Jas ecuaciones (11) se obtiene:
(13) A+ B, 40, = 3P;

l”l'.‘-lr_{'l) }’ R ,l’u'“;fu'lr'}f el cenlro de ;u'r“'r'fh{ff m’i h'ﬂ.r’fh’ja’f-‘f’ti .\||}1("|,

4. SiG es el centro de gravedad del tridngulo ABC, se tiene:

(14) 3G—= A4 B4 C.
Sustituyendo este valor en (8), se obtiene: 4[,=P-3G, ¢
(15) P—I,=3(I,— G).

[gualmente se obtiene de (12)

M =3G—P & (16) P—I,=3(G—I)

[.as ecuaciones (15) y (16) expresan el hecho de que los puntos

L, ¢ I: dividen el segment) PG en la proporeion 1 :3 v son armdnic
l'('{{ff‘i‘r_;ﬂ r;_" _I_) Y (.

En fin, se obtiene sumando (15) y (16): 2P = 41, — 2T,

lo que indica que I, esta situads en el medio del segmento PI..

T8 0N
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CUESTION 212
(Véage tomo IV, pagina 2.9),
La recta que une los medios de dos lados opuest s de un pseudo cua-
drado es perpendicular & la que une los centros de los cuadrados cons-
truidos exteriormente sobre los otros dos y vale su mitad.
(H. Van Aubel).
Soluecién por el Sr. SoLLenrTiNsky (B.)

Sea O el centro de semejanza de las diagonales AB, CD de un
pseudocuadrado ABCD.

Siendo estas diagonales iguales y perpendiculares, las rectas ho-
mélogas OA y OB, OC y OD lo son tambiéa. El punto O es, pues, el
centro comin de los enadrados construidos interiormente sobre los
lados AB, CD.

Por consiguiente, los simétricos O,, O, de O con relacién 4 AB y
CD son los centros de los cuadrados construidos exteriormente sobre
los mismos lados. La recta O,0, es, pues, paralela y doble de la recta
que une los medios de AB, CD; pero en un pseudocuadrado las dos
rectas que unen los medios de los lados opuestos son iguales y per-
pendiculares.

Solucién por el 8. I. VAN AUREL

Sean en el pseudocuadrado A A,A,A,, D,, D, los medios de los
lados A A,, A A, y B, B, los eentros de los euadrados coanstruidos
exteriormente sobre los lados
AA, AA,

Construyamos los paralelo-
gramos A A A,C, A A,B,E.

Siendo el punto D, el centro
del primero, la recta D D, sera
paralela & A,C y valdri su mi-
tad. Las rectas A;A,, B,A; sien-
do iguales y perpendiculares 4
A A, AB,, los dos tridngulos
AB.,E,, EA,C tendrédn dos lados
iguales y perpendiculares res-
pectivamente y semejantemente
orientados; por consiguiente, el lado A, E serd izual y perpendicular
4 EC, y el punto E serd el centro del cuadrado construido sobre A,C.

Como A.C es igual y paralela @ A|A,, ¥y B, es el centro del cua-
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drado construido sobre A A, A,EB,A, serd un paralelogramo. Te-
niendo los tridngulos CA,A,, B,EB, los lados CA,, A/A, iguales y
perpendiculares 4 B,E, EB, é igual orientacidn, el lado CA, sera tam-
bién igual y perpendicular 4 B,B,, por consiguiente D,D, sera per-
pendicular 4 B,B, y valdra la mitad.

CUESTION 220
(Véase tomo IV, pag. 311.)

Si en un tridngulo ABC el dngulo A=450, la recta que une el vertice
A al centro del cuadrado construido exteriormente sobre el lado BC pasa
por el punto de Lemoine del tridangulo, y la relariin de las distancias
del punto A al punto de Lemoine y ¢l centro de este cuadrado es igual d
la tangente del dangulo de Brocard.

(H. Van Aubel.)

Solucion por el Sr, SOLLERTINSKY (B.)

Sea J, el centro del cuadrado construido sobre BC; A’ la intersec-
cion de BC y AJ,.

Puesto que se tiene / BCJ,=
/CBJ,=BAC, el punto J, es el polo
de BC con respecto 4 la eireunfe-
rencia ABC. La recta AJ, es, pues,
la simediana de A. Ahora, se sabe
que el punto de Lemoine K es con-
Jjugado armdnico del polo J, res-
pecto &4 AA’, Luego

AK KA’

Ry, O ET,
¢ designando por M, A, el medio de
BC yla proyeccién de K sobre J, M,
AK A M AM

_— = == — tor A L\
AJd, MJ, BM tg A;BM

y se sabe que / A;BM es el dngulo de Brocard del tridngulo ABC.

Soluecion por el profesor del R. Afenso de Amberes Sr. T. KLOMPERS,

La circunferencia circunseripta al A ABC es tangente 4 las rectas
BI, CI, puesto que BAC=IBC=ICB =45°.
AT es, pues, una simediana del A ABC.




EL PROGRESO MATEMATICO ' 185

2.0 Se sabe que Al es igual y perpendicu- Sl
lar 4 la recta MN que une los centros de los
cuadrados construidos exteriormente sobre
los dos lados del / A, y que si m es la media-
na que parte de A, la distancia

2he
R T L
a?+4-b 4
Ahora, a*=b*4-c*—2bc cos 459,

4 =2(b*4+-c?)—a?

E 222 3202 [9(3-L 62— a2l
4%1\-.-’ S rmTl {: ang "Llniz e - ! £ _-[- -l} ._.(F I_
(@ + b+ @+ b
b%c* | b*+-¢* — 2be cos 450]

AR = T (1)

b2l c2 L 9 cos 450
MN?—AH? 4+ AN*4-2AH.AN. cos 450 = 10T f’ oo @)

A K=

Dividames (1) y (2) miembro & miembro
AK?* 2b%* _ 1682 . 48 a
MN? — (@+04)?  (a4bife)t Y MN e

for

& w,
CUESTION 164
(Véase tomo IV, pigina 128),
Sea un tetraelro ABCD, F,, ¥y, ¥., Fu las caras opuestas respecs
H b ] ) ¥

tivamente ¢ A, B, C, D, llamemos a, b, ¢, a', b', ¢, las aristas BC, CA,
AB, DA, DB, DC. Sea A el punto en que el plano bisector del dangulo die-
dro que tiene por arista DA corta a BC.

Sea A, el punto en que el plano bisector del dngulo diedro que tiene
por arista BC corta ¢ D \.

Se tiene:

(Ey +Ee)(FsdFy )[He (S0 of § 5¢ ) £ g (08 - 01

— D = (I'J_‘ /] }4 ' { ].1 [ "I“ I': i _J' — 'I‘ I ].1 i ( [4 b + F(- J"

AA} = ) T { F:z ‘}TIFJ i 1“-’:+ Fe )

(E. Lemoine).

Solucidn por el S, SOLLERIIN:&Y (B.)

Se sabe que el plano bisector de un angulo diedro divide & la aris-
ta opuesta del tetraedro proporcionalmente 4 las caras adyacertes




184 EL PROGRESO MATEMATICO

I;IIE‘[_{H
_BAE __ Fe DA’ F,

AC Fy ' ANA  Fq

Se sabe tfambién (teorema de Stewart)
que, dividiendo el punto M al lado BC de
- . : BM m :
un triangulo ABC en la razén —— = —, se tiene

i MC n

AME — K m—it) (.H.f fr‘l—'r—;;.fl'f_] —mna®
(1 n)"
Segiin ésto, el triangulo AA,D da
| .I."u + ["rf ] ‘ I"Ir{ 5 ‘_\‘_XIT 'I— I"”’ I’\[I]g } e arz I"r'_f ]“J
||_: !'1” ‘—E—Fu’ i"’

y de los tridgngulos ABC, DBC resulta:
(Fo + Fo) (8°Fe + ¢*Fp ) — a*Fy Fe

(Fp + Fe )?
(Fp +Fo) (°Fy + ¢*F¢ ) —a*Fy Fe

(Fy 4-F¢)?

deduciéndose la formula del enuneciado.

A AR =

AA*

A, D=

CUESTION 149
(Véase tomo 111, paginas 295).
Discutir y resolver la ecuacidn
dpcosa+Bax*—4)senp =0
(N. C. M.) ( Veechio)
Solucién por el Si. Buocanrn (H.)

Esta ecuacion propuesta en la N. C. M. ha sido estudiada en el
Giornale di Mathematiche de Battaglini ¢. X, primer sem. 1372, por el
Sr. Vecchio, pero estaba resuelta completamente en N. A. M (1856
p. 19 — 22), Esta ecuacidn, dice Terquem, se presenta en la teoria de
las oscilaciones de una esfera elastica, y ha sido resuelta por Poisson
(Mem. de I'Acad. de Sciences VIIL p. 220) Véase también N. A. M
187, p. 182 — 183, una nota del Sr. Hermann, sobre la separacién
de las raices.

Hacemos pues, aqui algunas observaciones.
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L.a ecuacion dada resulta de la eliminacién de v entre las dos
ecuaciones,
: 2
y=tgoe , y=4 1—3 7
La primera representa una curva transcendente muy eonocida,
formada por una serie indefinida de ramas iguales comprendidas en-

tre las rectas @ = (2 K—i=1) - que cortan al eje de las @ segiin un

angulo igual & T . listos puntos son otros tantos centros de la curva.

La segunda representa una cibica que tiene el origen por centro
9

y admite por asintotas las rectas » = —i— - fu = -~ 1.1547.., y que
‘ -
: : : 3 = ;
corta al eje de las = en el origen segtin el angulo i El eje de las @

es una tercera asintota.
La ordenada de esta curva crece mas rapidamenfe que la de la

curva y = tg @ entre 0 y —, . Por consiguiente no hay mas punto co-
mun que el origen, que es el punto de contacto.

Para @ = e + s yesignald — o, yparax =40,y = o (lim. — )
v

«

Para o= — e yes igual 44, y para a=—ow, y=0 (lim.-}¢)
V7 '

Las abscisas de la interseccién de esta rama hiperbdlica con las
ramas de la curva ¥ = {¢ @ dan los valores de 2 buscados.

Se reconoce de esta manera que la ecuacidn propuesta admite por

; , 842 iz
raices aproximadas los valores 2 = 2, - 5 — ¥ que los siguientes
tes son cada vez mas préximos 4 (K — 0)=, decreciendo = rapidamente
y teniendo = por limite.

En cuanto 4 las raices negativas, teniendo las dos curvas auxilia-
res el origen por centro, es evidente que estas raices son icuales. en
valor absoluto 4 las positivas.

Esta investigacién, segun las indicaciones anteriores no parece
presentar dificultades; daremos pues los resultados hallados por
Poisson.

x = 2,56343423.... @ = b,0586701....
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CUESTION 89
Véaze tomo II, pagina 312,

Se da una circunferencia, una tangente AE, un diametro ACB. Desde
un punto D de la curva, con DB por radio, se traza un arco de elreculo
que encuentra d AE en los puntos E, F que se proyectan en M, M’ sobre
la tangente. Determinar todas las particularidades del lugar de los pun-
tos M, M'.

Solucion por el Sr. Brocarn (H)

El método mds sencillo para estudiar este problema nos parece
que consiste en referir el circulo de radio 1 &4 los dos ejes rectangu-
lares CBX, Cy y el punto D 4
un pardmetro » que designa el
angulo BCD. Entonces se tiene
para ecuaciones de MD y EM:

ysenu-+xcosu=1,

Y —sen w — Véé_n'zn—-l 008 U=
=(x41)tgn

De la primera se puede ob-
tener sen u, cos u, tg u y obte-
ner bajo forma complicada la
ecuacién del lugar M; pero es
preferible obtener « é ¥ en fun-
cién de = y operar enseguida
con estos valores para deducir
bastante sencillamente la forma
de la curva, y reconocer que
ésta se compone de dos bucles
principales y de dos bucles in-
teriores cuyos puntos notables

corresponden 4 posiciones par-
ticulares del punto D y de la tangente DM.

& = COS™u— sen*u — sen u coS u-‘v:'sen*’ u— 4 cos u

¥ = 2 sen v — sen’ u + sen u cos u -+ cos?® u\/sen"’ w— 4 cos «

Desde luego el arco minimo LB esta dado por Ia condicién EF=0
6 KA=sen #, lo que se reduce 4

sen*u —4dcosu=0
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cos u= V5 —2 = 0,23606... u=T76°21",.=u
Para este valor de u se tiene un punto (i tal, que

@g = 13¢5 — 30 = 0.93122..,
Yg = 2V V15— 2(B —3v'5) = 1.2553...

Estas son las coordenadas del punto G sobre la tangente al circulo
en el punto limite L. En este punto la curva (M) tiene la misma tan-
gente que el eirculo en el punto L.

La curva (M) encuentra a la recta AE en 6 puntos H, I, J y sus

simétricos respecto de A. Los puntos H, J tienen por ordenadas 1 y 2
y corresponden 4 w = 90° y w = 180.°. El punto H es un punto doble.
En cuanto al punto I, la construccién directa hace ver que corres-
ponde 4 un valor muy préximo de LB y muy poco superior 4 LB. lin
efecto, la condieién x = 1 se reduce &
cos u (cos® u -+ cos u — sen -uVsou‘-’ u—4cosu—=o
) cosu(eosu+41)(2cos*u—bHcosut1)=o0

2 pe=i
O — N1 :
de donde COS % = — i 0.219...
w es sensiblemente igual 4 770 29', mientras que LB = 760 20",
Para obtener los puntos T, T’ de la cirecunferencia en que la curva
1
es tangente al circulo, basta observar que en estos puntos se fiene

1 =-cos20 (142 cosb)
designando 0 el angulo TBC. Se tiene pues la ecuacidn
2co0s’0 4 cos? —cosf—1=0
0 es sensiblemente igual 4 34°y u = = — 21 = 1120, 6 TCy = 220 prd-
ximamente.

Los valores m de cos » para los que ¥ es nulo 6 miximo estin
dados respectivamente por las ecuaciones

2m° — 3m' + 2m* 4 2m +1 = o0, Hm' —6m* 4 2m + 1 = o,

La expresién de @, correspondiente al punto V de encuentro de
las dos ramas de la curva (M) sobre A2’" estd préxima & — 1.691,

La curva (M) asi determinada por sus puntos mas esenciales, fal-
tarfa determinar la tangente en diversos puntos particulares y la si-
tuacién de los puntos en que la tangente es paralela ¢ perpendicu-
lar & A, lo que dejamos 4 la curiosidad del lector.



188 EL PROGRESO MATEMATICO

CUESTION 130
(Véase tomo III, pagina 191).

Trazada una circunferencia desde el foco ¥ de una pardbola, encuen-
tra dsw ¢je en O y d una tangente cualquiera en M y N. Démostrar que la
suma de los cuadrados de las distancias OM y ON es constante.

(B. Sollertinsky).
Solucion por el SR, Sou EnTiNsky (B),
Siendo P’ el medio de MN, se tiene
OM? 4 ON2 = 2(0P? 4 PM?)

Y, sila recta OP encuentra a

la eircunferencia en P,
OP2= QP.OP' — OP.PP'

= OP.OP' — PM?
Luego OM?2-- ON* =2.0P.0OPF'

Pero el punto P, como proyec-
cién del foco I, se mueve sobre la
tangente AP en el vértice de la
parabola. Por consiguiente siendo
0" el otro extremo del diametro
OF, se tendrd (4 causa de las anti-
paralelas AP, O'P");

OP.OP' = 0A.00’; luego OM? 4+ ON? = 20A.00" = const.

CUESTION 242
(Véase tomo V pagina 56)

Un punto M se mueve sobre el lado BC de un iriangulo ABC; sean
P, Q. sus proyecciones sobre AC, AB,

Las rectas BP, CQ sz cortan en un punto D. Demostrar que 1) se
mueve sobre una conica X, que toca en B y C d las alturas BB', CC' del
tridngulo ABC. X, pasa por el simétrico de A con relacion al medio de
BC. Hallar la tangent: en este punto y el centro de X, .

(J. Neuberg.)

Soluecion por el Sg. RETALI (V.)

Si R”, 8” con los puntos en el infinito de MP, MQ, los dos haces
de rayos S7(Q....) y R*(P,....) son perspectivos (porque tienen por
seccién comiin la punteada (M....) y por esto proyectivos; los dos ha:
ces B(P,....) y C (Q,....) son pues también proyectivos y el lugar del
punto D es una eénica X, que pasa por B y por C.
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Al rayo BC, segtin que se considera como perteneciente al primero
6 al segundo haz, corresponde en el otro el rayo CC’ 6 también el
rayo BB'. La cénica X, toca pues 4 BB' 4 B y 4 CC' en C.

Cuando M va al infinito, sobre BC, los puntos Q, P van al infinito

respectivamente sobre las rectas AB y AC y por esto X, pasa por el
punto E simétrico de A respecto al centro del segmento BO.

Designemos con v la interseceién de | CC’ | con | BE |
> > B3 > |BB'| » |CE
5 ¥ & | By | » | BO|
La recta (E:) ser la tangente 4 X, en el punto E. Finalmente, para

obtener el centro de X, falta determinar el punto de interseccién de

las dos rectas que unen los puntos medios de los segmentos BC y CE
respectivamente con los polos " y 3’ de las rectas | BC| y | CE |
CUESTION 230
(Véase t. 1V. pagina 812)

Bien conocido es el procedimiento clisico para resslver el problema de
trazar una circunferencia que pase por dos puntos A y B y sea tangente
a otra circunferencia C: Se pide resolver este problema en el caso en que
la recta AB y la cuerda interceptada en C por la circunferencia anviliar

no se¢ cortan en los limites del dibujo.
(Juan J, Durdin Loriga.)
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Solucién por el 8g. Frirz, profesor en el Instituto de Gerona,
Uniendo el eentro C con los O y R (en que la circunferencia L
corta 4 las cuerdas prolongadas MN y PQ) los dngulos formados en
0 y R seran rectos poa inscritos que abrazan el didmetro CD. Luego

los puntos O y R son los medios de las cuerdas MN, PQ y el arco XCZ
el lugar geométrico de los puntos medios de las cuerdas de la eircun-
ferencia C que prolongadas pasan por D.

Dos de estos puntos y el C bastarin para determinar la circunfe-
rencia E aunque el punto D salga de los limites del dibujo.

Solucion por el Su. Luzix DE LAs CUEVAS (D. J.)

La cuestibn gqueda reducida por la
construeién ordinaria 4 trazar una tan-
gente 4 la circunferoncia O, desde el pun-
to de encuentro de ABy CD. El punto
de eontacto estd en la circunferencia de-
terminado por O y los pies M y N de las
perpendiculares 4 AB y CD, segiin la ele-
gante solucién que dié 4 este 1iltimo pro-
blema el comandante de Ingenieros sefior
Beyens publicada en una revista ex-
franjera.
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Solueidn por el 8r. Cano (D, R)

Este. problema, en el caso del
enunciado, puede considerarse eco-
mo caso particular del circulo tan-
gente 4 otros tres, con solo suponer
iguales 4 cero, los radios de dos
circulos.

Tracese sobre CB una hipér-
bola, tomando estos puntos como
focos, y cuya diferencia de valores
sea el radio de C. La perpendicular
levantada en el punto medio de
AB, determinaria sobre la hipér-

bola los M, N que son los centros de las dos soluciones (V. t, 3° pa-
gina 169).

CUESTION 152,
(Véase tomo 11T, pagina 205).

Sea M un punfo cualquiera del circulo circunseripto al triangulo
equilatero ABC. Demostrar que las rectas que unen este punto d los
medios de los arcos subtendidos por los dados, encuentran @ estos lados
sobre el diametro del circulo paralelo a la recla de Simson del punto M,

(B. Sollertinsky.)

Solucion por el Sk, Brocanrp (H).

Actualmente tengo ocasién de recordar que la geometria de la
recta de Simson (6 de Wallace, segun el Intermédiaire des mathémati-
ciens, t. I, 1894, p. 174) 6 de la linea pe-
dal del tridngulo, y de su envolvente,
la hipocicloide de tres retrocesos, se
reduce 4 esta propiedad muy sencilla:

Proyectar desde un punto R de la
circunferencia llamada de los nueve
puntos (6 de Euler) sobre un lado ABC
del tridngulo, 6 tomar, sobre este lado,
el doble DE del segmento DI intercep-
tado por la linea proyectante RI y por
la altura CD que le es paralela .La
recta ER que une este nuevo punto E
al primero R, es la linea pedal,
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En el caso del triangulo equildtero el circulo de Euler es tangen-
te al lade BC tomado como base.

Tracemos el circulo de centro O y de radio, OM =2. OR. Sea N
el medio del arco AB. Bastard demostrar que si MN encuentra 4 AB
en S, la linea OS es paralela 4 ER.

Ahora, ya el tridngulo OSN es isdsceles.

Los tridngulos DRO, NMO son isésceles y semejantes, OM =2.0R
= ON = 20D luego OS es paralela i ER.

Igualmente OS’, OS” son paralelas 4 ER, y se deduce de esto que
los puntos S,5',5" estan en linea recta y que la recta SS'S” pasa por
el punto O y es paralela 4 ER.

Soluecion por el Si. SoLLERTINSKY (B.)
Si la perpendicular de M sobre AC encuentra & la circunferencia
en M', la recta de Simson del punto
M es paralela 4 BM'.

Sea = el punto en que la recta
que une M al medio de A" del arco
BC encuentra al lado BC.

Siendo MM' y CA' paralelas, se
tiene « CM =< A'M’' de donde
CH‘\'I' - (.v. (-X——I&;A_SL —
A'B+ CM

=0 —— " —/BaA'=/04B

Luego Oz y BM’ son paralelas.

OCUESTIONES PROPUESTAS

253. Sean H,, H,, Hy, los medios de las rectas que unen los
veértices exteriores de los cuadrados construidos sobre los tres lados
de un tridngulo A;AA; y G el centro de gravedad del tridngulo
H,H,H;. Si se prolonga GH, en una longitud HM=GH,, la recta MA,
serd perpendicular a H,H, y valdra su tercio.

(Este teorema servird para construir el A A,A,A, conociendo los
puntos H,, Hy, H,).

(H. Van Aubel).

Zarag.— Imp, de €, Arino Coszo 100 bajos,




