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Ano I I I Zaragoza 20 do Octubre de 1893 Núm 3-t k <<̂  

P r í í l O D l C O DE MATEMÁTICAS P U R A S Y A P L I C A D A S 

jDrrecto?^.' JD. Zoel G. ele Galdea no 

m FIESTAS UNIVERSITARIAS DE ZARAGOZA 
E L ANIVERSARIO DE CERBÜNA 

Y Lí l ü G Ü R Í C Í DEL EOiFiCIO OE MEOICÜÜ Y C I E » 

Por fin el memorable suceso con tanto interés esperado ^ 
en toda la reg-ion por que se extiende el distrito universita- ^ 
rio de Zaragoza, es una realidad. ^ 

Inaugurado el edificio destinado á Medicina y Ciencias ^ 
en la tarde del 18 de este mes por el Excmo. Sr. Ministro ^ 
de Fomento D. Segismundo Moret y Prendergast ya el kL 
día 21, y terminadas las fiestas que se celebran en esta ca- ET 
pital aragonesa, se cont inuarán los estudios de estas Fa- fT 
cuitados en las nuevas aulas. 

Además de la citada inauguración, otro acontecimiento * 
unido por una feliz coincidencia al primero ee había de W <| 
celebrar en estas fiestas universitarias, á saber, el tercer ^ 
centenario de la fundación de la universidad de Zaragoza ^ | £ 
por el prior de La Seo y más tarde obispo de Tarazón a ^ 
D. Pedro Cerbuna. |> 

Celebradas en la mañana del día 17 en la catedral de ^ | £ 
La Seo, con 'asistencia de todo el Claustro universitario, ^ <|> 
presidido por el Sr. Ministro de Fomento, las honras fú- ^ ^ 
nebros del ilustre fundador de la antigua universidad en 
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EXTERIOR DEL HOSPITAL CLINICO 

las que el notable orador sagrado D. Florencio Jardiel, canónigo de 
esta catedral y discípulo de esta Universidad, al elogiar las virtudes 
de Cerbuna empleo también su elocuentísima palabra en enaltecer la 

ciencia, v e r t i e n d o 
hermosos conceptos 
de la misma. 

Por la tarde, en el 
Paraninfo del edifi­
cio antiguo, se cele­
b r ó solemne fiesta 
académica en quo 
los alumnos de las 
cuatro facultades le­
yeron eruditas me­
morias acerca del es­
tado de las ciencias 
en la época de Cer­
buna, descollando 
entre todos el alum­

no de Medicina |Sr. García Belenguer que, pronunciando un discurso 
sobre la Antigua enseñanza de Medicina en nuestra Universidad, se re­
veló como un verdadero orador de hermoso estilo, pensamientos pro­
fundos, frases elegantes y riqueza inagotable de imágenes poéticas. 
Poco después el Sr. Moret dejó oir su incomparable palabra, interrum­
pida muchas veces por los entusiastas aplausos de la concurrencia, se­
ñalando á la juventud el camino digno de ser seguido en esta vida, dán­
doles provechosos consejos, y dedicando al fin un glorioso recuerdo 
al ilustre Cerbuna, acompañado de elevados conceptos acerca del 
orden moral y do la ciencia que dejó honda impresión de cuantos tu­
vimos la dicha de escucharle. 

De 1593 pasarnos á 1893, es decir, de la obra de Cerbuna á la obra 
de Calleja quo se ostenta gallarda a la par que magestuosa ante la 
plaza de Aragón y á orillas del río Huerva. 

De tres cuerpos consta este suntuoso edificio levantado á la cien­
cia. El primero es el mayor y donde se instalan las facultades de Me­
dicina y Ciencias, el segundo está destinado á Hospital clínico y el ter­
cero es el departamento de Disección ó Anfiteatro anatómico. 

Esta obra, quo basta para inmortalizar el nombre de su autor el ar­
quitecto municipal D. Ricardo Magdalena, en que predomina el estilo 
mudejar, deja impreso en caracteres permanentes el genio creador que 
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supo formar aquel conjunto en que se han hermanado la concepción 
artística con los fines científicos á que tan hermoso palacio se halla 
destinado. 

No pudiendo entrar en detalles acerca de tan notabilísima obra de 
arte, nos limitaremos á citar su hermosa fachada que sobresale del 
cuerpo del edificio, con sus cuatro estatuas sedentes que representan 

IIÉ J I M | 

VESTIBULO 

personajes célebres en las ciencias aragonesas, Piquer, Servet, Jor­
dán de Asso y Fausto Elhuyar, distinguiéndose además en numero­
sos medallones que rodean al edificio los bastos de los grandes hom­
bres que han brillado en las ciencias matemáticas, físico-químicas y 
médicas: Descartes, Newton, Galdeo, Gay-Lussac, Galeno, Bichat, etc. 

Pasado el espacioso vestíbulo, á uno de cuyos lados se halla la sa­
la de profesores, aparece bifurcada la espaciosa escalinata principal 
con sus gradas de jaspe y su preciosa barandilla de piedra Fonz, con 
sus vistosos vidrios de colores y á los lados las estatuas de Hipócra­
tes y Arquímedes. conduciendo al artístico salón de actos, adornado 
también con cristales multicolores que dibujan en dos de sus amplias 
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ventanas las matronas que representan la Medicina y las Ciencias, to­
do combinado con elegantes molduras, medallones, escudos y arteso-, 

nados varios. 
Tampoco en­

traremos en des­
cripciones, que 
deben dejarse á 
los doctos en la 
materia, acerca 
de los laborato­
rios y gabinetes 
de Terapeútica, 
Histología, His-
toquimia, Bacte­
riología, M e d i -
cinalegal,Fisio­
logía, de Quími­
ca general, de 
Químicas i n o r ­

gánica y orgánica, de Práct ica de física, de Historia natural, Museos 
instrumental y anatómico, Observatorio meteorológico, etc., que, en 
general, se encuentran bien provistos; pero son dignos de citarse los 
valiosos ingresos que han tenido los gabinetes de Historia natural 
y de Física con las colecciones de ejemplares traídos de la Estación 
biológica de Santander consistentes en animales y plantas marinas; 
con los numerosos y expléndidos regalos que la activa iniciativa del 
Sr. Ministro secundada por la generosidad de las sociedades á que se 
dirijió, ha logrado recabar para las nuevas facultades. Así, la Comisión 
del mapa geológico ha remitido primorosos ejemplares de rocas y de 
minerales, algunos de ellos muy n itables. El Observatorio astronómi­
co de Madrid, una colección de instrumentos para una estación mete­
orológica, así como la Dirección de Comunicaciones otra de aparatos 
telegráficos. También han llegado los aparatos é instrumentos y b i -
blioteca procedentes de la suprimida Escue'a Politécnica de Madrid, 
del Museo del Dr. Velasco una colección de anatomía patológica, de 
la Dirección de Agricultura una colección de memorias, del ministerio 
de Gracia y Justicia toda la Colección legislativa, importantes regalos 
del Sr. Calleja y, en fin, un magnífico ejemplar de la monumental 
obra del P. Blanco Flora de Filipinas, que los RR. PP. Agustinos de 
E l Escorial regalaron á los Sres /Fa ja rnés y Solano, y que éstos ceden 
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generosamente á la Facultad de Ciencias, todo lo cual permit irá desde 
la inauguración de la enseñanza en el nuevo edificio transmitirla con 
el vigor y eficacia que el estado actual de la ciencia exige y l levarán á 
cabo con entusiasmo los dignos profesores encargados de la misma. 

Aquellas nobles aspiraciones que hace veinte años sintieron unos 
cuantos profesores, doctores y licenciados de fundar estudios científi­
cos en Zaragoza, y que comenzaron con las Facultades libres de Cien­
cias y de Medicina inauguradas bajo los aupicios de la Diputación 
provincial, boy están convertidas en expléndida realidad. Y no puedo 
menos de recordar con profundísima gratitud y menciunar muy par-
cularmenta entre las 
v a r i a s enseñanzas, 
aquéllas de Geome­
tría analítica y las de 
Cálculos diferencial 
é integral y Mecáni­
ca racional que me 
comunicaron loshoy 
queridísimos amigos 
y compañeros en es­
te claustro D. Bruno 
Solano y D. Antoni-
no García, que se dis-
tinguieronporsu en­
tusiasmo y abnega­
ción en la enseñanza 
y que la prosiguie­
ron en forma que se 
haya podido conti­
nuar casi sin solu­
ción de continuidad 
hasta la fecha O. CLAUSTRO DEL PISO PRINCIPAL 

Pero aquella abnegación y generosidad necesitaban, para ser dura­
deras, una base sólida, algo que permitiera arraigar y permanecer tan 
nobles ideales sobre un fondo que les diera existencia real y continua. 

Esta parte importantisima en la obra de establecer definitivamente 
y en su más alto grado de desenvolvimiento y acción las nuevas en-

(1) Sólo han suñido la interrupción de un año por efecto del decreto del señor Linares Ri-
va?, suprimiendo esta Facultad el año pasado. 
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señanzas se debe indiscuti­
blemente al sabio profesor de 
Medicina de la Universidad 
Central é ilustre senador por 
este Claustro D. Jul ián Calle­
ja, que jamás ha cesado un 
momento en su activa gestión 
por llevar á término la edifi­
cación de un local digno de 
las facultades de Medicina y 
Ciencias en esta capital,}7 que 
el día 18 de este mes vió rea­
lizarse sus nobles propósitos 
con la solemne inauguración 
del edificio. 

Como solo se trata aquí de 
dar una reseña breve de cuan­
to ha conducido á fijar en Za­
ragoza los es tudios de las 

f s r e t i p t y : Ciencias matemáticas y expe-
CÁTEDRA DE CONFERENCIAS rimcntales, acaso como pre­

cedente para que más tarde puedan establecerse otros estudios p rác ­
ticos encaminados á promover el desarrollo de las artes y la industria 
de esta región, solo citaremos los momentos más culminantes de la 
historia del edi­
ficio desde que 
en 8 de M a r z o 
de 1886, siendo 
Ministro de Fo­
mento D. Euge­
n i o M o n t e r o 
RÍOS y Director 
general de ins­
trucción pública 
el Sr. Calleja, se 
pidió informe á 
los claustros de 
las facultades de 
MedicinayCien-
c iassóbre lasne- MUSEO DE HISTORIA NATURAL 
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cesidades que deben lle­
narse enunedificio des­
tinado á l a enseñanza 
de aquéllas, acordándo­
se las bases del progra­
ma de construcción del 
edificio proyectado. 

En 20 de Marzo fué 
designado por el Minis­
tro de Fomento el ar­
quitecto Sr. Magdalena 
para proponer el pro­
yecto y diri j i r la cons­
trucción del edificio. E l 
13 de Noviembre, sien­
do Ministro de Fomento 
D. Carlos Navarro Ro­
drigo, se sacaron á su­
basta las obras. En 4 de 
Enero de 1887 q u e d ó 
hecha l a adjudicación 
de l a subasta á favor 
de D. Juan Pruneda, el 
14 de Marzo comenza­
ron los trabajos de cons­
trucción, colocándose el 
21 del m i s m o mes la 
primera piedra del edi­
ficio, extraída de la an­
tigua Universidad. 

Reanudada la ense­
ñanza de la Facultad de 
Ciencias en 1.° de Sep­
tiembre último (después 
de la interrupción su­
frida en virtud del decreto de 26 de Junio del año pasado, según se 
dió cuenta en la página 217 del tomo I I de este periódico) por el actual 
Ministro de Fomento Excmo. Sr. D. Segismundo Morety Prendergast, 
que además ha agregado á la sección de Ciencias físico-químicas la de 
Ciencias físico-matemáticas y ha contribuido á enriquecer, con valio-

D E T A L L E D E L SALON DE ACTOS 
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sos donativos como arriba se expresó, los gabinetes y la biblioteca del 
nuevo establecimiento, la gran obra de la instalación definitiva de los 
estudios científicos ha arraigado profundamente en esta región arago-

CÁTEDRA DE ANATOMÍA 

nesa, con los caracteres de un hecho permanente, á contar desde el 
momento en que se inauguró solemnemente el suntuoso palacio des­
tinado á aquéllos, y sólo nos queda, para terminar, dir igir á cuantos 
han contribuido á realizar la grande obra, recientemente inaugurada, 
la modesta felicitación nuestra á la que seguramente han de aso­
ciarse cuantos aman la prosperidad y el progreso de la Patria. 

Z. G. DE G. 

Deux problémes sur les progressions 
P A R M. G. G I L L E T 

P R O F E S S E U R Á L ' E C O L E A B B A T 1 A L E D E M A R E D S O U S 

I. Etant donnée une progression arithmétique indéfinie 
Í̂Q ¿í| ^3 • • • • • 

de raison r , on forme la serie 
w0 w1 w2 w3 



E L P R O G R E S O MATEMATICO 283 

dont le terme general a pour valeur 

11 —ct- , + a,, , „ + 
p kp Api-l fip-\-2 ' 1 kp 

Te et h' étant des constantes. Calculer la somme S des n premiers ter­
mes de cette serie. 

Posons pour abréger Te' - [ - ^ = 2X, 

nous aurons successivement 

a —an + kpr ¡ 1 , 

uv = K + + 1) = ( 2 ^ + l ) «o (2H-Í>+1) V . 

Par suite, 
7* /í- 7¿ 

Mais 

n » 
^ ( 2 H . í > + 1 ) = 2 [ X ^ ( 2 ^ + 1 ) = 2 ^ ; ^ (n+^^Cw+^Cvn + l) , 

^ ( 2 ^ + 1 ) = 2 1 ^ ^ - = y ^ ( n + l ) (2^+ 1)+— w ( n + l ) 
o o 

: - g - n ( w + l ) ( 4 ^ + 2 ! x - f 3 ) ; 

Conséquemment: 

S = (n+1) ( ¡x^+ l ) a0+ y ^ (n+1) (4lU.r¿+2[x+3)Xr-

3 1 
Cas particuliers.—Si = 1, 7c' 2, on a /. — , = — ; la serie se 

¿i ¿ 
réduit á 
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Elle a pour somme 

1 ( n - f l ) 0 + 2 ) a0 + ^ n i n + l ) ( n + 2 > - - (n-f-l) 

Si de plus, les termes d é l a progression donnée se réduisent á 
leurs índices, on obtient: 

( l + 2 ) + ( 2 + 3 - f 4 ) + ( 3 + 4 + 5 - l - 6 ) + + ( n + n + l + n + 2 - f - + 2n) 

= l n ( n + l ) 0 + 2 ) . 

Cette relation donne la solution de la Q U E S T I O N 121, proposée par MR. OATALAK. 

Si Ton prend ap = 2 ^ + 1 , on trouve: 

l + ( 3 + 5 ) + ( 5 + 7 + 9 ) + ( 7 + 9 + l l + 1 3 ) + . . . + ( 2 « + l + 2 « + 2 + . . . + 4 n + l ) 

= 4 («+l) («4-2) (2n+l) . 

II . On peut se proposer de resondre le probléme précédent lors-
que la progression arithmetique a0aL a.2... est remplacée par une pro-
g-ression geometrique b0bL b.2... de raison q. Dans ce cas, et en conser-
vant toutes les autres notations employees ci-dessus, on obtient: 

S = 

D'ailleurs, 

« 

1-!7 í -

1-2 

¿7? 1 —^ 
2 = 

1 A 

Par suite 

( i - í ? ) S = 
1—gWfc+1 l_«n(2ll+ifc)+l 

^ k bn ' f¡ 
1-2 0 1—^{x+fc ^ 
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Cas particulier.—IjOvsqu.e fc—1, Je'=2, on obtient: 

V H ^ i + y + ih+h+h) + + {bn +\n) 
í — i 1-q 

O XJ E S T I O ÜST E S R E S XJ B L T-A. S 

C U E S T I O I J " 121, 

(Véase t. III, pág. 112) 

A qué es igual la suma de los progresiones 

1+2, 2 + 34-4, 3+4+5+6, . . . w + ( w + l ) + ( n + 2 ) + . . . + 2 w 
( E . Catalán). 

Solución por D. CECILIO JIMÉNEZ RUEDA 

Escríbanse las progresiones sumandos, unas debajo de otras en 
esta forma; y súmense verticalmente: 

n + ( n + í ) + (ri+2) + (2n~-2) + (2n—1) + 2n 

+ ( n - í ) + n + {2n-4) + (2n—3) + 2(n—1) 

+ 0 - 2 ) + (2w.—6) + (2w—5) + 2(n—2) 

+ 
+ 3 + 4 + 5 + 6 

+ 2 + 3 + 4 

+ 1 + 2 

= n + 2n + 3/i + +(?? — l )n + n.n + ( ? i + l ) n = 

w ( w + l ) (w+2) 
= n ( 1 + 2 + 3 + . . . + ( n - l ) + W + ( n + l ) ) = -

Solución por el alumno D. RICARDO CARO 

La suma de los n + 1 términos últimos es 

i /- i ^ i ^ i c * i 1 0 3 n O + l ) 3n2+3w 3 , % n + (n+1) + (n+2) + . . . + 2w = ^ — ^ = X — . = - _ ( n ^ ) 

Si en esta igualdad damos á w los valores, 1, 2, . . . n, y sumamos las 
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igualdades resultantes, tendremos la suma pedida igual á 

| - ( l + 2 4 - 3 + + w + i 2 + 22 + 3 2 + + ^ ) 

Conocemos el valor de la suma de primeras y segundas potencias 
de los n primeros números, que es 

luego la suma pedida es 

w O + 1) O + 2) 

w ( n + 1) 0 + 2 ) 

siempre entero, pues uno ó dos factores del numerador, son pares. 

Solución por el SR. SOLLEUTINSKY 

Se tiene 

w + ( n + 1) + (n+2) + + 2n = 8w ^ ^ , 

y se sabe que 

i : 
w Q + 1) n Q + 1) (n + 2) 

2 ~ 6 

1 
Luego la suma buscada es = — ^ (w + 1) (w + 2) 

¿i 
Solución por el SK RETALI 

La progresión propuesta es de segundo orden; las primeras dife­
rencias forman una progresión aritmética cuyo primer término es 6 
y cuya razón es 3. Haciendo en la fórmula conocida 

S = wa0 + Q + Q ^ ̂  
a0 = 3 , £̂  = 6, <í2 = 3, se obtiene para la fórmula buscada 

n ( n - l ) ó - 2 ) 
, 2 

Solución por D. JOBJE LUZÓN DE LAS CUEVAS 

La progresión de lugar p 

^ • M - T ^ + S 2i? 
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dá para la suma de sus términos 

Zpip + 1) 
2 

de donde la de las n progresiones será 
p — n 

l 
p — n 

Zp (p + 1) 
Y ^ ^ b + i ) 

La suma de los productos dos á dos de los términos consecutivos 
de una progresión de (n-\-l) términos está representada por la fórmula 

q=n 9 — n q=n 

asi 
2 = 1 2 = 1 r=l 

p—n 

| ^ í > ( í ' + l) = | - |_ l2 + 2 2 + . , . + ^ + l + 24- . + 

n ( í i 4 - l ) ( 2 n + 1 ) ra 0 + 1) 
+ 1 

y efectuando simplificaciones 

p = n 

| X ^ ^ + 1 ^ ' ' ( M + 1 2 ( " + 2) 

que resuelve la cuestión. 

Solución por el alumno D. ENRIQUE MACKAY MONTEVERDE 

3m (w -f-1) 
Se tiene 

m - [ - ?ñ+T + - j - 2m = 

Luego la suma pedida es 

S - 3 1 . 2 + 2.3 + 3 . 4 - f + (w-l )n + w ( n + 1) 

(*) Es muy fácil obtener esta fórmula. Basta, á partii del segundo término poner cada uno 
en función del anterior y multiplicEW cada igualdad por el término anterior á su primer 
miembro. 
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pero 

2 
1.2 + 2.3 + 3.4 + . . . + ( n - l ) n + w 0 + 1) 

^ 0 + 1 ) 0 + 2) 
f72.3 

por ser el nsimo número piramidal; luego, por último 

n (n + 1) O + 2) 
S 2 

CUESTIÓN" 101 

(Véase t. III, pág. 40). 

Se dan dos rectas rectangulares que se cortan en O. E l punto A está 
sobre la una, el punto B sobre la otra. Se tiene OA2 — OB2 = L2 

L a envolvente de AB es 

x — y = L 

OK es eje de las x, OB el de las y. Estudio de la curva. 
( E . Lemoine.) 

Solución por el SR. LEMOINE (E). 

M. Brocard ha dado de esta cuestión una solución muy elegante 
que ha deducido de consideraciones generales, y nada hay que aña­
dir á esto. 

Yo deseo solamente dar aquí una solución especial que había 
encontrado. 

La idea de buscar en esta envolvente no se me había ocurrido 
porque, si con los mismos datos se tiene ÜA2 + OB2 === L2, se halla 
una curva muy conocida y>de numerosas propiedades. (Envolvente 
de una recta de longitud constante cuyos extremos describen dos rec­
tas rectangulares). 

Sea O A = X, OB = ¡x. Es preciso determinar la envolvente de la 
recta que tiene por ecuación 

¡AÍC + X?/ = X[JL 

con la condición X2 — [j2 — L2 

y de (1) y (2) se deduce respectivamente 

(1) 

(2) 

d\x. 
(3) X - di 

d i 
= 0 (4) 
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de (3) y de (4) se obtiene 

_ X) — ; 

falta eliminar ^ y [•«• entre (1), (2), (5) 

de (1) se obtiene X = 
y\>-

(5) 

(6) 

sustituyendo en (5) este valor de \ se tiene, después de haber dividido 
por ¡JL y quitando el denominador 

— üsí{y — v ) + y { y — \>-f===v-xí + \ j . {y — v-f 

6 desarrollando y reduciendo 

2 , 3 - 1 3 ^ + 3 ^ - ^ = ^ 2 / 
de donde 

2 1 

p—CC y v- — y 
y, según (6) 

- í -
3 I 3 

9 
) 

. 3 I 3 
X = \ ^ 

sustituyendo en (2) estos valores de X y ¡x, se tiene: 
2 / * 2 o \ 2 2 X 2 2 \ 2 

a } 3 \ x 3 — y a J — y s \ a } S - y d J = L 2 

(2 2 \ 3 2 2 2 

3 — * 3 y = L 2 ó en fin a?3 — y3 = L 

que se puede poner también bajo la forma 

C U E S T I Ó N 83. 
(Véase tomo I I , pág; 280). 

^Sbiré Z05 lados de un triángulo Aj A2 A3 ^ construyen exteriormente 
los triángulos equiláteros A^B^^, A2B2A3, A3B3A! é interiormente los 
triángulos equiláteros A ^ A j , A3b2A2, A1b3A3. Sean l ^ , I.2, I3 , i j , i2, Í3 
los centros de estos triángulos. 

I.0 a) Si se prolonga B;3i2 en una longitud i2N = B3Í.2, el triángulo 
B^i ' a es equilátero, b) Construir el triángido A! A2A3, dados los pun­
tos B i , I2, B 3 . 

2.° a) E l punto I3 es el medio de las rectas A, A., e IgB, son los ver-
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tices de un triángulo equilátero, b) Construir el triángulo A1A2Ar!, da­
dos los puntos l i , B2, I3. 

( H . Van Aubel). 

Soluc ión por el Su. SOLLERTINSICY. 

Se sabe que el segmento B3¿2 es igual y paralelo á A ^ ; luego el 
triángulo i^b^s, después de un giro de 120° llegará á coincidir con 
i^A^B^ Por consiguiente iiB3 = 4 3 , y / B ^ N = 60u, de donde el trián­

gulo B ^ N es equilá­
tero, b). Según esto, el 
punto Í2 es el centro 
del triángulo equiláte­
ro construido sobre 

Luego, dados los 
puntos B j , B3 se pue­
de construir î ] pero 
A2, A3 son los vérti­
ces de los triángulos 
equiláteros construi­
dos sobre J3 i3 y A1 el 
vértice del construido 
sobre A a B j ó sobre 
A3B3. 

2.° a) Sean Mi y M2 
los medios de y 
A3AV E n los triángu­
los ^MJÍM,, JgAjBj los 
lados J3M2 y JaA,, 

MaMj y A1B1 tienen la misma razón y comprenden el mismo ángu­

lo de 60°. 
Luego lo mismo se verifica en sus terceros lados JgMj y JgB^ de 

donde, siendo m el medio de JaB^ el triángulo JgmM, es equilátero. 
b) Por consiguiente, dados los puntos B ^ J3, J2, se puede construir 
Se toma en seguida el simétrico ^ del punto J2 con relación á se 
construyen, en fin, los triángulos equiláteros sobre ^Jg 7 sobre A j B ^ 

CUESTIÓN" 87 
(Véase t. II, págr. 312). 

Sean AJBÍCÍA^ AaB2C2A3, A3BaC3A1 los cuadrados construidos ea!* 
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teriormente, sohre los lados de un triángulo AjAjAa y K el medio de 
B^B^. a) Demostrar que, si sobre EBt se construye el triángulo E D I ^ 
rectángulo en Ti y tal, que B,D = 2ED, el triángulo A ^ A g será direc­
tamente semejante al triángulo E D B ^ * ) . b) Construir el triángulo 
A1A2A3, dados los vértices Bj,Bá,B3 de los cuadrados construidos sobre 
sus lados, 

(H. VAN A U B E L ) . 

Solución por el SE. SOLLBRTINSKY 

Sea 61 el simétrico de B! con relación á A,. Siendo los lados A2BÍ 
y A2bu A2A3 y A2B2 de 
los triángulos respec­
tivamente iguales y 
perpendiculares, suce­
de lo mismo con sus 
terceros lados B ^ s y 
^ B , ; luego, en los 
t r i á n g u l o s D E A i y 
DBjAg los lados D E y 
E A j del uno son res­
pectivamente perpen­
diculares y dos veces 
menores que los lados 

DB! y B ^ z del otro. Por consiguiente, sucede lo mismo con sus ter­
ceros lados DAi y DA3: es decir, que el triángulo A ^ A a es rectán­
gulo en D y tal, que DA3=2DAI. 

b). Sea B J ? el lado del cuadrado construido sobre EB1. Se tienen 
así dos figuras, D B j P E y DAgBaAj, directamente semejantes, y de las 
que se conoce la primera y dos puntos D y B3 de la segunda. 

Se pueden, pues, construir sin dificultad los otros dos puntos A3 
y A1 de la figura, y los puntos A ^ Bi determinarán el punto A2. 

C U E S T I Ó N 104= 
(Véase t. U I , pág. 71). 

E n cada punto M de la evoluta de una elipse se traza la tangente 
AMB que encuentra á los ejes de la curvoj en los puntos A y B. Hallar 
el lugar del punto D de esta tangente tal, que B D = A B . 

(fiT. Brocard.) 

(*) Se entiende por polígonos directamente semejantes, polígonos que puedan convertirse 
«n liomotéticos por una simple traslación, sin giro, de uno de ellos en el plano. 
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Solución por el SE. SoLLEUTixskY (B.) 

L a evoluta de una elipse puede considerarse como la proyección 
ortogonal de una hipocicloide de cuatro retrocesos. Pero esta última 
curva está envuelta por una recta A'B' de longitud constante, cuyos 
extremos resbalan sobre dos rectas rectangulares, y se sabe que cada 
punto Df de la recta móvil describe entonces una elipse. Luego, no 
cambiando la proyección la relación de los segmentos de una recta, 
se concluye que todo punto D, que divide á AB en una razón cons­
tante (igual á — -i" en la cuestión), describe una elipse. 

C U E S T I Ó N 82 
(Véase tomo I I , página 279). 

Sean Kv B, , Ol y A2, B2, 02 las jiroyecciones de dos puntos Ml y M, 
sobre los lados de un triángulo ABO. Si estos puntos se hallan en una 
misma cónica y el punto permanece fijo, ¿cuál es el lugar descripío 
por Mg? 

{J. Neuberg). 
Solución por el Sit. SoLLEimsskv (B.) 

Para que las proyecciones de los puntos Mj y M2 estén en una mis­
ma cónica, es necesario y su­
ficiente que los lados opues­
tos del exágono A! A^B^BJCÍC^ 
se hallen en una misma recta. 

Sean a, p, y los puntos en 
que BjC/!, G2AU A2B.2 encuen­
tran respectivamente á BC, 
C A y A B ; C el punto diame-
tralmente opuesto á C en la 
circunferencia ABC. 

Dado el punto Mj, se ob­
tiene desde luego el punto a, 
y por este punto se traza una 
transversal cualquiera affy. 

L a intersección de AJP y 
AB dará el punto 02 corres­
pondiente. 

Después, si se hace girar 
A2B2 alrededor de y, la intersección ¡J. de las perpendiculares en A» y 
B2 describirá una curva. 



E L P R O G R E S O M A T E M A T I C O 293 

Siendo homográficas las divisiones A2, Bá, esta curva es una hi­
pérbola que tiene sus asíntotas perpendiculares á B C y CA, y que 
pasa por O y C . Esta hipérbola encuentra á la perpendicular levan­
tada en Co siempre en dos puntos, reales ó imaginarios. Cada uno de 
estos puntos es una posición de M2. 

Pero cuando el punto y se aleja al infinito, la hipérbola degenera 
en dos rectas. L a recta CO' es la del infinito, y por consiguiente, uno 
de los puntos correspondientes Má se aleja también al infinito. 

Así, toda perpendicular á AB encuentra al lugar de M2 siempre en 
tres puntos de los que uno está en el infinito. 

E l lugar de M2 es, pues, lina cúbica cuyas asíntotas son perpendicula­
res á los lados de A B C y que pasa por los vértices de ABC, por los pun­
ios A', B', C diametralmente opuestos á estos vértices sobre el círculo de 
A B C y por el inverso de M .̂ 

L a cúbica pasa también por cuando los triángulos A B C y 
AiBxC, son homológicos. 

C U E S T I Ó N 108 
(Véase t. I I I , pág. 71). 

E l cociente de (2m — 1)! por m! (m— 1)! es siempre un número par, 
excepto cuando m es tina potencia de 2. 

(Wolstenholme). 

Solución por el Su. SoLLEimicsky. (B). 

E n el producto mi hay números pares, y se tiene 
. m 

E l producto de estos números pares será igual á 
nm-) i 
2 2. ?%! 

Si el producto w !̂ contiene m.2 números pares, se tendrá 

y estos números darán 

Se tendrá enseguida 

2 2. ni¿. 

ni 
vi <""-
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m 

Haciendo S = m í + m á 1 , 
se tendrá m!=2s . N 
designando N' un número impar. 

Ahora, sumando las desigualdades, se tendrá 
m-

S 1 , s 

de donde S ^ m — X 
Se tendrá la igualdad S = » i — l con la sola condición de que todos 

los números m, mj, . . sean pares; entonces el número m es 
una potencia de 2. E n todos los demás casos se tendrá S<^m—1. 

Pero el producto (2m — 1)! = 2 .4 .6 . . . . ( 2 /» -2 ) . 1.3. 5 . . . . ( 2 w - l ) 

de donde 
(w—1)!. 1. 3. 5 . . . . (2m—l) 

(2m—1)! —i 1.3.5 (2m—1) ^ m - i - s M , 
(m — 1)! m\ m ! 

designando N' un número impar. 

146. Demostrar que 

(a + b)n = a [ { a - f 6)w_2+ 2¿(a + b)n~S+ . . . 

(w—1) J + « « 6 -f- J 

(Juan «71 Duran Loriga) 

147. Siendo D j , D.2,13, ¿4 los medios de los lados A ^ , A2A3 y 
los centros de los triángulos equiláteros construidos exteriormente 
sobre el lado AaA^ é interiormente sobre el lado A4A1 de un cuadrilá­
tero A ^ A a A ^ la recta I3/4 será igual y paralela al diámetro D2M del 
círculo circunscripto al triángulo equilátero construido sobre DjD.,. 

(H . Van Aubel). 

148. Dadas tres circunferencias (A), (B), (C) situadas de una ma­
nera cualquiera en un plano, construir un triángulo semejante á un 
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triángulo dado T, cuyos vértices a, b, c se hallan en estas circunfe­
rencias, no empleando más que los recursos de la Geometría ele­
mental 

(A. Schiappa Monteiro). 

149. Discutir y resolver la ecuación 
4¿p eos ce + (3¿»2 — 4) sen OB — 0 

( Vecchiq). 

150. Sea S la intersección de la simediana AS del triángulo 
A B C con el círculo circunscripto. Sobre la mediana OA del triángulo 
se toma A D = A D ' = A S . 

Si el punto A describe una 
elipse que tiene B y C por focos, 

1. ° L a perpendicular D E so­
bre OD envuelve una elipse coa­
xial. 

2. ° Siendo E el punto de con­
tacto de D E , todo punto del seg­
mento A E describe una elipse, y 
la recta A E es la normal de una 
de estas curvas. 

3. ° L a intersección P de las 
tangentes en A y E es el centro 
de curvatura, en A, de la hipér­
bola que tiene B y C por focos; 
este punto F recorre una curva 
que tiene la ecuación de la forma 

— — f - — = 1 . 
^2 2/á 

Si el punto A describe una hi­
pérbola que tiene B y C por focos, 

1. ° L a perpendicular D ' E ' so­
bre OD' envuelve una hipérbola 
coaxial. 

2. ° Siendo E el punto de con­
tacto de D'E' , todo punto del seg­
mento A E ' describe una hipérbo­
la, y la recta A E ' es la normal de 
una de estas curvas. 

3. ° L a intersección F ' de las 
tangentes en A y E ' es el centro 
de curvatura en A de la elipse 
que tiene B y C por focos; este 
punto F ' recorre una curva que 
tiene la ecuación de la forma 

2̂ R2 
= 1. 

{Sollertinshy). 

151. L a mediatriz (*) del lado B C de un triángulo ABO encuentra 
á CA y A B en B',C'. Sean C , B" las proyecciones de estos puntos so­
bre A B y AC. Demostrar que 

1.° L a recta B"C" pasa por el medio M de B C y por el centro del 
círculo de los nueve puntos de ABC. 

(•) L a perpeadícular lerantada •n el punto medio de BC. 
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2.° Siendo H el ortocentro de ABC, las bisectrices de los ángu­
los BEÍC y BAO se encuentran en B"C". 

{Sollertins'ky). 

152. Sea M un punto cualquiera del círculo circunscripto al 
triángulo equilátero ABC. Demostrar que las rectas que unen este 
punto á los medios de los arcos subtendidos por los lados, encuen­
tran á estos lados sobre el diámetro del círculo paralelo á la recta de 
Simson del punto M. 

{Sollertins'ky). 

153. Sean A, B, C tres puntos en línea recta, B entre A y C. 
Se trazan sobre AC, á un mismo lado, perpendiculares AA' = BC, 

C C ' = A B y al otro lado de A C la perpendicular B B f = AC. 
Demostrar que el ángulo de Brocard del triángulo A ' B ' C es cons­

tante. 
{J. Neuherg). 

154. Dados cuatro puntos A, B, C, D de una manera cualquiera 
en un plano, se trazan las rectas AD, BC, que se encuentran en E , 
después la recta que une los centros de gravedad G, G' de los trián­
gulos A B C y ACD; sean A', B', C , D', M los puntos de encuentro de 
GG' con AB, BC, CD, DA, AC. Demostrar que en magnitud y signo 
se tendrán las relaciones: 

a) 

o) 

GG' 
A 'G 

E B 
CB 

B ' G 

DA 
CA 

E D 
E A 

MG 
MG' 

G'G 
' C'G' 

GGr 
D'G' 

CB E A 

CB 
E C 

E B 
E C 

E D 
DA 

E C AD 

(H. Van Aubel). 

155. Siendo C el punto medio del lado AB de un triángulo A B C , 
si se prolonga el lado B C una longitud CA' = BC y el lado CA una 
longitud AB' = 2CA, el triángulo MNP que tiene por vértices los 
medios de AA', BB', C C será equivalente al triángulo ABC. 

( H . Van Aubel), 

Zaragoza. — Imprenta de C. Arifio, Coso, 100, bajos. 


