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Las sucesivas disposiciones y decretos publicados en la Gaceta du-
rante el mes de Septiembre, reponiendo 4 todos los profesores exce-
dentes de Universidades é Institutos, y organizando algunos estudios,
ha puesto fin al estado anormal en que dejé & la ensefianza, asi como
al profesorado, el decreto de 26 de Junio del ano anterior, euyos re-
sultados contraproducentes 6 nulos pronto se dejaron sentir.

Merece mencionarse con preferencia, entre las reformas acordadas
por el actual ministro, el Exemo. Sr. D. Segismundo Moret, la consis-
tente en haber creado la seccidén de ciencias fisico-mateméticas en la
Universidad de Zaragoza, al mismo tiempo que restablecia la de
ciencias fisico-quimicas suprimida, por ser un acontecimiento favora-
ble para los adelantos cientificos cuya promocidén nos es tan nece-

Plicemes entusiastas y profunda gratitud merece el seiior Moret
por los actuales beneficios, no sélo de los profesores restablecidos en
sus ciatedras, sino del pafs, que podra disfrutar de estas nuevas facili-
dades que se le dan para proseguir en la senda de nuestro enalteci-

Ern Procreso MatemAitico, grandemente interesado en estos ade-
lantos de las ensefianzas, se felicita de las iniciativas y excelentes de-
seos del sefior ministro de Fomento y de cuantos 4 la obra de restan-
rar en nuestra Universidad la facultad de ciencias han contribuido, y
4 todos eleva la expresidn de su gratitud, al par que les envia sus
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TEOREMAS, PROBLEMAS Y MET000S GEOMETRICOS

CONTINUACION (Véase t. IT pags, 106-207, y t. IT1, 171).

CAPITULO II

El método trigonométrico.

41. CoxcerTo GENERAL — La trigonometria se puede considerar:
1.» Como un método geométrico, como un capitulo de la Geometria.
2.0 Como un algoritmo constituido por las funciones circulares.

En la primera acepei6n, tinica de que se va 4 tratar aqui, hallamos
que éste método es una aplicaciin de la teoria de las proyecciones. Asi,
el coseno y el seno son las proyecciones del radio de una circunfe-
rencia sobre una direccién ¢ sobre su perpendicular.

La cuestién fundamental de la trigonometria es la determinaciin de
dangulos 6 de direcciones; y si bien se trata en ella inmediatamente,
como se acaba de decir, en el caso particular de ser los ejes de pro-
yeccidn rectangulares, el principio general se refiere 4 ejes cuales-
quiera.

Observaremos desde luego que: un sistema de proyecciones estd
definido por una recta ilimitada sobre la que se fija una direccién po-
sitiva y un plano no paralelo 4 la recta; que existe una relacidn cons-
tante entre la proyeccion de un segmento, variable en magnitud, pero de
direccion constante, y dicho segmento.

Cifiéndonos al caso de estar los segmentos y sus proyeceiones en
un plano, la fig. 36 manifiesta que los segmentos
AB, AC,.. sus proyecciones A'B’, A'C'... y sus
proyectantes (6 direcciones, segiin las en que se
efectiia la proyeccién) determinan tridngulos se-
mejantes MA'B’, ete., y en éstos, A'B’, A'C'... se
hallan determinadas con respecto & AB, AC..
sen A'MB’
llamaremos )), pues, como cantidades proporeio-

e nales, de las unas se pasa & sus correspondientes
multiplicdndolas por un factor A (en el caso de ser el eje de proyee-
cion PG’ y la direccién proyectante perpendiculares se tiene que
sen MB'A’=1,x=sen A’'MB’'=cos MA'B’, y A’'B'=AB cos MA'B).
Resulta, pues, como proposicién fundamental de la trigonometria, que:
En un tridngulo vectangulo un cateto es igual ¢ la hipotenusa por el

(multiplicindolas por el factor que
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seno del dngulo opuesto ¢ por el coseno del dngulo adyacente, 6 mis ge-
neralmente: Un lado de un tridngulo es igual d otro de ellos por la ra-

z0n entre el seno del dngulo opuesto al primero y el del opuesto al se-
gundo.

r L4

Siendo — B =), si AB=1, resulta A'B‘=), es deecir, que cuando

el segmento proyectado es igual 4 la unidad, X es el nimero que mide
la proyeeccidn.

42. DErFINICION DE LAS LINEAS TRIGONOMETRIOAS Y SUS RELACIONES.

Si OM =1, entonces l:—g%:OP: cos MOP.

El coseno de un dngulo es la relacién entre el cateto adyacentey
el radio. De esta linea trigonométrica se derivan
el seno, la tangente y cotangente que se expre-
san por las relaciones entre otro cateto y la hipo
tenusa, entre el cateto opuesto y el adyacente y
entre éste y aquél. Asi

OP MP MP OP
OM’ OM' OP '’ MP

Vemos que si OM representa la unidad de longitud, al darse la
longitud OP que debe ser su proyeccién, resulta determinada la di-
receién de OM en el cuadrante AOD (*; y si hacemos variar OP desde
eero hasta OA, 4 la serie sucesiva de sus valores corresponderdn to-
das las posiciones de OM en el cuadrante AOD; y lo mismo se verd
para los otros. Repitiendo estas consideraciones para la proyeceidn
gegin la direceidén perpendicular (que corresponde & los senos), tam-
bién resultarid determinada la direccién de OM en cada cuadrante; y
si se da simultineamente una proyeccién en cada uno de los ejes,
la direccién de OM quedard determinada sin ambigiiedad.

En resumen: cada tridngulo rectingulo de los formados por el
giro de OM podra considerarse como fipo de una especie de tridngulo,
y cualquier punto B estarad determinado por su tridngulo homotético
correspondiente OMP, de manera que las longitudes en el tridngulo
OBC estarin determinadas por las correspondientes del OMP multi-

plicadas por la razén %, es decir, por el valor numérico de OB (ya
que OM=1).

(*) Bino se especifica ¢l cuadrante, es decir, en goneral hay ambigiiedad pues 4 OP (8 4
0Q corresponden dos puntos). Es decir, que se necesita efectuar dos proyectos, & dar, por
ejemplo, ademis del coseno el seno, efo, para que desaparezca la ambigiiedad.
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O de otro modo, estando determinada la direccién OM por el fac-
tor directivo cos «+i sen «, todos los puntos del plano quedarédn de-
terminados por la expresién A (cos =i sen ).

43. RELACIONES ENTRE LAS LINEAS TRIGONOMETRICAS.— La conoci-

sen a-sen b, cos a—cos b, ete,

Si se considera una direccién OM en e
espacio, para que la unidad OM quede deter-
minada sin ambigiiedad se necesita y es sufi-

Fig. 40,

los arcos ¢ y d).

disima fig. 38 hace ver cémo se establecen las
férmulas que determinan

sen (a+b), cos (a+b), sen (@—>), cos (a—b),

proyectando el contorno ON+4NC, 6 ON+4NS, ya
sobre OA ya sobre el eje perpendicular & éste, 6
también observando que el radio OC es el pro-
ducto de los radios OB=cos a-i sen a y el que
corresponde 4 cos b+ sen b.

Las fé6rmulas que determinan sumas ¢ di-
ferencias de senos y cosenos se deducen,
como se sabe aplicando el teorema funda-
mental 4 los tridngulos BRC' y BFR/, cuyos
catetos BR, RC',... son respectivamente

Fig. ov.

ciente que OM sea la proyeccién de tres
lnngitudes tomadas sobre tres ejes tales que
ninguno sea paralelo al plano de los otros
dos ), que para mayor facilidad se suponen
rectangulares como indica la fig. 40.
Proyectando ortogonalmente el vértice
M sobre el plano de la cara AB correspons=
diente al lado AB del tridngulo esférico
ABM (fig. 40), 6 plano XZ; si por la proyee-
c¢ién N se traza una circunferencia de radio
ON, que llamaremos #, y suponemos que el
radio OA 1 OP es la unidad, se tendré (para

(¥) Las constantes que delerminan la relacién de cada Begmento con su proyeccidn serdn

en este caso 1, I3 ¥ que enando loa tres ejes so
an rectangulares, como en 1 B,
gerén cos a, cos b, cos ¢, siondo OM=1, ' S.FEpEe a
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Nn

PS= —— =senccosd + cos¢ send [1]
0s
OS=T=cosc cosd — sen ¢ sen d [2]

Pero Nn = Mm = cos @, Nn' = r sen d = Mm' = cos b, halldndose
Mm, Na', Mm" respectivamente en los planos ZOm, ZOX, Z'Om’, que
contienen cada uno de los arcos, a, d, b, cuyos radios correspondien-
tes son » para el segundo y la unidad para los otros dos.

Ademés On y On son catetos de los tridngulos rectangulares Omn
y Om'n’; luego

On — = Om cos B= —sen a cos B
On'=0m' cos A=sen & cos A, On'=r cos d=sen b cos A;

luego sustituyendo en las férmulas [1] y [2] resulta

cos @ sen b cos A cos b
T e +cose
sen a cos B sen b cos A cos b
—_— =08 ¢ - —Fon e ———
r »
que son las férmulas de la trigonometria esférica.
cos a=cos b cos ¢+sen b sen ¢ cos A (=)
sen @ cos B=sen ¢ cos b—cos ¢ sen b cos A (6)

¥, en fin, siendo
Ot =mn=0m.sen B, Of= 0m', sen A,
por ser Of la proyeccién de Om y Om' sobre Oy, resulta la férmula
sen @ sen B = sen 4 sen A () ()

Las funciones circulares originan una especie de céleculo que se

complica cuando se refiere 4 las funciones secundarias tangente y

cotangente; y si al principio, eomo hemos visto, el ecileulo y las ope-

raciones grificas se corresponden, més adelante

llega 4 ser imposible la representacién geométrica

directa de muchas relaciones. Sin embargo algu-

nas de éstas se han obtenido. Asi, para demostrar
geométricamente la férmula

A
sen p-+-sen ¢ t-g-;[p-}-q)
senp—senq

1 4
te = (p—9q) Fig. 41,

*) Geom. elemental (P. 25, pigs. 880 ¥ B40) y Revista de los profesores de Ciencins. (1878
ato 1IT, oo,
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témense los arcos AM = @, AN = b (fig. 41). Tracense MPM' y NQ
perpendiculares 4 OA y NLS paralela 4 OA. Desde el punto S como
centro, con OS por radio, describamos un arco de circunferencia que
corte 4 SN en I, y por este punto tracemos la tangente TIT’ termina-
da en las rectas SM, SM'.

Se tiene
IT LM
I LM™
Pero
IT=tg MSN=tg %(aﬂb), IT' =tg M'SN=tg % (a+b)

ILM=sen a—sen b, LM'=sen a+sen b

y sustituyendo resulta demostrada la férmula (y) ¢

También podremos demostrar geométrica-
mente la férmula

@ l ﬂz\/ l—cosa
2 l+cosa
En efecto, los triangulos OAT y BPM y los
OAT y APM son semejantes (fig. 42); luego
tg l a ig L a
2 B sen a 2 PA 1-—cosa
T 1 1+cosa’ 1 PM_ sena

y multiplicando estas férmulas resulta

1a l—cos a
S el PEWS TP

1
oA A

a—b

1
tg 5 (A—B)

i 4.

que expresa una relacién entre los lados y dngu-
los de un tridngulo ABC (fig. 43).

Trazando la semicircunferencia DAE con CA como radio, des-

(*) Véase Eléments de Trigonométrie, par I'Abbé E. Gelin (1888), pag. 41.
(**) Idem idem.
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de el centro C, las cuerdas AD, AE y la paralela DF 4 EA, se tiene

a+b BE AE

=% HD X DF A
ADcot (B + 5 C) tg

AD cot -}T C te -éw (A4+DB)

(A—B)

44. Los MfTODOS GEOMETRICO Y TRIGONOMETRICO. — La geome-
tria hemos visto que funda sus demostraciones acerca de relaciones
métricas, en general, en la semejanza de tridngulos, y particular-
mente en el teorema de Pitdgoras, que es un principio fundamental
de relaciones métricas en el tridngulo. Pero, 4 su vez, el método tri-
gonométrico no es mis que un sistema especial de relaciones entre
los dngulos y los lados de un tridngulo, derivado de las relaciones
geométricas, siendo el empleo de las lineas trigonométricas un medio
indirecto de aplicar las relaciones mds simples y primitivas de la
Geometria. Los dos métodos no son mas que uno solo empleado &
distancia distinta del punto de partida. Las relaciones que expresan
el uno y el otro son entre si como las relaciones de una figura expre-
sadas por dos sistemas distintos de coordenadas, puesto que los di-
versos encadenamientos lGgicos mediante los cuales la ciencia se sir-
ve para llegar & la demostracién de la verdad 6 & fijar los conceptos
de un razonamiento en una forma determinada que se llama teorema,
son como los encadenamientos de lineas que determinan una figura
referida, bien 4 uno, bien & otro sistema de coordenadas, de igual
manera que los encadenamientos légicos se refieren, bien 4 uno, bien
4 otro sistema de principios fundamentales, verdaderos ejes de coor-
denadas en el razonamiento 6 en la concatenaci6n de las ideas.

En cuanto se ha llegado & establecer las férmulas que enlazan
cada linea trigonométrica con los lados del tridngulo

cos A-—_:._._-_’: ‘.'.__ a : gen._.. \/(p_b} (}J—'(,')

8o & ot

A (p—b) (p—0)

eto.
p(p—a) '’

se ha llegado 4 la poaamdn de un instrumento precioso para estable-
cer relaciones métricas y obtener por un procedimiento analitico los
enlaces que la Geometria obtiene por medio de construcciones de li-
neas, y par asustituir uno 4 otro procedimiento con el fin de alcanzar
un mismo resuitado.
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45, SIMETRIA DE LAS RELACIONES Y SUS APLICACIONES.— La con-
sideracidn del tridngulo tiene la preciosa ventaja de que pudiéndose
expresar chda uno de sus lados 6 de sus dAngulos bajo la misma forma
que los otros dos, dichas relaciones triplicadas conducen por combi-
naciones sucesivas 4 multitud de expresiones analiticas de numero-
sas aplicaciones.

Una de estas aplicaciones es la del sistema de coordenadas bari-
céntricas que permite representar las figuras por medio de expresio-
nes homogéneas que las hace en muchas ocasiones preferibles 4 las
coordenadas cartesianas.

46. RELACIONES ENTRE LOS DIVERSOS SISTEMAS DE COORDENADAS. —
La trigonometria, ademés del sistema de coordenadas baricéntricas;
ha dado origen al sistema ae coordenadas polares, y aun la conside-
racién simultinea del mdédulo y el factor binomio que corresponde 4
la direccién para determinar un punto, le permite representar las ex-
presiones imaginarias y particularmente las raices de las ecuaciones
binomias, estableciendo un enlace entre la Geometria y el Algebra.

El método trigonométrico, como dice Cournot (), es un medio indi-
recto y simulado de aplicar la Geometria analitica que consiste gene-
ralmente en sustituir, sea 4 las coordenadas, sea 4 los pardmetros que
entran en las ecuaciones de la Geometria analitica, funciones de estas
coordenadas ¢ de estos parimetros, y en plantear el problema con
auxilio de ciertas relaciones derivadas y secundarias.

CAPITULO III

Los métodos de la Geometria proyectiva,

§ 1."—METODOS GENERALIZADOS DE PONCELET

47. Generaumapes a). — Define Poncelet las figuras proyectivas
como aquéllas cuyas dependencias son indestructibles por efecto de
la proyeceién, llamando relaciones & propiedades proyectivas todas
aquéllas que subsisten en las figuras dadas y en sus proyecciones.

Supuesto proyectado desde S un sistema de puntos A, B, €,..... en
A’y B, C,..... las dreas de cada par de tridngulos correspondientes
SAB, SBA'B’ son como los rectingulos SA.SB y SA'.SB’, de manera

(Y Delovigine et des limites de la correspondence entre I'Algibre ef la Géomitrie, ply. 282,
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que la relacién del drea de cada uno de estos tridngulos al rectdngulo

' 1 F <z ¢
que le corresponde es constante, si se llama - m 4 esta relacién y p 4

la altura del triangulo, se tiene

. 1 1 a.b
Area de SAB = - p.AB =5 m.0.) de donde AB=m. -
& a P

H o 5] , G .

Anélogamente para otra recta CD se tendrd CD=m' —
: P

Dada una relacidn entre las partes de una figura dada ABCD.....,
observa Poncelet que, para que subsista, enalquiera que sea la posi-
cién de los puntos A, B, C,..... 6 A, B/, €/, ..... sobre las proyec-
tantes SA, SB,.....; si se reemplazan en vez de las cantidades que
entran en dicha relacidén sus valores arriba obtenidos, deberi ésta
satisfacerse independientemente de toda magnitud particular atri-
buida 4 las rectas BA, 8B,..... 6 a, b, p,..... que fijan la posicién
de los puntos eorrespondientes A, B,..... y por congiguiente, debe-
rin desaparecer estas rectas 6 distancias del resultado de la sustitu-
cién, sea por reducciones parciales, sea como factores comunes &
todos sus términos.

Entre las relaciones proyectivas son dignas de especial conside-
racién las expresadas por ecuaciones de dos términos, sin denomina-
dor, compuestas cada una de un mismo niimero de factores, que re-
presentan simples distancias entre los diversos puntos de una figurs
dada, y tales que: 1.2 8¢ hallen las mismas letras en los factores linea-
les que componen los dos miembros. 2.0 Que « cada distancia pertene-
ciente & uno de los dos miembros corresponde otra en el segundo que esté
en la misma recta que la primera, fal es, por ejemplo, la relacién

CA.DB=DA.CB
que constituye la relacion armdnica
CA DA
cB DB
Asi mismo la relacién
AP.AP".BQ.BQ'.CR.CR'=BP.BP.CQ.CQ".AR.AR/
que traduce el teorema de Carnot.

Stun tridngulo ABC cualquiera situado en el pla-
no de una seccidn conica, cuyos lados AB, BC, AC, ¢

(") Traité des propriétés projectives, pig. 7.
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sus prolongaciones, encuentran, respectivamente, en P y P', Q y Q,
Ry R' « esta curva, se verificard dicha relacion.

Esta relacién que se verifica en el caso del eirculo, en virtud de la
propiedad de las secantes trazadas al mismo desde un punto, tiene
también lugar para una seccién cénica cuya proyeccién puede con-
siderarse ser un circulo.

Cuando los lados AB y AC son paralelos, el vértice pasa al infinito
y la relacién anterior se simplifica resultan-
do que:

BQ.BQ'.CR.CR' = BP.BP'. CQ.CQ’
BP.BP'  CR.CR
BQ.BQ  CQCQ’

es decir, qué: el producto de las ordenadas
BP y BP' esta en una relacion constante con el de las abscisas corres-
pondientes BQ y BQ/, para todas las paralelas ¢ AB.

Aplicando la férmula obtenida 4 la fig. 46. se reduce a

Fig, 45

B R .
OA.OB  QA.QB

6 OM?=p.0A, 0B,

siendo p una cantidad constante que sélo varia con la direceién del
didmetro AB.

48. C(O0n10AS SUPLEMENTARIAS.— Ya se expuso en la Introduccion
(t. II, pag. 85), como se inicié una nueva evolucién de la Geometria
en la época de Pascal y Desargues con el empleo de la perspectiva
para la generacién de las cénicas y métodos de transformacién de las
figuras en que se distinguieron La Hire y Le Poivre y también New-
ton, evolucién que vemos presentarse de una manera brillante y vi-
gorosa cuando Monge did 4 conocer la Geometria descriptiva por la
cual sintetiz6 en un reducido niimero de principios abstractos y gene-
rales multitud de relaciones, por los que se enlazaban de una manera
gistemdtica lasfiguras detres dimensiones conlas figuras planas, trans-
forméndose unas en otras con auxilio de la proyeeceién, y también se
hizo especial mencién del nuevo método de demostracién, por el que
rompe completamente con las pricticas de los gedmetras griegos,
introduciendo el concepto del éimaginarismo en la Geometria, mediante
el cual da unidad 4 los razonamientos asi como & multitud de relacio-
nes que de otro modo serfa preciso considerar como aisladas 6 dis-
tintas, cuando sélo difieren por alguna modificacién ¢ restriccién in-




EL PROGRESO MATEMATICO 2569

cidental, que no las impiden hallarse sometidas 4 una ley general
comiin. Y por esta nueva via se encaminaron Carnot con su Geome-
tria de posicién y teoria de la correlacidn de las figuras y Poncelet
con el principio de continuidad 4 cuya admisién en la Geometria enca-
mind sus esfuerzos, siendo uno de los resultados obtenidos con este
propdsito el que constituye su teoria de las ednicas suplementarias y
de las secantes y cuerdas ideales, las cuales le conducen 4 establecer
definitivamente la grandiosa generalizacién y unidad con que hoy se
nos presenta la Geometria, pues distinguiendo entre lo #maginario que
implica lo enteramente imposible 6 inconstructible en la figura corre-
lativa de otra dada, de lo ideal que designa un modo particular de
existencia de un objeto, el cual, permaneciendo real en la transforma-
cion de la figura primitiva, cesa de depender de una manera absoluta y
real de otros objetos que lo definen grdficamente, porque estos objetos han
pasado @ ser imaginarios, aplica este nuevo concepto 4 las figuras que
pasan por todos sus estados ¢ modos de ser mediante una transfor-
macidn continua.

Asi, estando los puntos O y O’ ligados en la fig. 46 por la relacién

armdnica

O'A 0A
OB OB

mediante la cual pueden construirse inde-

pendiente de los de interseccién M y N de la

i @ conica y la secante mn, de manera que al

Y estar determinada cualquiera de las entida-

des mn, m'n/, O, O’ quedan determinadas

las otras tres, pues dado, por ejemplo, el punto O’ quedan determina-

das las dos tangentes O'M, O'N que & su vez determinan la secante mn

y el punto O de interseccién con el didmetro AB, siendo O’ el polo
de MN.

Pero permaneciendo la misma la relacién entre los puntos O, O’ y
las rectas mn, m'n’, independiente de la existencia de los puntos M y
N (que desaparecen cuando mn se transforma en m'n’), no hay nin-
guna razdn para preseindir de ellos; y asi como en Geometria hay pa-
labras tales como las de infinitamente pequenos, infinitamente grandes
para expresar diversos modos de existencia, debe haberlos para ex-
presar los de la no existencia, con objeto de conservar la analogia
entre las ideas y el lenguaje al persistir en considerarla como secante,
Poncelet adopta la denominacién de secante ideal de dicha curva, dis-
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tinguiéndola de la que es absolutamente inconstructible, que se deno-
mina 4 su vez recta imaginaria. Ademas O' serd el centro ideal de la
cuerda imaginaria que determina m'n', O el concurso ideal de las tan-
gentes imaginarias que corresponden 4 los extremos de esta cuer-
da, 6 euerda de contacto relativa 4 O.

Si habiéndose determinado el didgmetro AB (fig.46) de la seceion ed-
nica conjugado & ladireccidn la secante ideal m'n’ que divide, por con=
giguiente, en dos l:*u-tm iguales todas las euerdas que le son parale-
las, se tompan sobre m/'n" dos puntos M’y N’ que satisfagan 4 larelacidn,

O'M"*=p.0'A. O'B,

idéntica con lo que define los puntos M y N, segiin los que la secante
mn paralela 4 la primera encuentra realmente 4 la seceién cdnica, se
obtendrd una longitud M'N’ dividida en dos partes iguales por el
purnto Q', y continuado asi la construceién llega Ponecelet 4 construir
la cénica suplementaria de la primera que es una hipérbola si ésta es
una elipse y viceversa, hallando también que cada cénica tiene infi-
nidad de ednicas suplementarias correspondientes 4 la infinidad de
sistemas de didmetros conjugados.

Con estos preliminares, Poncelet lleva la Geometria 4 un alto gra-
do de generalizacidn caracteristico de la ciencia moderna, emanecipa-
da por completo de las trabas que la restringian en la época griega,
que ya hemos visto estd caracterizada por el empleo de las proporeio-
nes y por el espiritu de individualizacidn.

Al aplicar Poncelet su nueva teoria 4 los sistemas de ednicas 6 de
eirculos que tienen una euerda real ¢ ideal comiin (), distingue desde
luego en la serie de cireulos que tienen una secante ideal comiin, los
dos de dimensiones infinitamente pequefias que llama punfos d efreu-
los limites, de capital importancia en las cuestiones que trata, puntos
reales cuando la cuerda comiin es ideal, 8 imaginarios cuando ésta es
real; y puede con auxilio de los nuevos principios tener en cuenta los
puntos reales 6 ideales de las eénicas en el infinito al estudiar la seec-
cidn ednica que contiene todos los puntos reciprocos de lvs de una recta
dada en el plano de una serie de circulos que tienen una secante eomibn,
Asf, dicha seeci6én ednica, ademas de pasar por los dos puntos limites
del sistema de eireulos (C), (C'),... pasa por dos puntos en el infinito
pertenecientes & la secante comin mn y & una perpendicular 4 la
recta dada 6 directriz, pudiendo deducir que dos hipérbolas semejantes

)  Traité des Propriétis projectives (4 1, phgs. 85-60).,
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y semejantemente colocadas tienen una secante comun en el infinito, y si
dos elipses son semejantes y estin semejantemente situadas en un
plano, existe una infinidad de sistemas de hipérbolas suplementarias
4 ellas, relativamente 4 direcciones dadas cualesquiera, cuyos didme-
tros de contacto son paralelos 6 concurren en el infinito, de manera
que, para cada uno de estos sistemas, las hipérbolas suplementarias
son todas semejantes y estin semejantemente colocadas, teniendo una
cuerda ¢ secante real comiin en el infinito, que puede suponerse pa-
ralela & la direccién dada, y por consiguiente las elipses propuestas
tienen una secanfe ideal comiin en el infinito ¢ en otros términos, dos
puntos imaginarios comunes en el infinito. Por 1iltimo, si ademés de
ser semejantes las hipérbolas y estar semejantemente situadas, son
concéntricas, serdn tangentes en los dos puntos comunes del infinitos
¥ por consiguiente las elipses tendran una secante ideal de contacto en
el infinito, 6 un doble contacto imaginario en el infinito. Y como dos eir-
culos situados arbitrariamente en un plano, son siempre homotéticos,
tienen una secante ideal en el infinito, y en el caso de ser concéntri-
cos, esta recta sera la sola secante ideal de contacte comiin & dichos
circulos; y como dos eirculos cualesquiera situados en un plano tie-
nen otra secante comtin real ¢ ideal, 4 distancia dada ¢ finita, salvo el
caso de ser concéntricos en el que esta secante se confunda en el infi-
nito con la primera, se pueden gonsiderar como dos secciones cénicas
que tienen cuatro puntos comunes, de los que dos son necesariamente
imagiharios en el infinito, mientras que los otros dos 4 la vez reales 6
imayfinarios estdn en general situados 4 distancia dada y finita.

Estas conclusiones que hemos expuesto constituyen el resumen de
los resultados 4 que se elevd Poncelet introduciendo las entidades
imaginarias en la Geometria, para dar una nueva generalidad 4 los
enunciados, 4 los conceptos y 4 las propiedades de las figuras, y que
tanto en el Traitd des propriétés projectives como en sus Applications
d’' Analyse et de Géométrie desenvuelve con gran detalle y suma de ra-
zonamientos.

(Se continuard). Z, G. o G.
salfieee RS e

OUESTIONES RESUEBLTAS

CURSTION 32 (Véase t. 117, p. 241).

Un hilo de longitud d est4 fijo d un punto A de wna circunferencia
de radio a, y leva en suw ofro exbremo un peso M que lo liende. EL hilo
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pasa por un pequeio anillo B que se mueve d lo largo de la circunferen~

cia QA. Hallar el lugar de los puntos M.
(H. Brocard.)

Boltioién por el Sk. BROCARD.
Sean O ol efreulo dado de radio #, D el punto fijo de la eircunfe-
rencia DyA la vertical del
punto D, DA la longitud
d del hilo; P'S'PS una ver-
tical que encuentra 4 la
eircunferencia Cen P’ y &'

Transportemos la figura
C 4 una distancia d sobre
la vertical en O; después
efectuemos en la eircunfe-
rencia O la transformacién
siguiente:

Rebatir sobre la verti- -
cal de los puntos P, S de
la circunferencia, los ra-
dios vectores trazados des-
de estos puntos variables -
al punto fijo A.

Se tendran asi puntos
B, G de cierta curva (M),
que no es otra que el #&ri-
folium estudiado en una
memoria publicadaen J.S.
(1891) y resumida en Er
ProareEso MATEMATICO
(t. II, pag. 271.) E |

Digo que este #rifolium
(M) es también la curva
destrita en las condiciones
del enunciado 32.

Para demostrarlo, bas-

ta establecer la igualdad de los perimetros |
DA=DP'+PE=DS'+8'G |

Ahora, DP'=AP. !
P'E=P'P—PE=AD—PE=AD—PA; '
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luego P'E+PA=AD; pero PA=DP’, Iluego P'E+DP'=AD

Lo mismo para la otra igualdad.

El érifolium tiene, pues, en general, un punto triple en A; una de
las tangentes AX es horizontal, y las otras dos se cortarin segun un
dngulo recto (J. 8. loc. ¢it. p. 38).

La parte del #rifolium situada sobre la tangente horizontal en A
es la sola que estd recorrida por el lipiz; pero el lugar comprende
también el arco de eurva situado debajo del punto A, y que compren-
de al punto D' diametralmente opuesto &4 D sobre la circunferencia C.

La tangente al frifolium (M) en el punto I} transformada del punto
P de la circunferencia O pasa por el punto H de interseccidn de la tan-
gente PH 4 la circunferencia y de la perpendicular AH trazada & AP
por el punto A (J. 8., loc. ¢it. p. 124.)

Segin esto, la ecuacion mds sencilla del Ingar (M) se obtendra re-
firiéndolo 4 los ejes AX, AY, y se tendrd entonces, designando EA,
EAX, OAX, PAX porp, w, 0, u,

w=32AP,. cos (p+u), AP=2r cos (0—u, wtu=90—ov
Luego p=4r sen o sen (042w)
El trifolium recto correspondera 4 0=90° y el foliwan doble 4 1=0,

CUESTION 118 (Véase {. ITI, pag. 111).

Envolvente de la recta que une un punto A de wna circunferencia d
la proyeccion sobre un didmetro fijo, del punto A diametralmente opuesto
al primero.

(H. Brocard).
Bolucidén por el 8r Rerant (V).

Llamemos B & la proyeccidn del punto A’ sobre el didmetro fijo, »
al radio del eirculo, y sean %, § las co-
ordenadas del punto A.

Tomando por ejes el didmetro fijo
¥ el diametro perpendicular, la ecua-
cién de la recta AB es

& Yy
1 —_—— — =1
(1) m+‘a

cuyos pardmetros « y p estan ligados
por la relacidn.

(1) CHpr =7
Diferenciando las (1) y (2), consi-
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derando « y  como funciones de una misma variable independiente,
se tienen las

: 2 . .
3 - ':-.da-{— ﬁ';-.d'ﬁz(); (4) & datp. dp=0;

de las cuales, multiplicando la (4) por un factor indeterminado K, su-
mando con (3) é igualando & cero los coeficientes de d= y df;
e T i 2;!/ a
(;_)) = _a..g.. B kx = 0? (f)) _ﬁ"'_ = A.‘;« = ()
Sumando miembro 4 miembro las dos 1ltimas ecuaciones después
de haberlas multiplicado respectivamente por z y f, y teniendo pre-
sentes las (1) y (2), se obtiene

I

14 kr*=0, ke
y por esto, de las (5) y (6), tenemos

3_ 5 Lk
2 =—Vra, g= Varyy,

valores que sustituidos en la (1) dan para las ecuaciones de la envol-
vente buscada

a9 9

(%]

' +(29)°=r
Una curva simétrica respecto 4 los ejes coordenados que tiene
una cispide en cada extremo del didmetro fijo y en cada uno de los

(3

dos puntos (0, == %}, los ejes son tangentes cuspidales.

Otra solucidn por el Sr. RETALL.

Sea « el punto de interseccién de la recta AB con el eje Oy; y tra-
cemos por « la paralela al didmetro fijo, hasta encontrar 4 la A'B en
el punto M. Designado con 0 el 4ngulo AOa, se tiene:

OB=MQ=—r cosl, OQ=DMB == A’B =~ sen 0,

¥ por consiguiente
OB A NB'

- 9.9 v %2
aE

El lugar del punto M es, pues, una elipse que tiene los ejes igua-
les 472 y », y la envolvente de la recta AB coincide con la envolvente
de las rectas que unen los pies de las perpendiculares bajadas 4 los
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ejes desde un punto variable de la elipse mencionada; la ecuacién de

esta envolvente, que en el caso general de la elipse

2 A
. S S : 3
oA N R
i1 b

a’ b?

ge reduce en el caso actual &

a 2 9

a4 (2y)° =»

Solucidn por el Si. LUZON DE Las CUEVAS,

l.a recta variable depende del punto paramétrico A sujeto & mover-
se sobre la circunferencia paramétrica cuyo radio suponemos sea 7.
Las coordenadas de A y A', considerando como ejes el didmetro
fijo y el perpendicular a éste y expresdndolas en funcidn de la anoma-

lia @, son
(rcos¢ Q—r cos %
A ¢ !
- [r cos 9 lo.
La recta mdvil tiene, pues, por ecuacién
2y —rsenv—atang p =10 [1]
% y derivando con respecto i 3.
eos” p o
7 COS v + — =0, 2)
tliminando ¢ entre las lones ¢ ‘iores, se obtiene para
Eliminando ¢ entre las dos ecuaciones anteriores, se obtiene |
" la envolvente la ecuacién

en la que los signos se corresponden,
Simplificando llegamos &

/2 3 /3 )
y = ____5_ % ( l ?.":_'\_."r?.;‘._‘._-_- -2 I '\(-"'__‘,2‘-,,1__I,',=‘.'

Curva simétrica con relacién 4 los dos ejes coordenados que toca

al de las X en los puntos —— + y al de las ¥ en los + - 7y que vuel-
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ve su convexidad haecia el centro, y que estd encerrada en un rectin-
gulo concéntrico con la circunferencia paramétrica cuya dimensién
es r y la horizontal 2.

Solucidén por el Sk. SoLLERTINSKT (B),

Sean: P’ la proyeccién de A’ sobre el didmetro fijo OX, Q' la inter-
seccién de AP’ con el didmetro OY perpendicular 4 OX, Q la proyee-
cién de A sobre OY.

Se tiene evidentemente P'Q=0A =const.

Luego la recta envuelve una hipocicloide de cuatro retrocesos.

1 ; SR .
Pero, porque se tiene siempre OQ'= Q , se puede mirar P'Q’ como

la proyececién de OQ. Por consiguiente, AP’ envuelve 4 la evoluta de
una elipse.
Siendo la ecuacién de la hiposicloide

2 2 3
8 ] )
@k =R,

la de la evoluta serd
O 2

X’ +@V)°=R

designando R el radio del eirculo dado.

| w

CUESTION 407 (9
(Véase t. I, pigina 208).

Dos elipses iguales tienen el mismo centro y sus ejes mayores perpen-
diculares: P es un punito cualquiera de la primera, Q y Q' los puntos de
la sequnda en que las tangenles son perpendiculares ¢ OP y M, M' los
puntos medios de PQ, P'Q’,

Siendo a y b los semi-¢jes de las elipses demostrar gue OMPM' es un
paralelogramo cuyos lados son

a+b a—b
2 5 2

v en que las bisectrices de los dngulos tienen las direcciones de los ejes
de las curvas,

(C. Laisant).

*) FEsteantmero es del Jour, de math. élém, de M, Longchamps.



EL PROGRESO MATEMATICO

Solucién por el Su. ReTiL (V)
Si la ecuacidn de la primera elipse es

oo y*
PR e O |
@ + b*

la de la segunda serd
@ y*
e 2 "l.- = |
@’ b

y las rectas OP, QQ' tendrin respectivamente por ecuaciones

a’

(1) y=atgh (2) Y=&53 te
Si hacemos, pues, por brevedad
. a sen i b sen b
i 5— s

! ik
V a*sen*s+ b*cos%
de las que se obtienc elevando al cuadrado y sumando.
(3) MBpt=1

Vazsen% -I—_b"*uos”t} ’

las ordenadas del punto P estarin expresadas por ap y bA, las de los
puntos P’, Q' por —t= b1 y == a. De esto se sigue que las coordena-

das del punto M

a—+-b a—b ™\ .
son B) Py '——3— A
b — B
y lasde M’ s0n (—d-_i_ }—) *, ( e - g ) A

¥ por esto, teniendo presente la (3), se tiene

i i
OM — _a_—l‘)—)_ . OM'= a e b

Las dos rectas fienen respectivamente por ecuaciones

A A
y=—2 y=-—
:* "

€

(que se hallan por consiguiente igualmente inclinadas sobre los ejes

CUESTION 67

(Védase tomo II, pagina 2156).

Si por el punto reciproco del centro del clrculo insciriplo d un tridn”

ulo se trazan paralelas d los tres lados, la diferencia entre un lado o
. 1 2
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la longitud de la paralela ¢ este lado, comprendida entre los otros doe
lados del tridngulo es la misma para los tres lados. ;Cudl es la propiedad
andloga para los puntos reciprocos de los centros de los elrculos ew-ins-
eriptos.
(N.C. M) ( E. Lemoine).
Solucién por el Sn. SOLLERTIN=RKY,

Sean: M un punto del plano ABC; D y E los puntos en que la pa-
ralela 4 BO, trazada por M, encuentra 4 Ba y CA; A el punto de in-
terseccion de AM y BC.

Se tiene, en magnitud y signo,

DE AM o dond BC—DE (MA' MBC

— — ——, dedonde ———= - )=

BC AA"? BC AA ABC

Por consiguiente, designando «, B, y las coordenadas baricéntricas
de M, y ', b, ¢’ las longitudes de las paralelas, trazadas por M, afec-
tadas de los signos convenientes ), se tendra

(@a—a'):(b—0&"):(e—c)=ax:bf:ye
se sabe que las coordenadas barieéntricas de los reciprocos de los
centros de los circulos inseriptos, son

iip ) l) (_L o l) (L i 1) (L i _i)
P T T e e AT T I Al o A E ¢
Luego, para el primer punto se tiene
a—a =b—¥b =¢—1¢,
donde «', b', ¢’ son siempre positivos; y, para el segundo punto
T (a—a)=z=(b—b)=-1(c—¢)

donde algunas de las cantidades pueden ser negativas.

CUESTIONES 35 y 37 (V. t. I, pag, 295).

35. Construir un tridngulo conociéndose los puntos que dividen
(seguido el perimetro en el mismo sentido) sus tres lados en la razén
de 1 a 2.

(N. C. M) (H. Van Aubel).

37. Sean A', B', C', D’ los puntos que dividen ¢ los lados AB, BO,
CD, DA de un cuadrildtero en la razin de 1 d 2. Si se prolenga A'B’ en

(*) BCy DE lienen lns divecciones contrarias cuando los puntos D, E estéu en las prolons
gaciones de los Indos mis alld de A; ol valor de a’ e2 eulouces negativo,




EL PROGRESO MATEMATICO 269

una longitud B'M=A'B', y se traza enseguida la recta MN=2C'B’, pa-
pralela ¢ C'B' y divigida en el mismo sentido, despuds NP igual y para-
lela d AD y divigida en el mismo sentido, los puntos A, A'; P estardn en
linea recta, y el punto A’ dividird d la recta AP en la reluvidn de 1.d 5.
(esta propiedad permite construir el cuadrilitero cuando se conocen
los puntos A', B, C', D).

(N. C. M) (H. Van Aubel),

Bolueidn por el Sk SOLLERTINSKL
Sean A’, P, D' los puntos que dividen los lados del tridgngulo ABD,
en la razén 1:2; E la inter-
seccién de A'D" y BD.
Si A'B’ paralela & AD en-
cuentra 4 BD en §, se tendra

2
A¢%=(: AD)==2D1L

L2

o
#'D = BD.

Por consiguiente, en el
tridngulo A'ER’ se tendra

1
D'E=A'D",DE= (Dﬁ_'} :EEB

De aqui la construeceion
siguiente: Se prolonga A'D’
en una longitud

D'E=A'D’,
se divide E§ por el punto D
en la razén 1:2, y se trazan
las rectas DD" y BA'.

2. Segin esto, para construir el cuadrilitero ABCD, dados
A’, B, €', D', se prolongan A'D" y C'B’ de manera que D'E=A'D’,
B'N'=C'B’. Dividiendo los puntos ) y B 4 EN" en la razén 1:4 son
los vértices del cuadrilatero.

L.os otros dos vértices son las intersecciones de DD' y DC con
BA' y BB'.

Sea P’ el punto en que la paralela N'P' & A'D’ encuentra 4 AB,
NP’ BPY NB 1

AR  BA' BE 4

se tendra
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1 1
de donde NP = A'E -——_J--:X'D’; B[”’——-4 A'B,

¥ por consiguiente A'P'= (—1— .-\’B) - 3— AA'

Luego si se toma
AM =2A'B’, A’'N=2A'N/, A'P=2A'P',
se tendra
MN=(2N'B)=20C'B', NP=(2N'P)=A'D", A'P=5AA'
lo que debia demostrarse.

CUESTION 112 (Véase L. I1T, pigs. 72, 109 y 168).

Dados en direccidn los ¢jes xOx', yOy' de una conica = (Ag. 1.2) y la
normal MNN' ¢ esta curva en un punto dado M, as! como los puntos de
interseccion N, N' de esta normal con los ejes, determinar el centro p 6 el
radio de curvatura pM en este punto M, no empleando mdas que dos rectas
en. la construccidn.

Resolver asimismo este problema en el caso particular en que el ee
yCy' (fig. 2.2) y, por consiguiente, el punto N se halle en el infinito, es de-
ciry cuando la cdnica (X) se convierte én una pardbola.

(A. Scurarpsa MoNTEIRO),

Solucidén por M, H. BROCARD.

Volvamos 4 tomar la fig. 1. de la pig. 109; pero por el punto O
tracemos & OIM la perpendicular Og'
que encuentra 4 MNN' en el punto ¢'.

Digo que N'p"=Np. En efecto, de-
signando por z,, ¢ los dngulos OMN,
MON, MNa, por =, » las longitudes
MN y OM, se tendr4 ficilmente

tgasend
CO8

Ne=ntgatge Np'=r

Pero se tiene » sen 0=1 sen ¢

De esto resulta N'p'=Na.
Habiéndose determinado N’ ¢’ por la construccién anterior, falta

tomar el segmento Np igual 4 N'p’ para tener el centro de curvatura
de ]a elipse en el punto M.

En el caso de la pardbola esta propiedad no se presenta, y ereo
que es preciso adoptarse la construccidn dada en la figura 2 (loe. cit.)
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CUESTION 84 (Véase t II, plig. 280).

Sobre los cuatro lados de un ewadrililero AALALA, se construycn
ewteriormente los tridngulos equildateros A, BA,, A,B,A;, A;B;A,,
AB A, ¢ interiormente los tridngulos equildteros Agh Aqy ARh A
Ay Ay, Ao Ay Sean 1, 1, T, 1, §y, 4,4, 4 los centros de estos
tridngulos:

1.°  Larecta 1,1, (6 ii,) es perpendicular ¢ B,B, (6 bb,) ¢ igual al
radio del cireulo cireunseripto al triangulo equildtero construido sobre
B.B, (G b,b)).

2% a) Sisobre LI, se construye el trigngulo equilitero TLMI, y se
prolonga I.M en una longitud MN =I,M, el cuadrildtero I, B,.B,N es un
paralelogramo. b) Construir el cuadrilitero A, A,A,A,, dados los puntos
I,, L, I, B, ¢ los puntos I,, B,, B, B,.

(H. Van AuBgL).

Solucidén por el Sit. SOLLERTINSRY

1.0 Sea M, el medio de A,A;. En los tridngulos M,J,J,, M,B,B,,
siendo los lados homdlogos M,J, y M,B,, M,J, y M,B, perpendicula-
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res y tales, que el primero es igual al radio del tridngulo equildtero
construido sobre el segundo (véase cuest. 83, 2.2 a); lo mismo sucede
con los terceros lados J,J, y B, B,.

9.0 La primera parte es una consecuencia inmediata de 1.

Segtin esto, al estar dados los puntos J,, J,. B, se puede construir
B,, ¢ inversamente, dados B,, B;, J; se obtendra J,,

Después, siendo conocidos B, y J,, se construyen ficilmente A,
v A, y los puntos A, y J;, A, y J; determinan respectivamente
:'\1 y ;\1.

T RIRT

CUESTIONES PROPUESTAS

143. Sea G el centro de gravedad del segmento formado por una
curva ABC y un radio vector AP, sea ABC' el lugar del punto G. La
tangente en (& pasa por el punto M que se obtiene tomando, en PA,

DA — 1
PN _?PA- (N. C. M.) (E. Cataldn).

144, Sea A A,A; un tridngulo. Si representamos por D, la dis-
tancia entre las proyecciones del vertice A, sobre las bisectrices ex-
teriores de A, y Ay por d,, d,, d,, las distancias entre las proyecciones
de cada vértice sobre las bisectrices exteriores de los otros dos, el
drea del tridngulo estd dada por la f6rmula

T =VD,d,d.d,
(Jorge Luzon de las Cuevas).

145. Siendo A, B, 0, D cantidades imaginarias dadas, y # una
cantidad imaginaria variable, formemos el determinante

C4a D4a| = 7

Demostrar

.o Que si el médulo de A permanece constante, la extremidad de
@ recorre una circunferencia cuyo centro se pide determinar,

2.2 Que si el argumento de A permanece constante, la extremidad
de x recorre una recta. Determinar la direccién de ésta cuando el ar-
gumento de A es nulo.

(C. A. Laisant.)

Zaragoza,— Imprenta de €. Arido, Coso, 100, bajos,

=




