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SOBRE LA CONSTITUCIGN MOLECULAR DE LOS CUERPOS GASEOSOS

Por via de introduceién vamos & exponer aqui algunos conceptos
generales sobre la naturaleza de los estudios propios de la Fisica-ma-
tematica, tanto mas necesarios cuanto que el objeto de este trabajo
casi toca los limites de lo que podriamos llamar con Spencer uno de
los modos de lo Incognoseible: nos referimos 4 la esencia de la mate-
ria, 4 la estructura intima de los euerpos, todo lo cual es para nosotros
completamente desconoeido.

| .— La Fisica-matematica tiene por objeto el estudio, mediante el
andlisis matemdtico, de las leyes que rigen las propiedades generales
de los euerpos, con el fin de prever lo mis exactamente posible, todos
los fendmenos que presentaria un cuerpo celoecado en un conjunto
cualquiera de circunstancias dadas.

2.— Aunque la aplicacién del andlisis matemitico es lo que dis.
tingue la Fisica-matemdtica de la experimental, es conveniente tener
en cuenta que hay dos maneras distintas de hacer aquella aplieacidn.
Unas veces, al observar atentamente los fendmenos, se ha descubierto
alguna ley numérica fundamental, de la cual se parte, como base, para
una serie mas 0 menos prolongada de deducciones analiticas; como
ocurre, por ejemplo, eon la Termodinamica, que no es otra cosa que
el desenvolvimiento matemético de los dos principios: el de la equi-
ralencia del ecalor y el frabajo, y el de la equivalencia de las transfor.
maciones por el calor en euerpos ecualesquiera, que son dos relaciones
numéricas; 6 como ocurre con la teorfa matemdtica de la propagacién
del calor, fundada en que la accidén termoldgica entre dos cuerpos es
proporeional 4 la diferencia de sus temperaturas; ¢ con la teorfa de
las atracciones y repulsiones eléctricas fundada en la ley de Cou-
lomb, ete.

Otras veces los fendmenos han sido de antemano experimental-
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mente sometidos 4 varias leyes geométricas 6 mecdnicas, y luego se ha
aplicado el caleulo 4 las relaciones de posicidn ¢ 4 las de movimiento
compatibles con aquellas leyes. Como ejemplos de esta manera de
proceder tenemos: la teoria analitica de las superficies cdusticas, par-
tiendo de las leyes geométricas de Descartes relativas 4 la reflexion y
refraceion, y en general todas las teorias que comprende la Optica
geométrica; el estudio de la atraccién de dos esferas electrizadas ho-
mogéneamente, fundado en que la electricidad se reparte sobre las
superficies de las esferas sin penetrar en el interior, y en el caso ae-
tual con uniformidad sobre cada una, de modo que pueden asimilarse
i capas esféricas homogéneas de materia ponderable, de espesor muy
pequeiio y densidad conveniente, ete., etc.

3.— En estos iltimos casos el andlisis matemético no es realmente
4 la Fisica 4 la que se aplica, sino & la Geometria 6 4 la mecanica.
Asi es que el problema de las causticas por reflexién puede enun-
ciarse, plantearse y resolverse sin recurrir en absoluto 4 ningtin con-
cepto fisico, quedando reducido & la siguiente cuestién de Geometria:
Dada una superficie y un punto fuera de ella, trazar desde este punto
un haz de rectas que vengan 4 tocar 4 la superficie; trazar un segundo
sistema de rectas, cada una de las cuales parta de un punto de la su-
perficie, de tal manera que la normal en dicho punto esté en un mismo
plano y forme dngulos iguales con las dos rectas de ambos sistemas
que tocan en aquel punto; y por tltimo hallar el lugar gedmetrico
de los puntos de interseccidn de cada dos rectas del segundo sistema
infinitamente préximas. De andlogo modo se podra enunciar el de las
causticas por refraccidn. El problema de las esferas eléctricas homo-
géneas queda reducido 4 la cuestién puramente de Mecdnica racional
de la atraceién de dos esferas de materia ponderable, ete.

4.— Vemos en suma que la aplicacién del anilisis matemdtico a
las cuestiones de Fisica no siempre engendra Fisica-matemética; pues
es necesario que esta aplicacidn sea inmediata. Demostrar, por ejem-
plo, analiticamente las leyes geométricas de Descartes relativas 4 la
reflexién y refraceidén, es propio de la Fisica-matemaitica: estudiar
ciertas superficies, aunque presidan 4 su formaeién las relaciones
geométricas que constituyen aquellas leyes, es Geometria pura.

Sabido ya que la aplicacidn del anélisis matematico ha de ser in-
mediata, conviene emplearlo eon extrema circunspeecién, depurando
con severidad suma la realidad del punto de partida; esto es, la cer-
teza de la ley que ha de servir de apoyo & la serie de los caleulos; 6
no dando, en caso contrario, 4 los resultados de éstos mds valor que
el que les corresponde conforme al grado de certeza con que la ley




—

S ey B

EL PROGRESO MATEMATICO 75

fuera establecida; pero, méds que todo, importa todavia no dejarse
arrastrar por el encadenamiento de las férmulas, sino que el genio de
la Fisica dirija sin cesar el uso racional de ese poderoso instrumento
de investigacién que llamamos Anélisis matemético.

De este modo la Fisica-matematica responderd 4 su fin, que, como
dijimos en la definicién, no es otro que el conocimiento d priori de los
fendmenos naturales. Porque es necesario no perder vista que las
ciencias que versan sobre fenémenos del mundo material, no alean-
zan su mayor perfeccionamiento sino después que se han heeho ma-
temditicas, y entonces su fin es la previsidn; en lo cual se distingue la
verdadera eiencia de la simple erudicidn, limitada al conocimiento de
los hechos realizados, sin otra hilacién que la de su mimero de orden
en la serie de los adquiridos.

5.— Desgraciadamente la Fisica, 4 pesar de las importantisimas
conquistas realizadas desde los trabajos del gran Fourier hasta nues-
tros dias, dista mucho de estar completamente constituida en ciencia
matemitica, porque son muy contados los casos en que la ley numé-
rica, base de los desarrollos analiticos, aparece real y efectiva después
de un nGmero mds ¢ menos grande de observaciones. Lo frecuente
es que la ley no se conozeca 4 pesar de haber multiplicado las expe-
riencias, y entonces no queda otro recurso que la hipdtesis; pero es
necesario que ésta no verse nunca sobre lo que estd por encima de
nuestros conocimientos; sobre los diversos modos de lo Incognosci-
ble.— Las hipdtesis en Fisica son utilisimas cuando constituyen una
aplicacién del método eminentemente racional, de las aproximaciones
sucesivas. ¢Qué ha hecho la Geodesia para determinar la forma de la
Tierra? — Sabiase por observaciones directas que la linea de contacto
del cono circunseripto a la superficie terrestre, desde un punto eunal-
quiera més 6 menos elevado, es siempre un circulo; de aqui y del co-
nocimiento previo de algunas verdades matemiticas relativas 4 la
esfera, dedujo que si la superficie de la Tierra no era esférica, poco
se apartaria de esa forma; supuso, por fanto (tal es la hipdtesis), como
una primera aproximacion, que la Tierra era esférica. ¢Cudntos fend-
menos, cudntas leyes naturales y cudntas verdades no ha descubierto
el hombre eon sdlo hacer esa primera hipotesis? — ¢Se podra decir
que perdié el tiempo suponiendo lo que después se ha visto que no
era cierto? — De ningiin modo; porque los mismos caleulos que arran-
eaban de esa hipétesis, sirvieron no sélo para advertir de que no se
estaba en lo eierto, sino fambién para corregir los errores y hacer su-
cesivamente nuevas hipdtesis que han conducido paso 4 paso al cono-
eimiento de la forma exacta de la superficie de la Tierra.— Toda la
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Astronomia, la ciencia cosmolégica més perfecta que hoy se conoce
¢No es una serie continuada de aplicaciones del método de las apro-
ximaciones sucesivas? — Y si tan fecundos resultados ha dado este
método en Astronomfa, ¢gporqué hemos de desterrarlo de la Fisica? —
Es singular la facilidad con la cual espiritus superficiales se escanda-
lizan de ese continuo crear hipdtesis’ de verlas tomar vuelo, acredi-
tarse mas ¢ menos, y caer por iiltimo en el méas completo abandono,
para dejar su puesto 4 otras, y éstas 4 otras, que siguen la misma
suerte; por lo cual califican de arbitraria 4 la Fisica; sin tener en
cuenta que las hipdtesis no son la eiencia, y que en medio de ese sur-
gir y caer hipdtesis va avanzando siempre el edificio cientifico sobre
bases fan sélidas que nunca podrd ser destruido.— Las hipdtesis son
eomo los andamios, que se quitan una vez terminada la obra.— Es
eierto que algunas desdichadas hipdtesis han entorpecido, paralizado
y hasta hecho retroceder & la eiencia en su carrera; pero es porque no
eran otra cosa que simples fanteos empiricos, que por anadidura ver-
saban sobre modos de lo Incognosecible. No ocurre lo mismo con los
coneeptos generales y culminantes que resultan de la sintesis de un
niimero inmenso de hechos, y cuya verdad subjetiva tiene el valor de
la realidad objetiva de los hechos que ellos sintetizan.— ;Quién no ve
una diferencia grandisima entre la hipdtesis de los alquimistas y la
teoria de los atomos?—¢0 entre la hipdtesis de los fluidos impondera-
bles y la eminentemente racional de que el ealor es un modo del mo-
vimiento? —Tenemos en resumen que las hipdétesis cientificas han de
ser la sintesis de un gran nimero de hechos de un orden dado; no
han de versar sino sobre lo cognoscible y han de ser tales que pue-
dan modificarse en el sentido de irse acercando 4 la verdad deter-
minada.,

En el trabajo que vamos 4 emprender pensamos hacer una aplica-
cién de todos estos prinecipios generales.

6.— Tratindose de la constitucidn molecular de los cuerpos gaseosos
nada més natural que decir algunas palabras sobre la constitucién de
los cuerpos en sus estados.

Qué sea la eseneia intima de la materia nos es tan desconocido
como la esencia de todas las cosas; ella se nos revela por experiencias
de fuerza; lo primero que notamos es la propiedad que tiene la mate-
ria de resistir i nuestra accidn muscular; y como distintas adaptaciones
musculares indican distintas coexistencias, esto nos obliga 4 concebir
cada porcién de materia como conteniendo més de una porcién resis-
tente; es decir, como ocupando espacio. La resistencia y la extension
son, pues, las dos cualidades bajo que la materia se nos revela; asies

r
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que en buena légica la palabra maferia no puede significar para nos-
ofros mas que esas dos cosas juntas: extension resistente.

Cuanto se suele decir acerca de la esencia, unidad, origen y finitud
¢ infinitud de la materia estd fuera de la esfera de nuestros conoci-
mientos.

Las poreiones limitadas de materia, esto es, los cuerpos se nos ofre-
cen bajo un nimero inagotable de formas, propiedades, accidentes y
relaciones; debiéndose citar aqui la propiedad que tienen todos los
cuerpos de aumentar 6 disminuir de volumen sin aumento ni pérdida
de materia, propiedad que basta por si sola para poder afirmar que la
materia que constituye un cuerpo no es continua en toda la extensidn
de éste. Pero esta falta de continuidad podemos concebirla de dos
modos: 1. De manera que se pueda pasar de un punto del cuerpo 4
otro, arbitrariamente elegidos, sin atravesar ninguna solueién de con-
tinuidad; esto es, siendo continna la parte de extensién ocupada por
la materia del cuerpo. 20 De modo que no se pueda pasar de un
punto a otro, por proximos que se hallen, sin atravesar las soluciones
de continuidad, para lo eual es preciso que la extensién no ocupada
por la materia sea continua.

El primer modo, asi como la continuidad de la materia en toda la
extension del cuerpo, es inadmisible, por estar en contradiceidn con
la misma propiedad de las dilataciones y contracciones; con la divi-
sibilidad de los cuerpos; con sus cambios de estado, principalmente
con el estado gaseoso; y sobre todo con las combinaciones quimicas.
¢Cdémo se han de penetrar tan intimamente como en las combinacio-
nes quimicas, dos porciones de materia, continuas en toda su exten-
sién, aunque las superficies presenten tantos poros, arrugas, pliegues
6 resquebrajaduras como se quiera?

1.— Tenemos, por tanto, que la materia de los cuerpos es discon-
tinua de la segunda manera; esto es, estd formada por multitud de
pequeiiisimas poreiones llamadas dfomos, separadas unas de otras por
intervalos mis ¢ menos grandes, segtin el estado fisico del cuerpo.
Estos dtomos, como la palabra lo indica, son indivisibles por medio
de las fuerzas naturales. Y no decimos que sean macizos, ni que, por
el contrario, estén compuestos de otras porciones mucho mas peque-
fas de una sustancia 1inica, con diversos movimientos rotatorios, lo
que caracterizaria las diversas clases de materia que se conocen, por-
que esto cae fuera de nuestro alecance en el estado actual de la eiencia.

8.— Mucho se ha discutido sobre la indivisibilidad del 4tomo; nos-
otros apoydndonos en las leyes quimicas de las proporciones defini-
das, y de las proporciones miiltiples, en la de Gay-Lussac, relativa d
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los voliimenes de dos gases que se combinan, efe., ete., afirmamos esa
indivisibilidad sdlo eomo un hecho resultante del juego de las fuerzas
naturales. Que la materia, bajo el concepto de su extensidn, se con-
ciba divisible indefinidamente, no dice nada en apoyo de que lo sea,
La indivisibilidad del atomo es, como la atraceién universal, una ley
que podria no existir sin que se siguiera absurdo ninguno; lo 1inico que
ocurriria es que la Naturaleza seria de distinto mode de como es, y la
materia misma ofreceria otros atributos que hoy no tiene.

9.— La quimica nos ensefia, por otra parte, que hay cuerpos de
los cuales se puede separar mas de una clase de materia, llamados
compuestos; y que en la mds pequena poreidn de euerpo, & la que se
puede llegar por procedimientos meedanicos ¢ fisicos, existen los mis-
mos elementos materiales, y en la migma proporcién, que en el cuerpo
entero. También sabemos que la mas pequefia poreidén que puede
concebirse de un cuerpo compuesto, sin que deje de ser homogénea
con el todo, se denomina meldeula, y que la fuerza que mantiene uni-
dos los dtomos componentes de una molécula se llama afinidad, fuerza
que no puede vencerse por procedimientos mecanicos, por lo cual el
estudio de cuanto de ella depende esti fuera del objeto de este
trabajo.

10.— Veamos ahora qué acciones se ejercen entre las moléculas
de un mismo cuerpo. Desde luego, todos los cuerpos sélidos y liqui-
dos oponen una cierta resistencia d ser partidos y una tendencia 4
recobrar la forma primitiva cuando han sido deformados, sin exceder
cierto Iimite; lo que prueba que hay atraccidn entre sus moléculas;
fuerza atractiva que se designa, como sabemos, con el nombre de
cohesion. Por otra parte, el frotamiento, el choque, y, en general, todo
movimiento que al parecer se destruye, produce ealor; y viceversa,
toda cantidad de calor puede producir un trabajo, existiendo una re-
lacidn eonstante entre el ealor gastado y el trabajo producido, 6 entre
el trabajo realizado y el calor obtenido. Esto nos prueba que el calor
es un modo del movimiento, y como este movimiento no es del con-
junto, es elaro que es un movimiento de los elementos de la materia;
el movimiento destruido por el frotamiento, el choque, ete., se trans-
mite 4 los elemenfos maferiales, segiin el principio de la eonserva-
cién de la energia, con una velocidad grandisima y con desplaza-
mientos tan diminutos, que deja de ser perceptible al sentido de la
vista, haeiéndose sensible al sentido del tacto bajo forma de ealor.

Y como el calor puede producir la descomposicién quimica, esto
es, la disociacién de los dtomos componentes de las moléculas, es
claro que el movimiento que constituye el calor, afecta también 4 los
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atomos, independientemente del movimiento comin que 4 estos comu-
nica la moléeunla 4 que pertenecen.

Nada mds podemos afiadir, en buena légica, acerca de este movi-
miento, sino que es de tal naturaleza, que cuando aumenta se separan
mas cada vez los centros de las moléeulas, originando los aumentos
de volumen que hemos llamado dilataciones por el calor. Que las mo-
léeulas giran unas al rededor de ofras, siendo el calor su fuerza cen-
trifuga; que ellas oscilan al rededor de sus posiciones de equilibrio,
siendo el ealor la fuerza viva de este movimiento vibratorio; que estas
vibraciones son rectilineas ¢ curvilineas, ete., todo esto es imposible
hoy afirmarlo ni negarlo por pertenecer al campo de las hipdtesis.
Impoértanos, sin embargo, dejar bien sentado que el calor es un movi-
miento de cierta especie, y que variaciones ocasionadas en este mo-
vimiento, originan las variaciones que nosotros podemos observar
en los cuerpos que sufren una transformacién termoldgica cualquiera
Tenemos, pues, entre la cohesién por un lado y el ealor por otro, los
dos prinecipios antagonistas de los que dependen casi todos los fend-
menos que presentan los cuerpos relativamente 4 su estado de agre-
gaecién molecular.

Il.— Sentado esto, supongamos un cuerpo sdélido al que comuni-
camos calor de un modo continuo. ¢Cudl serd el efecto de semejante
operacién? Sigamos & Tyndall que lo describe del siguiente modo:
¢«cada crecimiento de calor, dice, pone & las moléculas més distantes
unas de otras; pero la fuerza de cohesidén, como todas las fuerzas co-
nocidas, obra siempre mis débilmente & medida que ecrece la distan-
cia entre las moléculas que son el asiento de la cohesién. Cuando el
calor aumenta, su opuesta se debilita, hasta que, finalmente, las molé-
culas llegan & estar tan desligadas de la rigida eselavitud de la cohe-
sién, que quedan libres no sdlo para afectar la clase de movimientos
que llamamos calor, sino también para deslizarse las unas sobre las
otras, de tal modo, que si bien oponen todavia alguna resisteneia 4 su
separacion absoluta, su movilidad tangencial no ofrece ya ningtin
obstieulo. Este segundo estado es el estado Ziguido de la materia.»

¢Supongamos que desarrollamos en el seno de la masa liquida
una nueva cantidad de ealor suficientemente intensa. (Qué sucedera?
Sucederd que las moléculas romperdn las tiltimas trabas de la cohe-
sién, se aislarin y se escapardn para formar burbujas de vapor. 8i el
liquido estd libre por alguna parte, es ficil concebir que algunas mo-
léculas de la superficie libre saldran de hecho del liquido lanzdndose
en el espacio con cierta velocidad. Desligada asi de la influencia de la
cohesidn, la materia se nos presenta bajo la forma de vapor ¢ de gas.»
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Tal ecomo hemos considerado los conceptos de materia, 4tomo, mo-
lécula, ealor, sdlido, liquido y gas, nada tienen de hipotéticos: son las
nociones resultantes de aplicar nuestros medios de conocer 4 hechos
naturales ecomo los que hemos acompanado 4 las afirmaciones senta-
das y muchos mas que hubiera sido prolijo enumerar. No tienen esas
afirmaciones la certeza de las conclusiones matematicas, pero tienen
la evidencia de las ideas que emanan del mundo corpéreo.

12.— Para continuar este trabajo nos vemos obligados 4 enfrar ya
en el terreno de las hipdtesis, y como nuestro objeto es el estado ga-
seoso de la materia, nada diremos de los ofros dos estados. Acabamos
de ver que el caracter distintivo de la materia en estado gaseoso es
la falta absoluta de cohesidn entre sus moléeulas, y si bien este ca-
-acter, por su generalidad, conviene a todos los fendmenos que en
los gases podemos observar, no basta por si solo para explicar aque-
llos, y de aqui la necesidad de las hipdtesis.

El Materialismo respecto del mundo fisico, esto es, la llamada Teo-
ria Cinética del Universo, que parte del principio de que éste esta sélo
constituido por materia en movimiento, y que las manifestaciones de
fuerza no son otra cosa que comunicaciones ¢ transmisiones del mo-
vimiento, imagina, consecuente con este prineipio, & los gases forma-
dos por infinidad de moléculas infinitamente pequefias respecto del
valor medio de la distancia que las separa, y animadas de velocida-
des de traslacién considerables y de direcciones cualesquiera, varia-
bles de una moléeula & otra, de tal modo, que en un gas que se dice
en equilibrio (aparente) no hay direccién favorecida. No hay entre
estas moléculas aceidn reeiproca ninguna; son completamente inde-
pendientes, y para los efectos de los fenémenos de los gases, eomo si
estuvieran formadas por un sélo dtomo perfectamente eldstico; de
modo que & pesar de los incesantes choques que entre moléeula y mo-
lécula tiene lugar, se conserva fija la velocidad media molecular de
traslacidn y el volumen especifico correspondientes 4 una temperatura
¥ presion determinadas. (Conviene advertir aqui que la falta de cohe-
sidn de que hablamos en el pirrafo anterior no significa, fuera de
esta hipdtesis, una absoluta independencia entre las moléculas oa-
seosas).

En esta teoria, cuyo valor cientifico después analizaremos, la pre-
sién de un gas sobre las paredes de la vasija que lo contiene, resulta
de los choques de las moléculas sobre estas paredes, y para determi-
narla se procede del modo siguiente:

13.— Supdngase una vasija que tenga dos paredes planas para-
lelas y de una grande extension respecto del resto de la superficie; y

.t_.-..___._. ‘.‘.
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entre estas dos paredes una sola molécula animada de la velocidad »
que forma el dngulo 0 con la normal 4 la pared en el punto en que se
supone ha de choear. Como la experiencia demuestra que la presién
es siempre normal 4 la superficie de la vasija, deberemos tomar la
componente vcos 0 de la velocidad, segiin la normal antes referida,
Ahora bien, la fuerza normal con que la moléeula choca se mide por
el producto de su masa por su aceleracién, esto es:

[4

v
F=m cos L“—: de donde Fdé —=m cos 0 du. (1)

Un momento infinitamente pequeiio antes del ehoque la velocidad
normal era v cos 0; un momento infinitamente pequefio después del
choque dicha velocidad es — v cos 0.

Veamos cual ha sido y de qué manera la reaccién de la super-
ficie para producir este cambio de direccidn.

Sea t'—t' el tiempo infinitamente pequefio que dura el choque, esto
es, el tiempo que media entre el momento en que se ponen en con-
tacto la superficie de la moléeula y la de la pared y el momento en que
se separan dichas superficies. Durante fodo el tiempo ¢" — ¢' la aceidn
elistica de la pared, esto es, la tendencia & volver 4 su primitiva po-
sicidn despuds que la sacd de ella el empuje de la moeléeunla al choear
ha cambiado de valor, pues debid empezar por eero, adguirir un
maximo y acabar despuds por cero; y como todos estos estados elds-

ticos de la pared, en unidn con los orviginados por otros choques, cons-
tituiran la presion permanente que & una temperatura dada, la pared
experimenta, por eso debemos fenerlos en cuenta y sumarlos para
apreciar el efecto total del choque de una sola moléeula. Dividamos
el tiempo ¢" — ¢’ en n partes iguales (lo de iguales es sélo por simpli-
ficar, pues lo mismo serfa si fuesen desiguales), y llamemos 4 & una
de estas partes, y sean 0, F', F", I, Fwv,..... B, 0, los valores que
toma la fuerza F (1) al fin de eada divisién del tiempo ¢* — ¢'; la suma
total de las acciones asi desarrolladas sobre la superficie serd

ry
P'At + F'AE + F“At +.... + P@A=Y Faz
det

Si hacemos A¢ infinitamente pequeio para que los valores I,
F’, 7“... de la fuerza se sucedan de un modo continuo, la suma an-
terior se convertird en la integral definida:

oo

I Fdt,

#
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que, sustituyéndole el valor (1), sera:

el £
I moeos 0 dve=m cos r o :l = —2in cos 0.v.
! [ il it

Como el signo no expresa mas que el sentido en que la presién se
ejerce, podemos prescindir de él, y quedarnos sélo con el valor abso-
luto, de modo que tendremos:

Presion debida ¢ un choque de una sola moléculo, = —2mv c0s 0... (2)

Pero esta moléeula, despuds de choear contra la pared considerada,
lo hard contra la opuesta, y volverd de nuevo & chocar contra la pri-
mitiva pared. El tiempo que media entre dos ehoques consecutivos
de la misma moléeula sobre la misma pared, serd el doble del tiempo
empleado en ir de una pared 4 la otra. Y si 4 la distancia normal com-
prendida entre ambas paredes la llamamos %, serd

h = v cos 0 X tiempo,
puesto que el movimiento es uniforme y por tanto:

o5 fi 2h
Tiempo — —_— cuyo duplo ———
v cos b v cos 0

es el tiempo comprendido entre dos choques consecutivos sobre la
misma pared.

Sisuponemos N el nimero de choques que produce una molécula
sobre una misma pared durante la unidad de tiempo, tendremos:

2h v cos 0
; de donde N = —
2h

1=N.

v cos 0

Y como la presién producida por cada moléeula depende, tanto de la
velocidad 6 fuerza de percusidn, cuanto del nimero de chogques que
se produzcan en un tiempo dado, de aqui que debamos considerar la
aceidn total de una moléeula durante la unidad de tiempo, que se ob-
tendrd multiplicando por N la acei6n (2). Asi.

Presion debida « los choques de una molécula en la unidad de tiempo

sobre Lo misma pared e (3)
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Como por hipdtesis el nimero de moléculas que choecan bajo la di-
receidn A es el mismo que el de las que chocan bajo las direcciones
B, C, D, ete., se sigue que si suponemaos una esfera de radio 1 dentro
de la masa gaseosa, cuyos radios comprenden todas las direceiones
posibles; y si desde el centro de esta esfera trazamos una perpendi-
cular 4 la cara, cuya presién busecamos; y al rededor de esta perpen-
dicular como eje y con el centro de la esfera por vértice, trazamos
dos superficies ednicas; el nimero de radios de la esfera (4 sea diree-
ciones) comprendidos entre estas dos superficies ednicas, es propor-
cional al drea de la zona esférica comprendida entre dichos conos,
puesto que eada radio tocando en un punto de la superficie esférica,
el niimero de radios comprendidos entre ciertos limites y el de puntos
de la superficie esférica interceptada entre los mismos, son iguales. Y
como por otra parte, en todas direeciones va un mismo nimero de
moléculas 4 chocar contra la pared, el niimero total de moléculas que
chocan con direcciones comprendidas entre aquellos conos es también
proporeional & la zona esférica comprendida entre los mismos. Su-
pongamos que las generatrices de una de aquellas superficies conieas,
supuestas de revolucidn, formen con el eje el 4ngulo 0 y las de la otra
el angulo (04+db); el arco de eirenlo miximo, cuyo plano pasa por el
eje de los conos, comprendido entre las superficies laterales de éstos,
es d x 1=db, y su proyeceién sobre el eje serd la altura de la zona es-
férica que venimos considerando; esta proyeeccidn seri d9.sen 0,
puesto que la direccién de d0 es perpendicular & la de las generatri-
ces del eono que forman el d4ngulo 0 con el eje. Por otra parte, el drea
de la zona es igual & su altura por una circunferencia miaxima 2=, es
deeir, serd; 2z sen 0. d 0. Lnego si llamamos n el niimero total de mo-
léculas de Ja masa gaseosa y ¢ el de las que chocan con direcciones
comprendidas en aquella zona, tendremos:

n dr=darea de la esfera

¢ 2msenOdi=area de lazona ’

de donde se deduce
1
g = —naenfdi. ..

Multiplicando este mimero por el valor (3) tendremos:

2m v*eos?l 1 RSy T :
e — X — nsen 0d0= - v cos® b sen 0d0 ... (4)
2h 2 2h
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que expresa la presién debida d todos los choques l_‘f'l.’Cl.llE‘lt_]ﬂ:'-C duranfe
la unidad de tiempo por todas las moléculas cuyas direcciones al cho-
car estdn comprendidas entre las dos superficies cdnicas refervidas;
por consiguiente, para obtener la presién total debida a todas las mo-
léculas, durante la unidad de tiempo, bastard integrar la expresion

anterior entre cero y —-, y tendremos:

g T [ a2 < T
= gnnys T 2 " Wi
— cos? 0 sen 020 = e — c0s8*0d (cosl) =
2h 2h
e 0 e 0
¢ l T" 3
mny® ‘ cos’fl | g e -
2h 4 J. G/
U

Pero al establecer la proporcidn entre los niimeros » y ¢, pusimos
todos los radios de la esfera como representantes de todas las direc-
cioneg posibles, siendo asi que cada dos radios opuestos corresponden
4 una sola direecidn, y por tanto que hemos tomado el niimero » do-
ble de lo que realmente es; hay, pues, que dividir por 2 la dltima
férmula, y tendremos en definitiva, llamando P, & la presién de todo
el gas sobre una de las earas paralelas consideradas:

Py= }li M?;

siendo M la masa del gas, producto de la masa de una moléeula por
el nimero de ellas, y si todas las moléeulas no tienen la misma masa,
m serd el promedio de todas, eomo si todas no van animadas de iu‘tlkli
velocidad, » es el promedio de las velocidades. ..

Il‘f-'t.— Ley de Mariotte— Siendo P, la presidn sobre una cara de la
vasija (‘-ll}'iE area represenfaremos por s, si quisiéramos la presidn P
sobre la unidad de drea bastarfa dividir por s, y resultaria;

_M-‘"ﬂ

P= o
LTI TG (5)

Pero si las demas caras de la vasija son perpendicul
caras paralelas, hs
mula anterior es

s o ares 4 las dos
serd el volumen V del gas, y por lo tanto, la fér-

PV = '_I, Mw®

3]

(6)
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Como M, masa del gas, es constante, y », velocidad media de las
moléculas también lo es cuando la temperatura no varfa, dediicese
que la ecuacién anterior puede ponerse bajo la forma PV = const. que
expresa la ley de Mariotte, 4 saber: que bajo una misma temperatura
los voliimenes de un gas estin en razén inversa de las presiones que
soporta. Esta ley es general, puesto que la forma de la vasija no altera
la presidn ejercida.

15, — Ley de las mezelas.— Si varios gases mezclados no ejercen
aceidn quimica entre si, la fuerza viva de la mezela serd igual 4 la
suma de las fuerzas vivas de los gases componentes y tendremos:

S = Em'v? 4+ Emv" - Em My (7)

siendo m, m', m", m",..... las masas de cada moléeula de la mezela

y de los gases componentes, y v, v, ", v"

y++... las velocidades me-
dias de las moléculas en la mezcla y en los gases componentes.

Sean n, n, n'y v, ..... los nimeros de moléculas de la mezcla

- Yy gases mezelados respectivamente, se tendri
vt =nmr?, Imivr=nmv"?, EmM?=n'mw,..... olc.
- Y por otra parte, segiin (6)
nmP=Mu* =3PV, n'mv*=Mv"?=3P'V, n'm’v"=M"2"*=8P"V... ete.,
- puesto que el volumen de la mezela y el de cada gas son todos igua-

les. Sustituyendo estos valores en las anteriores igualdades, y por su
intermedio en la (7), tendremos:

SVP=3V [P+ P +P“+..... |
6§ bien P=P"'-L-P"+ P*" . ...

que nos dice que la presién de la mezcla es igual 4 la suma de las
presiones de los gases componentes, conforme con la ley deducida
experimentalmente.

16.— Ley de Gay-Lussac.— Podemos definir la temperatura de un
cuerpo cualquiera correspondiente al estado termoldgico C, é inde-
pendientemente de toda hipdtesis, diciendo que es la razén 6 cociente
del ineremento de volumen al pasar el cuerpo de un estado termold-
gico fijo A, al estado € por la centésima parte del ineremento de vo-
lumen sufrido al pasar del estado A & ofro B también fijo. Asi, si su-
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ponemos que v,, » y ¥, son los volimenes correspondientes & los es-
tados A, C y B respectivamente y ¢ la temperatura, se tendré:

{_"- ;u_;rn_

;
|

T100

= 31n

despejando de aquf el valor de », se tiene ficilmente:

P g
J‘ ()

—— 0 | =, (1} =i) (3)
100.7, vy (L &)

donde 100. {11

Iste valor se llama coeficiente medio de dilatacién entre 0 y 100°:
pues segiin el anterior valor de #, esta es cero cuando v es v, y 100
cuando v es v;.

S . J .
Sien (8) hacemos ¢ = 1, sale 2= ——— que nos dice que el coe-

ficiente medio de (dilatacién es también igual al ineremento de volu-
men al pasar el cuerpo de 0° 4 1° partido por el volumen 4 cero. Si
ahora hacemos pasar la temperatura de 00 4 20, de 00 4 30, ete., la mi-
tad, la tercera parte, etc., del incremento total del volumen v—w», divi-
dida por », expresara el coeficiente medio de dilatacién «; pero si ha-
cemos pasar la temperatura de 0° a dif°, y en general de t° & (¢ + dif)o,
segiin la manera de formarse el coeficiente de dilatacién, este serd
para el intervalo dt:

dv

f — ——

'.i‘”n”

que es la expresién del verdadero coeficiente de dilatacién 4 la tem-
peratura ¢; pues bien, la experiencia ensefia que este coeficiente « es
variable en general, con la presidn y con la temperatura.

Hecha esta observacidn, podemos ya decir qué significa la ley de
Gay-Lussac. Esta consiste en la afirmacidn de que en los gases, entre
0o y 1000, « es constante € igual 4 0.00366, independientemente de la
presidn y de la temperatura; de donde se deduce que para los gases
en aquellas condiciones, sera cierta la expresidn » = v, (I —|—xf.} en
que 2 es, tanto el coeficiente medio, como el verdadero coeficiente de
dilatacidn. De esta expresidn se deduce »—n,=au,i ¥ para otro volu-
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men v’ y su temperatura ¢ serd: »'—u»,=2v,{'; restando ésta de la an-
terior sale v—v'=av,({—1) que expresa la ley de Gay-Lussac bajo
esta otra forma: los incrementos de volumen de los gases son proporcio-
nales ¢ los incrementos de temperatura, independientemente de la presidn.
En la hipétesis cinética que venimos considerando se puede definir la
temperatura diciendo que es una funcién lineal de la fuerza viva del
movimiento de fraslacién de las moléculas gaseosas, por manera que
t=q(mv*) — p; en donde p es una constante dependiente sdlo de la
escala termométrica que se emplee, y ¢ es otra constante dependiente
de la naturaleza del cuerpo con que se ha construido el termdémetro.
En un termémetro cuya escala se construya en la hipdtesis de p=o,
la temperatura se llama absoluta, y se designa por T.

Si en la ecuacidn anterior damos 4my® un ineremento 4mv?, la tem-
peratura reecibird el ineremento correspondiente 8¢, de modo que

t+At=q (mv* 4 dmv®)—p,
y restando de esta la anterior, sale

At = g-.\ﬂ‘t-!""

Por otra parte, llamando » el nimero de moléculas de un gas, la
ecuacion (6) nos da:
1

PV = 5 My = 1 nmv;

i

de esta igualdad, suponiendo P constante, dando el incremento Amwv® &
la fuerza viva, y llamando AV el correspondiente del volumen, resulta:

P I’\- + .\\-"I = _.,.1(?“.1.,‘] +A'HU’2J

3

de la que restando la anterior se obtiene

P.AV = n.Amwvd

Eliminando Amv?® entre ésta y la que da el valor de Af, sale:

3
At= AV ol
n

oy

¥ repitiendo todo lo que precede, en las mismas condiciones de pre-
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sién, para un nuevo incremento de la fuerza viva y llamando A y AV
los inecrementos correspondientes de la temperatura y del volumen
tendremos analogamente

A't _\\’.ﬁ:
n
de donde
A¢ AV
At T AV

que nos da la proporcionalidad entre los inerementos del volumen y
de la temperatura, independientemente de la presidn, con tal de que
ésta sea la misma en los dos estados termoldgicos que se comparan.
Tenemos, pues, la ley de Gay-Lussac, deducida también como la de
Mariotte de la hipdtesis sentada.

17. Relacidn termoldgica fundamental en los gases.— Hemos visto
que para una temperatura definida se verifica en los gases la ley de
Mariotte PV =const.; asi ecomo para una presién dada la de Gay-Lussae
V=V, (1+2f). Veamos la manera de relacionar por medio de una
sola ley 4 P, V y f.—Sean P, V' y ¢'...P", V" y ¢" los valores de las
tres variables correspondientes & des estados distintos. Por la segunda
ley se saca

== ey e Wt . : s
(Vi a.la presién P') = —————; (V4 la presién P)—=——:
142" 14af’
pero, seglin la pr-imr-r-a ley, los productos de estos voliimenes por sus
respectivas presiones son iguales; luego

A
14at’  1+4at"

y si P'=P, V'= Vo hd 1" =0, serd P_""' — 3 2
x 1 +at’ S

de donde se deduce en general
PV=P,V, (1+at)

que es la relacién pedida,
Sacando = fuera del paréntesis, serd

PV=P,V,a ( t + %) ;

p—————————
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| (R .
y refiriéndose 4 un termdmefro euyo cero se halle (?) mas bajo, y
llamando R al producto P,V «, tendremos
BV=F = BB T (9)

siendo T la temperatura en el nuevo termdémetro, la cual es la tempe-
ratura absoluta, porque de

1 n
RT =PV = —nmv® sale T=—— (mv®
3 ’ sR ™)
que es la condicién bajo la que la temperatura llamada asi por ser
cero cuando el movimiento de traslacion de las moléculas es nulo.

18.— Constancia de los calores especificos— Llimase calor especi-
fico & presién constante de un cuerpo la cantidad de calor necesaria
para elevar un grado la temperatura de un kilogramo del mismo
cuerpo, cuando no se tiene en cuenta su volumen, y la presién se man-
tiene constante. Calor especifico & volumen constante es la cantidad
de calor necesaria para elevar un grado la temperatura de un kilo-
gramo de masa, cuando no se tiene en cuenta la presién y el volumen
permanece constante. Pero nosotros hemos definidg la temperatura
como una funecién de primer grado de la fuerza viva del movimiento
de traslacién; luego la cantidad de calor necesaria para producir un
anmento cualquiera de temperatura, equivale 4 la cantidad de ener-
gia necesaria para produeir el ineremento correspondiente en la fuerza
viva de traslacién.

Ahora bien, nosotros hemos visto al final del niimero 16 que

AT .

3t 3 ndmuv®,
lo que nos dice que, bajo presidn constante, los inerementos de fuerza
viva son proporeionales 4 los incrementos de volumen, éstos lo son 4
los de temperatura, segtin la ley de Gay-Lussac; luego los inerementos
de fuerza viva son proporcionales d los incrementos de temperatura
bajo presién constante; pero el primer calor especifico se refiere siem-
pre & un grado de incremento en la temperatura; luego también seri
constante el ineremento correspondiente de fuerza viva, esto es, el ca-
lor especifico 4 presién constante.— Por ofra parte, de la ecuacién (6)

PV =

nmv*,

3
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suponiendo constante el volumen, incrementando la fuerza viva y la
presién, y restando luego la anterior, se obtiene:

L s b ]3 nAm.v?,

t
y si entre ésta y la ya obtenida Af=¢gAmv* se elimina Amv?, resultard

2B

At- AP,

n
que bajo volumen constante, nos dice que los inecrementos de presién
v de temperatura son proporcionales; lo cual constituye otra conse-
cuencia G otra forma de la ley de Gay-Lussac; luego en todos los ca-
sos en que Af valga un grado, Ap permanecera constante, y segtin:
i !
AP.V=— nAmy?,
(3
también permanecera constante el inecremento de fuerza viva, esto es,
el ealor especifico bajo volumen constante.

18. Velocidad de las moléeulas.— De las ecuaciones (6) y (9) se de-
duce inmediatamente
1 J £

- Mv*=«V,P,T

9
(3]

Sabemos que el peso de los cuerpos es el producto de su masa por la
gravedad; tomando, pues, un kilégramo de gas, tendremos

1 kg.=Mg;
de donde

1 1
Me=———— s 2=(,00366
g 9,809 upeaes
seglin el primer enunciado de la ley de (tay Lussae. Sustituyendo,
pues, estos valores en la anterior y despejando el valor de v, ten-
dremos:

v="Y 3 x 9,809 x 0,00366.V P, T =0,32818.\ V,P,T

20. También se explica bien con la hipdtesis que examinamos el
aumento ¢ descenso de la temperatura de un gas siempre que éste
sufre 6 ejecuta un trabajo externo cualquiera, porque, no existiendo
fuerza alguna en las moléculas, cualquier trabajo ejecutado por una
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fuerza externa, ¢ mejor dicho, conforme con la presente hipdtesis:
cualquier trabajo realizado por un cuerpo externo en movimiento que
el gas consume se traduge inmediatamente en fuerza viva del movi-
miento de transporte de sus moléculas, y viceversa; pues ya digimos
que se consideraba fija la velocidad media molecular de transporte y
lo mismo el volumen que corresponde & cada temperatura y presidn,

21. Pocas més propiedades de los gases se explican ya satisfacto-
riamente con esta hipétesis, y algunos hechos se encuentran en pal-
maria eontradieeién con ella, eomo pronto tendremos ocasidén de ver;
pero, lejos de combatir esta hipdtesis en sus detalles y paso 4 paso,
vamos s6lo 4 indicar la falsedad del prineipio que le sirve de funda-
mento, porque 4 seguida expondremos la eritica de otras hipdtesis
cuyos pormenores coineiden exactamente con los de ésta, no difi-
riendo de ella mas que por las bases; y cuanto de ésfas digamos serd
aplicable 4 la que ahora nos ocupa.

Hemos dicho que la Teoria Cinética del Universo es el fundamento
de esta hipdtesis. La Materia, dicen sus partidarios, es la sola que
tiene existencia real en el Universo; las propiedades de la Materia no
se extienden fuera de ella ni se pueden transportar 4 otras Materias;
s6lo el movimiento puede transmitirse 4 otras Materias, y esto sdlo
por contacto. IEn estas pocas palabras estd condensado, por decirlo
asi, todo el Materialismo, en cuanto hace referencia al mundo fisico.
A cualquiera se le ocurrird seguramente, y con razdn, preguntar: si
la Materia no obra mds que por confacto, ;eémo se explican la gra-
vitacién universal, la gravedad, la cohesidn, la afinidad quimica y
las acciones eléctricas?; 4 lo que responden inmediatamente‘los Ciné-
ticos: todas esas son palabras sin sentido; existe una materia sutili-
sima que llena el Universo entero, el éter imponderable, que es el
encargado de impulsar unas contra ofras las porciones de materia
ponderable llamadas astros, euerpos terrestres, moléculas y dtomos;
y si bien es verdad que las tltimas divisiones de aquella materia ori-
ginal son infinitamente pequefias respecto de las 1ltimas porciones
de la materia ponderable, también lo es el que estin dotadas de velo-
cidades infinitamente grandes, y que, por consiguiente, sus eantidades
de movimiento, productos de masas por velocidades, son cantidades
finitas eapaces, por lo tanto, al comunicarse por contacto 4 la materia
ponderable, de producir los efectos que nosotros distinguimos bajo
las apariencias de la atracecion de la Materia.

22. La elasticidad, esto es, la facultad de volver & adquirir la
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forma y volumen primitivo, después que cesd la causa que_deformd 6
comprimi6 un euerpo cualquiera, es ya mais diffeil de exphcarlpo.r la
Cinética. Nosotros distinguimos en el choque de los cuerpos elésticos
dos momentos bien distintos; durante el primero la velocidad de tras-
lacién de los dos cuerpos se comunica & sus elementos materiales;
éstos salen de las posiciones en que se encontraban, y comienzan una
gran oscilacién en sentido contrario del movimiento de arrastre ante-
rior al choque, lo que origina una deformacién més 6 menos profunda
el cuerpo. Pero como las moléculas no son independientes, sino solida-
rias; como existen fuerzas entre ellas que las mantienen en sus posi-
ciones medias, estas fuerzas, 6 mejor, su resultante obrara como fuerza
retardatriz en el movimiento de aquella gran oscilacidn, ésta alcan-
zard su méxima amplitud, y desde este instante las moléculas retroce-
derdn hacia sus posiciones primitivas; en este segundo momento, y
por virtud de la inercia, las moléculas pasan de sus posiciones me-
dias, pero no pueden completar sus oscilaciones en este segundo sen-
tido por impedirlo las moléculas del otro cuerpo, que vienen también
de regreso & sus primitivas posiciones en sentido contrario; y asi
como antes la imposibilidad de seguir moviéndose ambos euerpos ori-
giné los movimientos vibratorios de sus moléculas, asi ahora la impo-
sibilidad de continuar éstas los movimientos vibratorios que origing
el choque engendra el movimiento de cada uno de los dos cuerpos en
sentido contrario al que trafa antes de chocar. Resulta, pues, de este
minucioso examen, que lo que llamamos reaceidn elastica es absoluta-
mente imposible de comprender si las moléculas son independientes
unas de otras, si no existe entre ellas ninguna fuerza que las obligue
4 volver al punto de partida. No sabemos edmo salvan los materialis-
tas esta dificultad, pero suponemos lo que sobre poco mas ¢ menos
pueden contestar; el hecho que refleja més ¢ menos fielmente lo que
ellos suponen es sin duda el de los cuerpos flotantes en un liquido
que los moja é no & todos; éstos, desde que aleanzan una distancia
conveniente, se les ve precipitarse unos sobre otros ¥y agruparse, for-
mando un eonjunto estable; tal, dirdn, es la imagen de lo que ocurre
con las moléeulas sélidas y liquidas mojadas, es decir, chocadas por
el f:’etet‘; y asi como en el agregado de corptisculos flotantes en un li-
quido se nota que tienden 4 agruparse de nuevo cada vez que se les
separa (no excediendo cierto Ifmite) impulsados por el liquido, asf
t.'a..mhlén la.s. moléculas integrantes de un sélido vuelven & sus posi-
ciones medias, impulsadas por el éter, cada vez que de ellas se les
saca; el fe_ntﬁmeno de la elasticidad estd, pues, explicado. Pero si nos
fijamos bien, esto que nos parece explicarlo todo no explica nada;
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precisamente la accién capilar entre los sélidos y liquidos reconoce
como causa el juego entre las acciones reciprocas de las moléculas
sélidas y liguidas y de las fuerzas que existen entre las moléculas
solidas por una parte y entre las liquidas por otra, y esto es justa-
mente lo que no reconoce ninglin materialista: la existencia de fuer-
zas; y para que se vea que aquella imagen es ficticia, apliquémosla al
caso del choque entre dos cuerpos. Supongamos dos agregados de
corpisculos flotantes en un mismo liquido, é impulsemos el uno con-
tra el otro (imagen de dos cuerpos que se dirigen para choear), ¢qué
sucederd desde el momento, no de ponerse en contacto, sino de acer-
carse lo suficiente para que la aceidn capilar pueda obrar? ¢Se toca-
rian y se repelerdn como dos cuerpos eldsticos? De ningtin modo: el
liguido, juntando uno contra otro ambos agregados, formari con los
dos un conjunto estable, es decir, se habrin soldado. ¢Dénde estd
aqui la analogia con el fenémeno del choque de los cuerpos eldsticos?

23, Pero admitamos todavia que todo eso tuviera explicacién®
Compuesto el éter de dtomos infinitamente pequefios, aislados é inde-
pendientes, ¢en virtud de qué causa se mueven para produeir la ten-
dencia de la materia ponderable haeia su concentracidn en cuerpos
sdlidos, liquidos y gaseosos? ¢Cémo se ponen de acuerdo los dtomos
de éter para contribuir & un mismo fin, cuando toda idea de sdlidari-
dad entre los mismos es contraria 4 la hipdtesis cinética? Tenemos,
pues, otro hecho sin explicacién. Pero donde la tal hipdtesis estd abier-
tamente en oposicién con los hechos es en el fendmeno de las vibra-
ciones, ya del éter, ya de los dtomos ponderables ¢ de las moléeulas.
Todos sabemos que los movimientos vibratorios no conducen materia
en su propagacidn, sino que eada molécula oscila alrededor de su po-
sicion media, y sus aproximaciones y desviaciones alternativas, res-
pecto de las moléculas préximas, produciendo inerementos y decre-
mentos en las fuerzas atractivas ¢ repulsivas que las mantenfan soli-
dariamente en equilibrio, hacen que éstas entren en vibracidn; las
cuales comunicarin el movimiento del mismo modo 4 las inmediatas,
y asf sucesivamente. Mas suprimid la fuerza; suponed que las molécu-
las son eompletamente independientes, y que una cualquiera de el!as’
por causas exteriores, por un choque, entra en vibracidn (admitamos
esta incomprensible vibracidn); ise propagard este movimiento 4 las
moléeulas inmediatas? ({Cdmo ni por qué este movimiento ha de produ-
cir el de la molécula préxima, que nada tiene que ver con aquélla ni
ningiin lazo de unién las liga? ¢Cémo se propagan el sonido, la luz, el
calor radiante, ¢ en mas grande esfera, las ondas circulares produci-
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das en la superficie tranquila de un liquido euando se percute uno de
sus puntos? Aun podria contestarse que no hay vibraciones trasyersa-
les, que todas se verifican en el sentido mismo de la propagacién, y
que ésta tiene lugar por contacto; la primera molécula choca con la
segunda, ésta con la tercera,y asi sucesivamente; por efecto del choque
retroceden hasta que chocan otra vez con las inmediatas que ya vuel-
ven, y asf sucesivamente. Aparte lo inexplicable de que por el choque
retrocedan las moléeulas, puesto que hemos visto que no puede haber
elasticidad, un movimiento de esa especie en una fila de moléculas
constituidas cinéticamente no puede acabar nunca. Pero hay més;
concretindonos 4 los gases, que es nuestro objeto, es evidente que la
velocidad de propagacién en esa forma depende exclusivamente de la
velocidad inicial. Cuanto mayor sea la velocidad con que la primera
moléeula se dirige 4 choear con la segunda mds pronto la alcanza y
mayor velocidad comuniecard 4 ésta, y asi sucesivamente; de donde se
deduee inmediatamente que en la propagacidén del sonido en el aire,
por ejemplo, los sonidos agudos, como proecedentes de vibraciones mis
dpidas se propagarin también con mds rapidez, debiendo existir
enormes diferencias entre las veloeidades de propagacidn de los soni-
dos mids graves y las de los mas agudos, cosas todas que la expe-
riencia de todos los dias nos ensefia que no se verifican.

Mucho mds podria decirse contra una teoria que ha sido comba-
tida en fodos los terrenos, y en todos derrotada, & pesar del gran ta-
lento de algunos de sus mantenedores; lo cual nos apartaria de nues-
tro objeto, y por esto vamos 4 indicar las modificaciones introducidas
por Clausius en esta l.e::l'ia.

24. Hipdtesis de Clausius. —Este eélebre matemético, en una serie
de memorias interesantisimas, ha desenvuelto la teorfa de los oasess
suponiendo las moléculas independientes como en la hipdtesis ante-
rior; pero admitiendo la fuerza para mantener unidos los dtomos de
una misma molécula, por manera que puede sin inconveniente suponer
4 éstas perfectamente eldsticas: admite en las moléeulas el movimiento
de traslacion rectilineo y uniforme; un movimiento de rotacién alre-
dedor de ejes que pasan por el eentro de gravedad, y un movimiento
vibratorio interior ¢ sea de los 4tomos componentes de cada moléeula;
sostiene como antes que la temperatura depende exclusivamente de la
mayor 6 menor veloeidad de traslacidn, y demuestra por el mismo
cileulo que en la hipdtesis precedente, que la presién so debe 4 los
choques de las moléenlas sobre las paredes de la vasija, las leyes de
Mariotte y de Gay-Lussag, etc., etc. Para salvar algunos inconvenientes

-
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admite que el volumen ocupado por las moléculas gaseosas es despre-
ciable al lado del volumen aparente del gas; que la duracién del con-
tacto de las moléeulas en el choque es también despreciable respecto
del tiempo que separa dos choques consecutivos de una misma mo-
lécula, y por ultimo, que cuando la temperatura se mantiene estaciona-
ria, los ehoques de moléeula & moléeula, segin el prineipio de la con-
servaecién de la energfa, establecen una incesante transformaecién de
fuerza viva de traslacion en fuerza viva vibratoria € inversamente; pero
que 4 causa del niimers inmenso de moléeulas comprendidas en la mds
insignificante cantidad de un gas, debe haber siempre una compensa-
cidn exacta entre lag dos especies de trasformaeiones inversas; por ma-
nera que cada una de las dos partes de que se compone la fuerza viva
de un gas en equilibrio, puede considerarse separadamente como cons-
tante. Con esta 1iltima observacidn se explica, como en la hipdtesis an-
terior, el aumento ¢ descenso de temperatura por el frabajo sufrido 6
gjecutado por un gas. Los céleulos y consecuencias 4 que llega Clau-
sias son los que anteriormente hemos expuesto y muchos otros que
prolijo seria enumerar, los cuales tienen por objeto dar explicacidn de
todos los fenémenos que en los gases tienen lugar; pero ya veremos
después, que también esta hipétesis es coniradictoria con muchos he-
chos. Por de pronto eabe esta objecién que es de Maxwel: Si las mo-
léculas se mueven en diferentes direcciones siendo independientes las
unas de las otras, no hay razdén para que la presidn sea necesariamente
la misma en todas direcciones; pues aquello de que el nimero de mo-
Iéeulas que choea segiin cada direccidn es siempre el mismo, no es ad-
misible; porque supongamos que por una causa cualquiera se orien-
tan la mayor parte de las moléeulas entre direcciones determinadas;
siendo aquellas independientes ¢en virtud de qué causa habian de pa-
sar 4 moverse en todas direcciones? Por consiguiente, la presién pro-
ducida por dos partes de un mismo gas separadas por un plano, no
serfa necesariamente normal 4 este plano, ni tampoco seria normal &
las paredes de la vasija, la presién contra éstas.

25. Hipdtesis de Maxwel.—Para salvar este inconveniente admite
Maxwel que las moléculas de un gas no son independientes, sino que
ellas se repelen con una fuerza cuya direccién pasa muy préxima-
mente por sus centros de gravedad y cuya intensidad varia inversa-
mente proporcional & la quinta potencia de la distancia; por manera
que cuando las moléculas se aproximan unas & otras, aunque sus tra-
yectorias no se corten, sufren desviaciones en su marcha, que van pro-
duciendo poco 4 poco la igualacién del niimero de moléeulas que se
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mueve en cada direceidn; y como esta igualacién no es instantinea, la
presién en todos sentidos no es perfectamente igual hasta que el gas
estd en equilibrio (aparente). En los gases en movimiento, esa misma
falta de igualdad de presién en todos sentidos explica el fendmeno de
la viscosidad 6 frotamiento interno. En esta hipdtesis no hay realmente
choques, pues las moléculas se repelen antes de ponerse en contacto;
pero pueden establecer los mismos edleulos que en las hipdtesis ante-
riores con sélo suponer que el radio de cada molécula, no es la distan-
cia de su eentro de gravedad 4 su superficie, sino la distancia de su
eentro de gravedad 4 la superficie de su esfera de actividad sensible;
v debe admitirse enseguida que los radios de estas esferas de activi-
dad son todavia infinitamente pequefios respecto de la distancia me-
dia que separa los centros de cada dos moléculas.

Habiendo llamado en el nim. 13, {"—¢' al tiempo que media entre
ponerse en contacto y separarse la superficie de la molécula chocante
y la pared; ahora sélo hay que modificar esto: el tiempo ¢"—¢* seré el
que media entre el momento en que la molécula se acerca lo bastante
4 la pared para que la repulsién comience & hacerse sensible, y el mo-
mento en que dicha fuerza repulsiva deja de tener lugar.

Por lo demas, y antes de analizar otros detalles, diremos que hay
inconsecuencia en esta teorfa en admitir que los dtomos se atraen para
formar las moléculas, y una vez formadas éstas repelen 4 las otras.

Otras muchfsimas teorfas se han inventado para explicar los fend-
menos que los gases presentan, las cuales no ofrecen novedad ni tie-
nen importancia, aunque vienen 4 probar que la teoria de los gases
es sin disputa el punto mds vulnerable para penetrar en el gran se-
crefo de la constitucidn interna de todos los cuerpos y de 51;5 aceio-
nes moleculares, fin principal de la Fisica-Matemdtica, acerca de la
cual tanto se ha escrito y de la cual tan poco se sabe.

26. M. G. A.Hirn viene desde hace afios consagrado 4 grandes y -
delicados trabajos de comprobacién experimental de todos los resul-
tados analiticos de las teorfas cinéticas, y dando cuenta de sus inves-
tigaciones 4 la Academia Real de Ciencias de Bélgica, en una serie
de memorias interesantisimas () que no dudamos en recomendar i los

(") Recherches sur les Lois de 1'Ecoulement et du Choe des Gaz.— 1886,

L'Avenir du Dynamisme dans les Sciences Physiques.—1880,

Recherches sur la Limite de la Vitesse que prend un Gaz, quand il passe d'une pression
& une autre plus faible,—1885,
La notion de Force dans les Sciences Physiques, 1885,
Analyse élémentaire de I'Univers.—1868; ¥ otras muchas.
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aficionados, y de las cuales vamos & entresacar aquellos principales
hechos que se hallan en contradiceién con los resultados analiticos
de las teorias eindticas, exponiéndolos de modo que, sin grandes es-
fuerzos, puedan ser comprendidos por los jévenes amantes de esfois
estudios para quienes escribimos estos apuntes. Conviene advertir,
ante todo, que M. Hirn considera como cinéticas todas aquellas teorfas
que, aun admitiendo la fuerza entre los dtomos y moléculas gaseosas,
suponen, que éstas quedan libres ¢ independientes 4 poco que au-
mente la distancia de sus centros de gravedad. A todas estas hipdte-
sis se les puede aplicar la objecidén sentada mds arriba respecto i la
propagaeién de los movimientos vibratorios, principalmente la tocante
& la velocidad del sonido, y 4 todas ellas hace referencia cuanto va-
mos & decir.
Cecmnio Jiviinez Ruepa.
(Se conelwird.)

S LS € e

COMPARAISON DES SOLUTIONS GEOMETRIQUES D'UN MEME PROBLEME

rar M. E. Levoins

Dans ce Journal (1892 page 177) j'ai donné la comparaison de la
simplicité de deux solutions d'un méme probléme de Steiner, 'une
d'elles donnée par M. Ventura Reyes Prdsper (voir, 1892, p. 147),
Pautre par moi (Jowrn. de Mathdm. élém., de M. de Longchamps, 1883,
page 267). J'avais trouvé pour la 1." le symbole:

op.: (8R; 4+ 4R, + 70, -+ C, + 6C,)
simplicité: 26: exactitude: 16; 4 droites, 6 cercles.

Pour la seconde

ap.: (18R, + 9R, -+ 130, + 120,)
simplieité: 52; exactitude: 31; 9 droites, 12 cercles.

Dans le numéro de Décembre 1892, p. 345, M. Retali indique trois
autres solutions du méme probléme.

Je vais aussi établir les symboles de ces nouvelles solutions en me

reportant aux notations et aux figures de l'article de M. Retali.

1% solution. De A (fig. 1) jabaisse sur la droite » une perpendis
culaire qui coupe en E la circonférence ABC

op.: (2R, + R, + 8C, +-38C,)
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je prends sur la circonférence ABC, ar¢ AE = are CD, EAD étant du

méme coié de BC op.: (3C, +C;)
D est le point cherehé obtenu par op.: (2R, + R, + 6C; 4 4C,)
simplicité: 13; exactitude: 8: 1 droite, 4 cercles.

2ue splution. Je meéne par A (fig. 2) une paralléle AMO & BC en
prenant sur le cercle ABC, are CA = are BA, A et M étant du méme
coté de CB op: (2R, + R, 4 30, + Gg).
Je méne une perpendiculaire quelconque a la droite donnée ».
Pour cela je déeris un cercle quelconque op.: (Cy) qui coupe cette
droite donnée en deux points, et j'éléve une perpendiculaire au milieu
de la droite qui joint ces deux points  op.: (2R, + R, + 2C, + 2C,).
Cettie perpendiculaire QO coupe CA en Q.
Je prends sur OB, le point P tel que AO et BP soient équipollents
op.: (3C, 4 C,). Je joins PQ, op.: (2R, + R,), qui coupe AB en R.
Lie tracé d'un seul, des cercles circonserits AQR, BRP, CPQ est
nécessaire, soit BPR, je le trace par le symbole )
op.: (4R, +2R,+50,+-40,)
de sorte que D se trouve plaeéd par:
op.: (10R,~+5R,~+13C, 4+-9C,)
simplieité: 37; exactitude: 23; 5 droites, 9 cercles.
Jme golution. Je construis (fig. 3) I'orthoeentre £ de ABC
op.: (4R, 4 2R, 4 6C, 4+ 3C;)

par £ je méne une paralléle i la droite » en faisant passer par £ un

cercle queleonque qui coupe la droite » ete. (Voir Congrés de Pau
loco citato) op.: (2R, + R, +4C, +2C,).

Je méne par Q, la droite QO perpendiculaire i »
op.: (2R, + R; +4C, +20,)
et par A, AO paralltle & CB op.: (2R, + R, +4C, 4 20,)

Je prends P tel que BP soit équipollent 2 AO op.: (3C, 4 C,); je
joins PQ op.: (2R+R,); je prends O, tel que AO, soit équipollent
a BP, op.: (3C,+C,).

Par O, je méne la perpendiculaire & » op.: (2R, + R, +3C, 430C,)
je trace P Q, op.: (2R, +R,)
je trace CE et PQ, op.: (4R, +2R,) qui se coupent en D que j'obtiens

(*) Voir Mémoire du Congrés de Pau,

1892, Assoclutlon francaise pour avancement des
solences,
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ainsi par le symbole op.: (20R, + 10R, + 26C, + 150,),
simplicité: T1; exactitude: 46; 10 droites, 15 cercles.

Resume: La plus simple de beaucoup est la 1.~ solution de mon-
sieur Retali op.: (2R 1,460, 40, );
simplicité: 13; exactitude: 5; 1 droite, 4 cerecles.

Ensuite eelle de M. Ventura Reyes Prdsper

op.: (B8R, +4R,+7C, 4+ C,+6C,)
Simplicité: 26; exactitude: 16; 4 droites, 6 eercles.
Iinsuite la seconde de M. Retali op.: (10R,-+5R, -+ I3C,-4-9C, );

Simplicité: 37; exactitude: 23; 5 droites, 9 cercles.
Puis la mienne op.: (18R, 911, 4+ 130, + 120, );

simplicité: 52; exactitude: 31; 9 droites, 12 cercles.
Hnfin, la plus compliquée est la 3.» de M. Retali.

op.: (20R, + 10R, 4260, +15C,)

Simplicité: 71; exactitude, 46; 10 droites, 15 cercles.

Cette dernidre solution ne suppose pas que le cercle ABC soit trace
sur la figure donnée. mais en le tragant s’il ne I'était pas et employant,
méme la plus compliquée des premieres solutions, le résultat serait
plus simple qu'en exécutant cette dernicre.

REVISTA BIBLIOGRAFICA
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nométrie et la méeanique, par M. (3. de Longchamps. 3.* edition, 18393,

Al dar cuenta de la Géometrie analytigue del mismo autor en el
tomo 2.0 de Er. Proareso MaremiTico termindbamos haeiendo breves
indicaciones sobre la segunda edicién del suplemento que contenia
algunas teorfas complementarias del Tratado de Algebra. y que en la
edicidn tercera han sido sustituidas por otras concernientes 4 la Tri-
gonometria y la Mecdnica.

Este iiltimo tomo del enrso de Matemdticas, que el Sr. de Long-
champs acaba de publiear, es un resumen de los conceptos mds capi-
tales y de mayor aplicacién que constiluyen cada una de las teorias
en €l expuestas.

En la Trigonometria hay que notar desde luego el modo general
de establecer las proposiciones fundamentales, fundado en los prinei-
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pios de las proyececiones, cuya férmula general expresa en la forma
simbdlica siguiente:

i.—]:'i . L}B — ':_7'_1 + -gj + ST G 7-..';] l:r;ﬂ S ?1.'. = + E'F)

que se refiere 4 las proyecciones de dos contornos y sus resultantes
respectivas OA y OB sobre dos ejes OY y OX, siendo un caso parti-
cular el de la férmula fundamental para la adicion de arcos que se es-
tablece inmediatamente, asi como mds adelante la férmula fundamen-
tal de la trigonometria esférica.

A continuacion de la division de arcos y el uso de las tablas trigo-
nometricas trata el autor de las ecuaciones binomias y de la trigonome-
triéa esferica.

Bajo el epigrafe general de Los infinitamente pequenos se exponen
las nociones de Geometria cinemdtica, pavtiendo del teorema de Chas-
les que indica el modo de hacer coineidir dos figuras ignales situadas
en un plano, mediante un giro alrededor del centro instantineo de ro-
tacion, pasando enseguida al metodo de las normales.

Los infinitamente pequenos geométricos. - El eireulo de curva-
tura.—El trazado de las tangentes.—Ias curvas paralelas. — Las con-
coidales.— Lias diametrales.— Lias efibicas unicursales.— La trisectriz
de Mac-Laurin.— El tridente de Newton.— Los puntos miltiples, son
las materias tratadas en esta parte de la obra, & las que siguen: la no-
cion de la integral definida y las cuadraturas.

Las coordenadas trilineales y coordenadas baricéntricas, de las que
hace algunas aplicaciones al establecimiento de varias férmulas de la
Geometria reciente (puntos de Gergonne, Lemoine, Broeard, rectas y
eirculos notables, ete.), las coordenadas tangenciales y la interseceion
de dos cuddricas, son capitulos que constituyen un importante com-
plemento & la Geometria analitica del mismo autor, de que ya se did
cuenta en este periddico.

[La dltima parte de la obra (de la pagina 237 4 la 457) estd desti-
nada 4 la meeanica, que comprende:

Cinenvitica del punto.—Fdérmulas preliminares.—Las primeras de-
finiciones; el movimiento uniforme.— Movimiento uniformemente va-
riado, movimiento variado cualquiera, aceleracién.— Aplicacién de la
cinemadtica; el trazado de las tangentes; el método de Roberval.

Dindmica del punto material.— Las fuerzas. — La masa.— Compo-
sicion y descomposieidn de fuerzas.

Fistatica del solido invariable libre.-

El trabajo y la fuerza viva.
Composicién y equilibrio de

las fuerzas; momentos con relacidn 4 un plano.— El eentro de grave-

dad.— Los momentos.— Los pares.—La reduceién de fuerzas.— Ho-

"

e
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mogeneidad de las férmulas.— Ejercicios diversos.— Cuestiones pro-
puestas en diversos concursos.

Nada diremos nuevo i nuestros lectores al consignar que una vez
m#és ha dado M. Longchamps muestra de su talento y profundo saber,
asi como de su buen gusto y acierto al exponer en la breve extensidn
de 457 paginas tan variados asuntos, de manera que no dejen por un
momento de tener grandes atractivos para el lector, ya en cuanto 4 la
materia, ya en cuanto 4 la forma original de ser desarrollados, en
conformidad con el cardcter dominante en el conjunto de sus nume-
rosos tratados diddeticos.

Periodico di Matematica.— Esta revista de que es director el pro-
fesor del R. Instituto Técnico de Roma Sr. Lugli, ha publicado du-
rante este afno, entre otros, los siguientes articulos:

Besso. Sopra un opusculo de Michelangelo Ricei.— Betazzi. Sulla
definizione della linea retta.— Bellacchi. A proposito di un lavoro
sulla storia delle matematiche.—Giudice. Una formola di trasforma-
zione per arc. tg.—Ferrari. Distanze di punti notevoli del triangolo; y
ademds varias cuestiones resueltas.

Rivista di Matematica.— Ademds de una extensa coleccidn de formu-
las, segiin el simbolismo de la I6gica matemitica, se publican en esta
Revista, entre otros, los siguientes articulos:

Peano. Formule di cuadratura.—Porta. Sulle equazioni di Lagran-
ge per il moto di un punto.— Castellano. Alcuna proprietd delle acce-
lerazioni d'ordine qualunque nel moto -di una figura piana nel suo
piano.—Pirondini. In torno alle indicatrici sferiche delle linee dello
spazio.— Pietri. Sui sistemi lineari di coni.

Bibliotheca natematica. — Zur Geschichte der Trigonometrie, von
H. Suter. — Sur les découvertes mathématiques de Wronski, par
S. Dickstein,— Intorno ad una pretesa seconda edizione dell’ Algebra
di Rafael Bombelli, nota di Antonio Favaro.— Uber den von Gerbert
angefiihrten Joseph Sapiens oder Joseph Ispanus, von H. Weis-
senborn.

American Jowrnal of Mathematics, nim. 1. 1803. — Sumario: On
Symmetric Functions and Seminvariant. by prof. Cayley. —Tables on
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pure Reeiproeants to the Weight 8, by prof. Cayley.— On the Diffe-
renfial Equation Aw -+ Kz = (0, by Maxime Bdcher.— Geometrical
Ilustrations of some Theorems in Number, by Ellery W. Davis.

OUESTIONES RESUELTAS

Cuestivn 65 (Véase t. 11, pag. 315).

i toda coniea, un punto cualquiera M, el centro de curvatura corres-
pondiente y los puntos de interseceion de la normal en M, con las perpen-
diculares WG, fo trazadas desde los Jocos F, f a los radios vectores F'M,
IM son conjugados armonicos,

(N. C. M)
Solucion por el Sn. HETALL (V.)

Designemos con H y /& los pies de las perpendiculares bajadas so-
bre la tangente 4 la elipse en M, desde
los focos ' y f; con » y o' los radios vec-
tores focales MF y M/f; con C el centro
del eirculo osculador en M.
Siendo semejantes los tridngulos MFG
¥ Mfg. se tiene
MG »

(1) ——— =

> Mg i
y de los otros dos pares de triangulos
semejantes MFH, MFG y M/fh, Mfg se

deduce

r*=MG.FH, »r*=Mg./h

Multiplicando éstas, miembro 4 miembro, y observando que por
un teorema conocido se tiene FH . fh=257 tenemos

a T

(2) MG My = s
De esta ecuacién y la (1) resulta
9 P a
MG = Mg" = ,

2
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Y por consiguiente:

30l b (1 yol
MG ' Mg vV _J'Ta")

0 sea, porque 747 =2a,

- 1( 1 [_] L Sid
) o\ MG " Mg )T, .2
' ()2

El radio de eurvatura de la elipse en el punto M fiene por expre-
sion
e 8
(4) MO — l_.:-.pjz_

Y ab

1 “1( 1 4 1 )
MC 2\ MG " Mg )/’

G sea, el punto C es conjugado armdénico de M respecto 4 los dos pun-
tos G y 4.

de donde

La férmula (3) estd dada sin demostracidn en el Caleolo differen-
siale de Todhunter-Battaglini (pag. 349. Es. 33) y se puede obtener del
modo siguiente:

De la conocida relacidn

i e L

P =at— e = il =
b+

se deduce sucesivamente al?.rr'=a'y 4ot
4 3 3
(rr')2 (a'y*+bir?)2 N
= =M,

ab a'b’

siendo el segundo miembro una expresion conocida del radio de cur-
vatura de la elipse en el punto (z, ¥).

Solucién & la Cuestion 635, por el 8n. SOLLERTINSKY (B).

Sea J la interseccién de las tangentes 4 la cdénica en los pun-
tos M, M.
Se puede demostrar elementalmente que la cuerda comiin JJ' de
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las eircunferencias JMM' y JFf es la simediana comiin de los tridngu-
los JMM', JE/, y que, por consiguiente, la interseccién N de las nor-
males en M y M’ se halla en la perpendicular levantada en J* & JJ".

En el limite, cuando M’ se aproxi-
ma indefinidamente 4 M, el punto N
se reduce al centro de curvatura en M,
y la cuerda JJ' se convierte en la si-
mediana MS del tridngulo FM /.

Las rectas FG y fg concurren en
el punto P, diametralmente opuesto &
M en la cirennferencia MF/, y siendo
la reeta SN perpendicular 4 MS, pasa
también por P. Pero el haz P (MSFf)
que se apoya en los vértices del cua-
drangulo armdnico, es también armd-
nico; luego los puntos M, N y ¢, C son

conjugados armdnicos.

Cuestion 453 (Véase 1. 11, pag, 344)
Hallar el lugar de las proyecciones del centro de una elipse sobre las
cuerdits Comuies o st f'”}‘i“f‘ s ﬂ{ S8 :‘a'J'r'HZHS H.s‘q_'f-rl_’.-rrfr)j'{’.‘s‘.

(E. Lemoine).
Solucion por el Sr, Brocann (H)

sta cuestién se puede fratar de diversas maneras, segin el sis-
tema de coordenadas que se quiera emplear.

La mis sencilla es, creemos, la que consiste en recurrir 4 la
anomalia ecvecntrica 2

Sea, pues, $ un dngulo tal, que el punto M de la elipse tenga por
coordenadas

L=da COS t, y=>bsen o

El efreulo osculador pasa por dos puntos infinitamente préximos
i M, 4 una y otra parte de este punto en la elipse, y encuentra 4 la
elipse en un cuarto punto N.

En virtud de propiedades muy conocidas, la cuerda MN es simé-
trica de la tangente MT con respecto 4 una paralela 4 OX.

Pero la tangente en M tiene por coeficiente anonlar

e I b
—— ] ——0t w,
o~y 1] :
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W el e =70 il 51,
Luego la inclinacién de MN es = cot ¢, y, por consiguiente, esta

cuerda tiene por ecuacién

b
y—b seng=-— cot v [#—a cos ¢]

T bis y 2
= 8 g—— BN © =008 & .
= P 2 P b4

La proyeccién del centro O tiene por ecuacidn

(14
y=—a—1g e
b

De esto se deduce

by ax
sen g = o Il e

S -l\- a a a9 IF 2 ) ] !
Vﬂ‘m--{- b*y* Vate?+0%2
¥, por consiguiente, el lugar (M) esta representado por la ecuacién de
ic grado

{(?)2 _i_yﬂ) (ca”x’—i—b"y‘) Z(EI':(I,": __.beyﬂllf.',
6 en coordenadas polares

. (a° cos® w—0*sen® w)?
T cost w57 sent

El lugar (M) es, pues, una especie de rosicea de cuatro ramas,

Nora. En el mismo orden de ideas entran otras cuestiones trata-
das en los N. A. M. 1873. pp. 20-41.

Solucidén por el Sk RETALI (V).

Sea M un punto cualquiera de la elipse, MT su tangente en M,
Mz la simétrica de MT respecto 4 la ordenada Ma (v. Chasles, See. co-
niques, p. 246),

Se trata, pues, de obtener el
lugar de las proyecciones @ del
centro O sobre la recta Mz. La
ecuacién de la elipse en coor-
denadas polares es

: . a*h*
() Pe—m—s Sy
a’sen*f-Fb*cos* b

Llamando 6’ el 4ngulo formado
por la tangente MT con el eje
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polar, y haciéndose / TOz = ¢, se tiene

n':cﬁ-_—z', tgltgt =~ —

y por consiguiente,
- - b* sen g
(2 i e
#) g a cos ¢

Tenemos también por la figura

(3) 0X=r=pcos(0+ 9)
y eliminando py 0 entre las tres ecunaciones (1), (2) y (3), resultara la
ecuacidn polar del lugar buscado. Si hacemos por brevedad

A= V a' cos*s 4+ b* sen’y

se tiene, de la (2)

R g a’cos ¢
5 gll=——
A : A

b*® sen
sen ) = —— ¥

de donde

a® cos® — b*sen’o

cos (¢ =+ 0) = -

A
A

g T DT 2

\* a” cos*3 -4 b sen* ¢

v finalmente )

2 - o @

i @° c0sS" o — b° sen’ ¢

(4) e LR e R A

Ve coste + b sen® 9
que es la ecuacién polar del lugar busecado.
Escribiendo la (4) bajo la forma
. a’r*cos®e — bWrisen?y
Vatr* cos* ¢ + 2% sen’ g
se obtiene la ecuacién en coordenadas rectangulares

7

(2*+ y°)* (&*a® + b%y?) = (a®* — by?)?.

El lugar buseado es, pues, una curva de sexto orden, simétrica
respecto 4 los ejes de la elipse que tenfa en el eentro un punto cui-
druplo, ete.

Si =25, y OX es un didmetro arbitrario, se tiene que el lugar de
las proyecciones (ortogonales) de un punto variable M de la circunfe-



EL P OGRESO MATEMATICO 107

rencia, sobre el diametro simétrico de OM respecto 4 OX, estd repre-
sentado por la ecuacién

(2 +9%) =a® (2* — »*),
¥y por esto la curva hallada anteriormente se reduce 4 la estudiada
por Pliicker, en la pag. 105-106 de su célebre obra Neue Geometrie des
Raumes gegriindet auf die Betrachtung der Geraden Linie als rawme-
Lement,

Cuestién 8L. (Véase t. 17, pig. 279).
Suponiendo que m y n enteros y posiiivos, demostrar que

1 7 n(n-41)

m+1 ' m+2 1.2 (m ~+3 fu_

- i —1 - n—
9n . 2" n{n—1)2

nm -+ l_ £ __i_; —]— 1) (m + 2_|_ + (m+1) {_-.ua-—l— 2) (m-+3)

(1. J. Durdn Loriga).

Solucion por el Sg. VivayTi, ingeniero,

Se puede escribir el primer miembro ast:

i - . . = > e
'Hl— F(m+1, —n, m+2 —1)donde F designa la serie hiper-
I - m—4-1
geométrica), mis brevemente: - i @ (— 1). Ahora:
]
dF (a, B, 1, @) X . :
& B |‘I (a1, 01, @) —F(=8 1, z) |
dr (= ' F \
e 8
y F (2, B, a, @)=(1 — &)
d® (x) ( )
luego g ———=(m+1)]1A—x) —P(x)

dr Ir

¢ integrando, se obtiene

m

& g (@) = const. + (m + 1) ‘_,l"-.rm (1 —a)'de,

de donde: ot

=)0 (- |_.—;‘m+1.[ 2™(1—a)" de =
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( bien:

1
1 7 5 m . - N
= (i} —1}:1 @ (14 @) da.
i -4 1 { SNl ; ]
Integremos por partes y tendremos:
f (l-! ?.t)”m—i—'l n , n—1 m—]—l
1 i —_——— 1 a dr=.....
, 1+ ] ‘dp = rm | = +1 (L4 )
(1 -]—Jj” -1 ” (1+$)n—1mm+ﬂ L)
b 1 y  m 41 m-+2
n(n—1) (A42)" 2™ o
[uaw{-!][m-}—"jl 3
nn—1)...2.1 P i i
B - (m+1) (m+2) ... (m+nr=1) (m+n) m+n+1
v en fin: '
| ~ wn—1 . n—2a
n 2 n.2 nin—1)2
2" (14a) de= — = —
l.. kb ) : 41 (m+1) (m+2) (m+1) (m+2) (m+3) ;
que es el segundo miembro de la ecuacidén propuesta. !
Bolucidén por el Si. BoOLLERTINSKY
Se tiene ”
1 n n(n—1)
L T mte T dameay T
g, . 1 “(“'—l} m42 " n
=| & +nax -+ — * e ydo =] @ (14 )" du
o 1.9 T
Pero
1 -1 1
i n o (1 "_x;f,} ) 3
’ x (142 de= { | _I 2 rH-I—l — ;
Jo kg \ m+1 o m+1, ? (1+2) az
gn n *1
SN __i'.- . m{—l —1 .
P i+ 1 1 _,.-, # (142)"" da
J\.Sl '
(% ot o t—1 “Lic
’ ol B RS Y I TR Lom=1)) 2T
i m+l  mtl " w42 (D) (m+2) m3
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Cuestion 112 (Véase t. III, pag. 72.)

Dados en direccidn los ejes xCx', yCy' de una cinica E (fig. 12) y la
normal MNN' ¢ esta curva en un punto
dado M, asi como los punios de inter-
seecion N, N de esta normal con los ejes,
determinar el centro p 0 el radio de cur-
vatura pM en este punto M, no emple an-
do mds que dos rectas en la construcs
cidn:

Resolver asimismo este problema en
el caso particular en que el ¢gje yCy' (fig. 2.%) y, por consiguiente, el punt?
N se halle en el infinito, es decir, cuando la conica (T) se convierte en unw
pardbola.
(A. Schiappa Monteiro.)
Soluecién por el SR, BROCARD (H.)

La construceién pedida nos parece ser la que M. Mannheim ha
dado 4 conocer como simplificacién
de los trazados expuestos en su ar-
ticulo de los N. A. M. (1857, paginas
322-332).

1.0 Unir OM.

2.0 Trazar NI perpendicular a
MNN' hasta su encuentro en I con OM.

El centro de curvatura p estd en la
interseccién de MNN' con la paralela
Ip 4 0y. (Véase también Mannheim Géométirie deseriptive, pag. 175).

En el caso de la parabola, OM pasa 4 ser paralela 4 Oz. La misma
construceién subsiste aparte de esta modificacion.

Cuestion 85 (Véase t. IT, phg, 344.)

Entre los niimeros enteros de cuatro cifras sdlo hay uno tal, que sise
eseribe d su derecha el mimero inmediatamente superior, se obtiene wn ni-
mera de ocho cifras, cuadrado perfecto. Hallar este nitmero.

(H. Van Aubel.,)
Bolucién por el SR. VIVANTL

Designando por N el niimero buscado, debe ser: 10001 N L+ 1=a2,

Las soluciones de la congruencia @*=1 (mdd. 10001)
son 1, 2191, 7810, 10.000; y el tinico de estos niimeros cuyo cuadrado
tenga 8 cifras es 7810, Su cuadrado es 60996100, Luego el nimero
busecado es 6099,
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Cuestion 111 (Véase t. 111, pig. 73).

Sin eseribir ecuacion alguna ni trazar mdas que el cuarto de un dode-
cdgono regular inscripto en un circulo, demostrar que el drea de este
poligono es igual d tres veces el cuadrado construido sobre el radio,

(H, Brocard).
Bolucidn por el Si, VIVANTI (*)

Puesto que /AO0C=600, se tiene AC=R,

—

1 !
AE=-R, AAOB=—_-AE.OB= IR*;

i

1
4

Nota.—La misma solucidén ha sido remitida por D. Cecilio Jimenes
Rueda.

uego el drea del dodecigono es =12 . — R2 = 3R

SR IS e

COUESTIONES PROPUESTAS

I114. Se dan tres ejes rectangulares y tres rectas fijas A, B, C. Un
plano mdvil P paralelo & #Oy corta 4 las tres rectas en los puntos
A'B,C.
Se pide estudiar la superficie lugar de las circunferencias A’ B’ C'. "
Se supondrén las rectas A, B situadas en planos paralelos 4 20w,
0, medio de la méds corta distancia yOy" de estas rectas; Oz paralela 4
la bisectriz del &ngulo AB de las dos rectas igual y simétricamente
inclinadas sobre #0y. C en el plano 20z y paralelo 4 Oz. v
Casos particulares y verificaciones.
(H. Brocard).

115. Sobre los tres lados de un tridngulo A, A, A, se construyen
exteriormente los tridngulos equildteros A B/A,, AB,A,, A,B,A, é
interiormente los tridngulos equildteros A 5, A,, Ab,A;, Ab.A,; sean
I, L, 1I,, é,1, 4, los centros de estos tridngulos y a, b, ¢, S los tres
lados y el area del tridngulo A A A, (). Demostrar que

0

SO S e ) T A A (e o N
IllgIszgﬁ-i*Tvﬂi 71"'9?325&'—‘—‘—‘-"24— 3

(*) Lafigura, que el lector puede suplir ficilmente, se reducs & un euadrante AOD di-
vidido en tres partes iguales por los radios OB, OC y la cuerda AC que corta perpendicular
men te en E al radio OB.

(**) Sesuponeque lasletras A , A , ele, vértices del tridngulo A A A v del cuadrilé-

vl S e 2. 8"
tero .l_I A A__Ai sp suceden en el sentide del movimiento de las agujas de un raloj.
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i B ag-{-b"—%c’vq.

L 5 aa_l_‘.'b_i_cl —
§h—"5 S Serann s Y

blbi"){i == -;- S = 8

(H, Van Aubel,)

116. Sobre los cuatro lados de un cuadrilitero A, A A;A, se
construyen exteriormente los tridngulos equilateros A B A,, A;ByA,,
AB.A,, ABA,, é interiormente los tridngulos equildteros A b A,,
Ab AL, A A, A A, Sean 1, I, I, I, 4,, 4,, ¢, 7, los centros de estos
tridangulos y £, ¢, S las diagonales y el area del cuadrildtero A;A A A

1. @) Sisobre B,l,, I,B, se construyen los tridngulos equiliteros
B,MI,, I,NB,, la figura I,I, NM sera un paralelogramo.— ) Construir
el cuadrilitero A, A A A, conociéndose los puntos I, B,, B, b,.

2.0 @) Los puntos B,, 4, I, y el centro P del friangulo equildtero
construfdo sobre B,b, son los vértices de un paralelogramo.— &) Cons-
truir el cuadrilatero A;A;A A, conociéndose los puntos 4, By, &g, 2,.

3.2 La recta B,b, es paralela a la altura ¢,Q del tridngulo equilitero
construfdo sobre I,¢, ¢ igual al doble de esta altura.— &) Construir el
cuadrildtero A A.A;A, conociéndose los puntos By, 4, By, b,.

4> Se tiene

2 I h 2
IIIIP? /J“’ s Y iyigisly =5 8 4 8 =

B,B,B,B, = 28 --i-%\/?; b,bybsb, = 28 — %VE}‘
(H. Van Aubel.)

117. SeanlI,, I, 4, i, los centros de los cuadrados construidos ex-
terior é interiormente sobre los lados A A, A A; de un tridngulo
A AA; v Py, p, los centros de los cuadrados construidos sobre I,1,.
iyi, . Demostrar que la recta p,P, es igual y perpendicular 4 A, A, que
pasa por el vértice A, y que se halla dividida en dos partes iguales.

Si se unen los euatro vértices de un trapecio inscripto ABCD & un
punto cualquiera M de la circunferencia, se tiene la relacién

MA'-MB* _ AB
MD*—MC® CD

(H. Van Aubel,)

118. Envolvente de la recta que une un punto A de una eircunfe~
rencia 4 la proyeccién sobre un didmetro fijo, del punto A’ diametral-
mente.opuesto al primero.

(H. Brocard,)
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119. Construir un tridngulo, dado un vértice A y las proyeceiones
de este vértice sobre las bisectrices exteriores de los dngulos B y C.
(Juan J. Duran Loriga.)

120. Demostrar que para valores enteros cualesquiera de m y #,
el niimero
N__:__ﬂ'ﬂ. 1”“;:1 +n (-14”. 103m+w o 2:: S 11?1’ 1“2::.-) Al
es divisible por 949,
(Juan J. Durdn Loriga).

121. ¢A qué es igual la suma de las progresiones

142, 24344, 3+445+4-6,... n+n+14 (n42) 4 ... 42n?
(E. Cataldn.)

.122. Hallar las soluciones enteras de la ecuacién

a4 yt=2zn
(E. Cataldin.)

123. Se da un curva (C) referida 4 dos ejes rectangulares OX, OY.
Se traza la tangente en un punto A de la curva, que encuentra & OY
en B, después se toma sobre la tangente un segmento AM=AB.

Hallar la ecuacién de la curva M derivada de la curva (C).

(H. Brocard.)

124. Sise prolongan los lados BC, CA, AB de un tridngulo ABC
en longitudes CA, AB,, BC,, iguales 4 estos lados, y sobre las rectas
AA,, BB, CC, se toman los puntos M, N, P tales que

AM . BN . CP 1
AA, BB, 1 ©€G. 3
los triangulos MNP y ABC serdn iguales y tendrin el mismo centro
de gravedad. )
(H. Van Aubel.)

125. En un triedro SABC la cara BSC vale 90° y cada una de las
demis 60°. Se toma sobre SA una lougitud arbitraria, y sobre las otras
longitudes SB, SC iguales al mayor segmento de SA dividido en
media y extrema razdén,

Demostrar que el tridngulo ABC es rectangulo.
(J. M)

ERRATAS, — Pig. 66, linea 8, léase 8 y fa por B y Ba: en la pag. 70,
linea 24, +-24/ y= por 4/ yz. En la cuestién 103 léase: tridangulo rectangulo.

Zaragoza,— Imprenta de C. Arifo, Coso, l.‘.’r'.:-"'.il.i-u:.:.

. __", ...,_..___'_'.T'..d_. ”




