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El Piogieso pialentóliGO 
PERIÓDICO DE MATEMÁTICAS PURAS Y APLICADAS 

D I R E C T O R : D . Z O E L G. D E G A L D E A N O 

SOBRE LA CDNSTITUCiQIil M O L E C U L A DE LOS CUERPOS GASEOSOS 

Por v í a de i n t r o d u c c i ó n vamos á exponer a q u í algunos conceptos 
generales sobre l a naturaleza de los estudios propios de la F í s i c a - m a ­
t e m á t i c a , tanto m á s necesarios cuanto que e l objeto de este trabajo 
casi toca los l í m i t e s de lo que p o d r í a m o s l l amar con Spencer uno de 
los modos de lo Incognoscib le : nos refer imos á l a esencia de la mate­
r ia , á la es t ructura í n t i m a de los cuerpos, todo lo cual es para nosotros 
completamente desconocido. 

1. — L a F í s i c a - m a t e m á t i c a tiene por objeto el estudio, mediante el 
anál i s i s matemático, de las leyes que r i g e n las propiedades generales 
de los cuerpos, con el fin prever lo m á s exactamente posible, todos 
los f e n ó m e n o s que p r e s e n t a r í a u n cuerpo colocado en u n conjunto 
cualquiera de circunstancias dadas. 

2 . — A u n q u e l a a p l i c a c i ó n del a n á l i s i s m a t e m á t i c o es lo que dis_ 
t ingue la F í s i c a - m a t e m á t i c a de la exper imenta l , es conveniente tener 
en cuenta que hay dos maneras dis t intas de hacer aquel la a p l i c a c i ó n . 
Unas veces, a l observar atentamente los f e n ó m e n o s , se ha descubier to 
a lguna ley n u m é r i c a fundamental , de l a cual se parte, como base, para 
una serie m á s ó menos p r o l o n g a d a de deducciones a n a l í t i c a s ; como 
ocurre , por ejemplo, con la T e r m o d i n á m i c a , que no es o t ra cosa que 
el desenvolvimiento m a t e m á t i c o de los dos p r inc ip ios : el de la e q u i ­
valencia del calor y el trabajo, y el de la equiva lenc ia de las t ransfor . 
maciones p o r el ca lor en cuerpos cualesquiera, que son dos relaciones 
n u m é r i c a s ; ó como ocurre con la t e o r í a m a t e m á t i c a de la p r o p a g a c i ó n 
del calor, fundada en que la acc ión t e r r a o l ó g i c a entre dos cuerpos es 
p r o p o r c i o n a l á l a diferencia de sus temperaturas; ó con la t e o r í a de 
las atracciones y repulsiones e l é c t r i c a s fundada en l a l ey de Cou­
lomb, etc. 

Otras veces los f e n ó m e n o s han sido de antemano exper imenta l -
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mente sometidos á var ias leyes g e o m é t r i c a s ó m e c á n i c a s , y luego se ha 
aplicado el c á l c u l o á las relaciones de p o s i c i ó n ó á las de m o v i m i e n t o 
compatibles con aquellas leyes. Como ejemplos de esta manera de 
proceder tenemos: l a t e o r í a a n a l í t i c a de las superficies c á u s t i c a s , par­
t iendo de las leyes g e o m é t r i c a s de Descartes relat ivas á l a r e f l e x i ó n y 
r e f r acc ión , y en general todas las t e o r í a s que comprende la Optica 
g e o m é t r i c a ; el estudio de la a t r a c c i ó n de dos esferas electrizadas ho­
m o g é n e a m e n t e , fundado en que la e lectr ic idad se repar te sobre las 
superficies de las esferas s in penetrar en el in t e r io r , y en el caso ac­
tua l con u n i f o r m i d a d sobr*e cada una, de modo que pueden asimilarse 
á capas e s f é r i c a s h o m o g é n e a s de mater ia ponderable , de espesor m u y 
p e q u e ñ o y densidad conveniente, etc., etc. 

3 . — E n estos ú l t i m o s casos el a n á l i s i s m a t e m á t i c o no es realmente 
á la F í s i c a á l a que se aplica, sino á la G e o m e t r í a ó á l a m e c á n i c a . 
A s í es que el p rob lema de las c á u s t i c a s por r e f l e x i ó n puede enun­
ciarse, plantearse y resolverse s in r e c u r r i r en absoluto á n i n g ú n con­
cepto f ís ico, quedando reducido á la s iguiente c u e s t i ó n de G e o m e t r í a : 
Dada una superficie y u n punto fuera de ella, t razar desde este punto 
u n haz de rectas que vengan á tocar á l a superficie; t razar u n segundo 
sistema de rectas, cada una de las cuales parta de u n pun to de la su­
perficie, de ta l manera que la n o r m a l en dicho pun to e s t é en u n mismo 
plano y forme á n g u l o s iguales con las dos rectas de ambos sistemas 
que tocan en aquel punto; y p o r ú l t i m o ha l l a r el l u g a r g e ó m e t r i c o 
de los puntos de i n t e r s e c c i ó n de cada dos rectas del segundo sistema 
inf ini tamente p r ó x i m a s . De a n á l o g o modo se p o d r á enunciar el de las 
c á u s t i c a s po r r e f r a c c i ó n . E l p rob l ema de las esferas e l é c t r i c a s homo­
g é n e a s queda reducido á l a c u e s t i ó n puramente de M e c á n i c a rac iona l 
de la a t r a c c i ó n de dos esferas de materia ponderable, etc. 

4 . — Vemos en suma que l a a p l i c a c i ó n del a n á l i s i s m a t e m á t i c o á 
las cuestiones de F í s i c a no siempre engendra F í s i c a - m a t e m á t i c a ; pues 
es necesario que esta a p l i c a c i ó n sea inmediata . Demostrar , por ejem­
plo , a n a l í t i c a m e n t e las leyes g e o m é t r i c a s de Descartes relat ivas á la 
r e f l e x i ó n y r e f r a c c i ó n , es p r o p i o de l a F í s i c a - m a t e m á t i c a : estudiar 
ciertas superficies, aunque pres idan á su f o r m a c i ó n las relaciones 
g e o m é t r i c a s que const i tuyen aquellas leyes, es G e o m e t r í a pu ra . 

Sabido y a que l a a p l i c a c i ó n de l a n á l i s i s m a t e m á t i c o ha de ser i n ­
mediata, conviene emplear lo con ext rema c i r c u n s p e c c i ó n , depurando 
con sever idad suma la rea l idad del punto de par t ida ; esto es, l a cer­
teza de la l e y que ha de se rv i r de apoyo á la serie de ios c á l c u l o s ; ó 
no dando, en caso contrar io , á los resultados de é s t o s m á s va lor que 
el que les corresponde conforme a l grado de certeza con que la ley 
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fuera establecida; pero, m á s que todo, i m p o r t a t o d a v í a no dejarse 
ar ras t rar po r el encadenamiento de las f ó r m u l a s , sino que el genio de 
la F í s i c a d i r i j a s in cesar el uso r ac iona l de ese poderoso in s t rumen to 
de i n v e s t i g a c i ó n que l lamamos A n á l i s i s m a t e m á t i c o . 

De este modo l a F í s i c a - m a t e m á t i c a r e s p o n d e r á á su fin, que, como 
di j imos en la def in ic ión , no es otro que el conocimiento á p r i o r i de los 
f e n ó m e n o s naturales. Porque es necesario no perder v i s ta que las 
ciencias que versan sobre f e n ó m e n o s del mundo mate r ia l , no alcan­
zan su mayor perfeccionamiento sino d e s p u é s que se h a n hecho ma­
t e m á t i c a s , y entonces su fin es l a prev i s ión; en lo cual se d i s t ingue la 
verdadera ciencia de la s imple e r u d i c i ó n , l imi t ada al conocimiento de 
los hechos realizados, s in otra h i l a c i ó n que la de su n ú m e r o de orden 
en la serie de los adquir idos . 

5.— Desgraciadamente la F í s i c a , á pesar de las i m p o r t a n t í s i m a s 
conquistas realizadas desde los trabajos del g r a n F o u r i e r hasta nues­
tros d í a s , dista mucho de estar completamente cons t i tu ida en ciencia 
m a t e m á t i c a , porque son m u y contados los casos en que la l ey n u m é ­
r ica, base de los desarrollos a n a l í t i c o s , aparece real y efectiva d e s p u é s 
de u n n ú m e r o m á s ó menos grande de observaciones. L o frecuente 
es que la l ey no se conozca á pesar de haber mul t ip l i cado las expe­
riencias, y entonces no queda otro recurso que l a hipótesis; pero es 
necesario que é s t a no verse nunca sobre lo que e s t á por encima de 
nuestros conocimientos; sobre los diversos modos de lo I n c o g n o s c i ­
ble.— Las h i p ó t e s i s en F í s i c a son ú t i l í s i m a s cuando const i tuyen una 
a p l i c a c i ó n del m é t o d o eminentemente rac ional , de las aproximaciones 
sucesivas. ¿ Q u é ha hecho la Geodesia para d e t e r m i n a r l a forma de la 
Tierra? — S a b í a s e por observaciones directas que la l í n e a de contacto 
del cono c i rcunscr ip to á l a superficie terrestre, desde u n punto cual ­
quiera m á s ó menos elevado, es s iempre u n c í r c u l o ; de a q u í y del co" 
nocimiento p rev io de algunas verdades m a t e m á t i c a s relat ivas á l a 
esfera, dedujo que si la superficie de la T i e r r a no era es fé r ica , poco 
se a p a r t a r í a de esa forma; supuso, por tanto (tal es l a h i p ó t e s i s ) , como 
una p r i m e r a a p r o x i m a c i ó n , que la T i e r r a era es fér ica . ¿ C u á n t o s f e n ó ­
menos, c u á n t a s leyes naturales y c u á n t a s verdades no ha descubierto 
el hombre con s ó l o hacer esa p r i m e r a h i p ó t e s i s ? — ¿Se p o d r á decir 
que p e r d i ó el t iempo suponiendo lo que d e s p u é s se ha v i s to que no 
era cierto? — De n i n g ú n modo; porque los mismos c á l c u l o s que a r r an ­
caban de esa h i p ó t e s i s , s i r v i e r o n no s ó l o para adver t i r de que no se 
estaba en lo cierto, sino t a m b i é n para co r r eg i r los er rores y hacer su­
cesivamente nuevas h i p ó t e s i s que han conducido paso á paso al cono­
cimiento de la forma exacta de la superficie de la T ie r ra .— Toda la 
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A s t r o n o m í a , la ciencia c o s m o l ó g i c a m á s perfecta que hoy se conoce 
¿ N o es una serie cont inuada de aplicaciones del m é t o d o de las apro­
ximaciones sucesivas?— Y si tan fecundos resultados ha dado esto 
m é t o d o en A s t r o n o m í a , ¿ p o r q u é hemos de desterrarlo de la F í s i c a ? — 
Es s ingu la r l a fac i l idad con la cual e s p í r i t u s superficiales se escanda­
l i z a n de ese cont inuo crear h i p ó t e s i s ' de verlas tomar vuelo , acredi­
tarse m á s ó menos, y caer p o r ú l t i m o en el m á s completo abandono, 
para dejar su puesto á otras, y é s t a s á otras, que s iguen la misma 
suerte; por lo cual cal if ican de a rb i t r a r i a á l a F í s i c a ; s in tener en 
cuenta que las h i p ó t e s i s no son la ciencia, y que en medio de ese sur­
g i r y caer h i p ó t e s i s va avanzando siempre el edificio científ ico sobre 
bases tan s ó l i d a s que nunca p o d r á ser destruido.— Las h i p ó t e s i s son 
como los andamies, que se qu i t an una vez te rminada la obra.— Es 
cierto que algunas desdichadas h i p ó t e s i s han entorpecido, paral izado 
y hasta hecho retroceder á l a ciencia en su carrera; pero es porque no 
eran otra cosa que simples tanteos e m p í r i c o s , que por a ñ a d i d u r a ver ­
saban sobre modos de lo Incognosc ib le . N o ocurre lo mismo con los 
conceptos generales y culminantes que resul tan de la s í n t e s i s de u n 
n ú m e r o inmenso de hechos, y cuya ve rdad subjet iva tiene el valor de 
l a rea l idad objet iva de los hechos que ellos sintet izan.— ¿ Q u i é n no ve 
una diferencia g r a n d í s i m a entre l a h i p ó t e s i s de los alquimistas y la 
t e o r í a de los á t o m o s ? — ¿ O entre la h i p ó t e s i s de los fluidos impondera ­
bles y la eminentemente rac ional de que el calor es u n modo del mo­
vimiento?—Tenemos en resumen que las h i p ó t e s i s c ien t í f icas han de 
ser l a s í n t e s i s de un g r a n n ú m e r o de hechos de u n orden dado; no 
han de versar sino sobre lo cognoscible y h a n de ser tales que pue­
dan modificarse en e l sentido de irse acercando á la verdad deter­
minada. 

E n el trabajo que vamos á emprender pensamos hacer una apl ica­
c i ó n de todos estos p r inc ip ios generales. 

6.— T r a t á n d o s e de la constitución molecular de los cuerpos gaseosos 
nada m á s na tu ra l que decir algunas palabras sobre la c o n s t i t u c i ó n de 
los cuerpos en sus estados. 

Q u é sea la esencia í n t i m a de l a mater ia nos es tan desconocido 
como la esencia de todas las cosas; e l la se nos revela por experiencias 
de fuerza; lo p r i m e r o que notamos es la p rop iedad que tiene l a mate­
r i a de resistir á nuestra acc ión muscular; y como distintas adaptaciones 
musculares i n d i c a n distintas coexistencias, esto nos ob l iga á concebir 
cada p o r c i ó n de mater ia como conteniendo m á s de una p o r c i ó n resis­
tente; es decir, como ocupando espacio. L a resistencia y l a e x t e n s i ó n 
son, pues, las dos cualidades bajo que l a mater ia se nos revela; a s í es 
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que en buena l ó g i c a la palabra materia no puede s ignif icar para nos­
otros m á s que esas dos cosas juntas: extensión resistente. 

Cuanto se suele decir acerca de la esencia, unidad, o r igen y finitud 
ó i n f i n i t ud de la mater ia e s t á fuera de la esfera de nuestros conoci ­
mientos. 

L a s porciones l imi tadas de materia, esto es, los cuerpos se nos ofre­
cen bajo u n n ú m e r o inagotable de formas, propiedades, accidentes y 
relaciones; d e b i é n d o s e c i ta r a q u í l a propiedad que t ienen todos los 
cuerpos de aumentar ó d i s m i n u i r de vo lumen s in aumento n i p é r d i d a 
de materia, propiedad que basta p o r s í sola para poder af i rmar que la 
materia que const i tuye u n cuerpo no es con t inua en toda la e x t e n s i ó n 
de é s t e . Pero esta falta de con t inu idad podemos concebir la de dos 
modos: 1.° De manera que se pueda pasar de un punto del cuerpo á 
otro, a rb i t rar iamente elegidos, s in atravesar n i n g u n a s o l u c i ó n de con­
t inu idad; esto es, siendo cont inua l a parte de e x t e n s i ó n ocupada por 
la mater ia del cuerpo. 2.° De modo que no se pueda pasar de u n 
punto á otro, po r p r ó x i m o s que se ha l len , s in atravesar las soluciones 
de cont inuidad, para lo cual es preciso que l a e x t e n s i ó n no ocupada 
por l a mater ia sea cont inua . 

E l p r i m e r modo, a s í como la con t inu idad de la mater ia en toda la 
e x t e n s i ó n del cuerpo, es inadmis ib le , por estar en c o n t r a d i c c i ó n con 
la misma propiedad de las dilataciones y contracciones; con la d i v i ­
s ib i l idad de los cuerpos; con sus cambios de estado, p r inc ipa lmente 
con el estado gaseoso; y sobre todo con las combinaciones q u í m i c a s . 
¿ C ó m o se han de penetrar tan í n t i m a m e n t e como en las combinac io ­
nes q u í m i c a s , dos porciones de materia , cont inuas en toda su exten­
s i ó n , aunque las superficies presenten tantos poros, arrugas, pl iegues 
ó resquebrajaduras como se quiera? 

7 . — Tenemos, po r tanto, que la mater ia de los cuerpos es d iscon­
t inua de la segunda manera; esto es, e s t á formada por m u l t i t u d de 
p e q u e ñ í s i m a s porciones llamadas átomos, separadas unas de otras p o r 
in tervalos m á s ó menos grandes, s e g ú n el estado físico del cuerpo. 
Estos á t o m o s , como la pa labra lo i n d i c a , ' s o n ind iv i s ib les po r medio 
de las fuerzas naturales. Y no decimos que sean macizos, n i que, p o r 
el cont ra r io , e s t é n compuestos de otras porciones mucho m á s peque­
ñ a s de una sustancia ú n i c a , con diversos movimien tos rotator ios , lo 
que c a r a c t e r i z a r í a las diversas clases de mater ia que se conocen, po r ­
que esto cae fuera de nuestro alcance en el estado actual de l a ciencia. 

8 . — Mucho se ha d iscut ido sobre la i n d i v i s i b i l i d a d del á t o m o ; nos­
otros a p o y á n d o n o s en las leyes q u í m i c a s de las proporciones def in i ­
das, y de las proporciones m ú l t i p l e s , en la de Gay-Lussac, r e l a t iva á 
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los v o l ú m e n e s de dos gases que se combinan, etc., etc., afirmamos esa 
i n d i v i s i b i l i d a d só lo como u n hecho resultante del juego de las fuerzas 
naturales. Que la materia, bajo el concepto de su e x t e n s i ó n , se con­
ciba d iv i s ib le indefinidamente, no dice nada en apoyo de que lo sea. 
L a i n d i v i s i b i l i d a d del á t o m o es, como la a t r a c c i ó n universa l , una ley 
que p o d r í a no exis t i r s in que se s iguiera absurdo n inguno ; lo ú n i c o que 
o c u r r i r í a es que la Natura leza s e r í a de dis t in to modo de como es, y la 
mater ia misma o f r e c e r í a otros a t r ibu tos que h o y no tiene. 

9 . — L a q u í m i c a nos e n s e ñ a , p o r otra parte, que hay cuerpos de 
los cuales se puede separar m á s de una clase de mater ia , l lamados 
compuestos; y que en la m á s p e q u e ñ a p o r c i ó n de cuerpo, á l a que se 
puede l l ega r por procedimientos m e c á n i c o s ó f í s icos , existen los mis­
mos elementos materiales, y en la misma p r o p o r c i ó n , que en el cuerpo 
entero. T a m b i é n sabemos que la m á s p e q u e ñ a p o r c i ó n que puede 
concebirse de un cuerpo compuesto, s in que deje de ser h o m o g é n e a 
con el todo, se denomina molécula, y que la fuerza que mantiene u n i ­
dos los á t o m o s componentes de una m o l é c u l a se l l ama af inidad, fuerza 
que no puede vencerse por procedimientos m e c á n i c o s , po r lo cual el 
estudio de cuanto de el la depende es t á fuera del objeto de este 
trabajo. 

10. — Veamos ahora q u é acciones se ejercen entre las m o l é c u l a s 
de u n mismo cuerpo. Desde luego, todos los cuerpos s ó l i d o s y l í q u i ­
dos oponen una cier ta resistencia á ser par t idos y una tendencia á 
recobrar l a fo rma p r i m i t i v a cuando han sido deformados, s in exceder 
cierto l ími t e ; lo que p rueba que hay a t r a c c i ó n entre sus m o l é c u l a s ; 
fuerza a t rac t iva que se designa, como sabemos, con el nombre de 
cohesión. P o r otra parte, el f rotamiento, el choque, y , en general , todo 
movimien to que al parecer se destruye, produce calor; y viceversa, 
toda cant idad de calor puede p roduc i r u n trabajo, exis t iendo una re­
l a c i ó n constante entre el calor gastado y el trabajo produc ido , ó entre 
el trabajo realizado y el calor obtenido. Esto nos prueba que el calor 
es un modo del mov imien to , y como este movimien to no es del con­
jun to , es claro que es u n mov imien to de los elementos de la materia; 
el mov imien to destruido por el frotamiento, el choque, etc., se trans­
mite á los elementos materiales, s e g ú n el p r i n c i p i o de l a conserva­
c i ó n de la e n e r g í a , con una velocidad g r a n d í s i m a y con desplaza­
mientos tan d iminutos , que deja de ser percept ible al sentido de la 
vista, h a c i é n d o s e sensible al sentido del tacto bajo forma de calor. 

Y como el calor puede p r o d u c i r l a d e s c o m p o s i c i ó n q u í m i c a , esto 
es, l a d i s o c i a c i ó n de los á t o m o s componentes de las m o l é c u l a s , es 
claro que el m o v i m i e n t o que consti tuye el calor, afecta t a m b i é n á los 
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á t o m o s , independientemente del movimien to c o m ú n que á estos comu­
nica la m o l é c u l a á que pertenecen. 

Nada m á s podemos a ñ a d i r , en buena l ó g i c a , acerca de este m o v i ­
miento, sino que es de ta l naturaleza, que cuando aumenta se separan 
m á s cada vez los centros de las m o l é c u l a s , o r ig inando los aumentos 
de v o l u m e n que hemos l lamado dilataciones p o r el calor. Que las m o ­
l é c u l a s g i ran unas al rededor de otras, siendo el calor su fuerza cen­
t r í fuga ; que ellas oscilan a l rededor de sus posiciones de equ i l ib r io , 
siendo el calor l a fuerza v i v a de este mov imien to v ib ra to r io ; que estas 
v ibrac iones son r e c t i l í n e a s ó c u r v i l í n e a s , etc., todo esto es impos ib le 
hoy af i rmarlo n i negar lo por pertenecer al campo de las h i p ó t e s i s . 
I m p ó r t a n o s , s in embargo, dejar b ien sentado que el calor es un m o v i ­
miento de cier ta especie, y que var iaciones ocasionadas en este m o ­
v imien to , o r i g i n a n las variaciones que nosotros podemos observar 
en los cuerpos que sufren una t r a n s f o r m a c i ó n t e r m o l ó g i c a cualquiera 
Tenemos, pues, entre la c o h e s i ó n por u n lado y el calor po r otro, los 
dos p r i n c i p i o s antagonistas de los que dependen casi todos los f e n ó ­
menos que presentan los cuerpos relat ivamente á su estado de agre­
g a c i ó n molecular . 

11.— Sentado esto, supongamos un cuerpo s ó l i d o al que c o m u n i ­
camos calor de u n modo cont inuo . ¿Cuá l s e r á el efecto de semejante 
o p e r a c i ó n ? Sigamos á T y n d a l l que lo describe del siguiente modo: 
« c a d a crecimiento de calor, dice, pone á las m o l é c u l a s m á s distantes 
unas de otras; pero la fuerza de c o h e s i ó n , como todas las fuerzas co­
nocidas, obra siempre m á s d é b i l m e n t e á medida que crece la d is tan­
cia entre las m o l é c u l a s que son el asiento de la c o h e s i ó n . Cuando el 
calor aumenta, su opuesta se debi l i ta , hasta que, finalmente, las m o l é ­
culas l l egan á estar tan desligadas de la r í g i d a esclavitud de la cohe­
s ión , que quedan l ibres no só lo para afectar l a clase de movimien tos 
que l lamamos calor, sino t a m b i é n para deslizarse las unas sobre las 
otras, de tal modo, que s i bien oponen t o d a v í a a lguna resistencia á su 
s e p a r a c i ó n absoluta, su m o v i l i d a d tangencia l no ofrece y a n i n g ú n 
o b s t á c u l o . Este segundo estado es el estado l íquido de la m a t e r i a . » 

« S u p o n g a m o s que desarrollamos en el seno de la masa l í q u i d a 
una nueva cant idad de calor suficientemente intensa. ¿ Q u é s u c e d e r á ? 
S u c e d e r á que las m o l é c u l a s r o m p e r á n las ú l t i m a s trabas de la cohe­
s ión , se a i s l a r á n y se e s c a p a r á n para formar burbujas de vapor . Si el 
l í q u i d o e s t á l i b r e po r a lguna parte, es fácil concebir que algunas mo­
l é c u l a s de la superficie l i b r e s a l d r á n de hecho del l i q u i d o l a n z á n d o s e 
en el espacio con cier ta velocidad. Desl igada a s í de la inf luencia de la 
c o h e s i ó n , l a mater ia se nos presenta bajo la forma de vapor ó de ¿/as.» 
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T a l como hemos considerado los conceptos de materia, á t o m o , mo­
l é c u l a , calor, só l ido , l í q u i d o y gas, nada t ienen de h i p o t é t i c o s : son las 
nociones resultantes de apl icar nuestros medios de conocer á hechos 
naturales como los que hemos a c o m p a ñ a d o á las afirmaciones senta­
das y muchos m á s que hubiera sido p r o l i j o enumerar. N o t ienen esas 
afirmaciones la certeza de las conclusiones m a t e m á t i c a s , pero t ienen 
l a evidencia de las ideas que emanan del mundo c o r p ó r e o . 

12. — Para cont inuar este trabajo nos vemos obligados á entrar y a 
en el terreno de las h i p ó t e s i s , y como nuest ro objeto es el estado ga­
seoso de l a materia, nada diremos de los otros dos estados. Acabamos 
de ver que el c a r á c t e r d i s t in t ivo de l a mater ia en estado gaseoso es 
la falta absoluta de c o h e s i ó n entre sus m o l é c u l a s , y s i b ien este ca­
r á c t e r , por su general idad, conviene á todos los f e n ó m e n o s que en 
los gases podemos observar, no basta por s í solo para exp l ica r aque­
llos, y de a q u í la necesidad de las h i p ó t e s i s . 

E l Mater ia l i smo respecto del mundo físico, esto es, l a l l amada Teo­
r í a C iné t i ca del Un ive r so , que parte del p r i n c i p i o de que és te e s t á só lo 
const i tuido por mater ia en movimien to , y que las manifestaciones de 
fuerza no son otra cosa que comunicaciones ó transmisiones del mo­
vimien to , imagina , consecuente con este p r i n c i p i o , á los gases forma­
dos por in f in idad de m o l é c u l a s inf ini tamente p e q u e ñ a s respecto del 
va lo r medio de la distancia que las separa, y animadas de velocida­
des de t r a s l a c i ó n considerables y de direcciones cualesquiera, va r ia ­
bles de una m o l é c u l a á otra, de tal modo, que en u n gas que se dice 
en equ i l ib r io (aparente) no hay d i r e c c i ó n favorecida. N o hay entre 
estas m o l é c u l a s a c c i ó n r e c í p r o c a n inguna ; son completamente inde­
pendientes, y para los efectos de los f e n ó m e n o s de los gases, como si 
es tuvieran formadas por u n s ó l o á t o m o perfectamente e lás t ico ; de 
modo que á pesar de los incesantes choques que entre m o l é c u l a y mo­
l é c u l a tiene lugar , se conserva fija l a ve loc idad media molecular de 
t r a s l a c i ó n y el v o l u m e n espec í f ico correspondientes á una tempera tura 
y p r e s i ó n determinadas. (Conviene adver t i r a q u í que la falta de cohe­
s i ó n de que hablamos en el p á r r a f o anter ior no significa, fuera de 
esta h i p ó t e s i s , una absoluta independencia entre las m o l é c u l a s ga­
seosas). 

E n esta t eo r í a , cuyo va lo r c ient í f ico d e s p u é s analizaremos, la pre­
s i ó n de u n gas sobre las paredes de la vasi ja que lo contiene, resul ta 
de los choques de las m o l é c u l a s sobre estas paredes, y para determi­
na r l a se procede del modo siguiente: 

13. — S u p ó n g a s e una vasija que tenga dos paredes planas para­
lelas y de una grande e x t e n s i ó n respecto del resto de la superficie; y 
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entre estas dos paredes una sola m o l é c u l a animada de la ve loc idad v 
que forma el á n g u l o 0 con la n o r m a l á la pared en el punto en que se 
supone ha de chocar. Como l a exper iencia demuestra que la p r e s i ó n 
es siempre n o r m a l á l a superficie de la vasija, deberemos tomar la 
componente veos 0 de la velocidad, s e g ú n la n o r m a l antes refer ida. 
A h o r a bien, la fuerza n o r m a l con que la m o l é c u l a choca se mide p o r 
el p roduc to de su masa por su a c e l e r a c i ó n , esto es: 

F = m eos 0 
dv 

de donde Y d t — m eos 0 dv. (1) 

U n momento inf ini tamente p e q u e ñ o antes del choque la ve loc idad 
n o r m a l era v eos 0; u n momento inf ini tamente p e q u e ñ o d e s p u é s del 
choque dicha ve loc idad es — v eos 0. 

Veamos cual ha sido y de q u é manera la r e a c c i ó n de la super­
ficie para p roduc i r este cambio de d i r e c c i ó n . 

Sea t" — t' el t iempo inf ini tamente p e q u e ñ o que du ra el choque, esto 
es, el t iempo que media entre el momento en que se ponen en con­
tacto la superficie de la m o l é c u l a y la de la pared y el momento en que 
se separan dichas superficies. Duran te todo el t iempo t" — t' la a c c i ó n 
e l á s t i c a de la pared, esto es, l a tendencia á vo lve r á su p r i m i t i v a po­
s i c ión d e s p u é s que la s a c ó de el la el empujo de la m o l é c u l a al chocar 
ha cambiado de va lor , pues d e b i ó empezar por cero, a d q u i r i r u n 
m á x i m o y acabar d e s p u é s por cero; y como todos estos estados e l á s ­
ticos de la pared, en u n i ó n con los or ig inados por otros choques, cons­
t i t u i r á n l a p r e s i ó n permanente que á una temperatura dada, la pared 
experimenta, po r eso debemos tenerlos en cuenta y sumarlos para 
apreciar el efecto to ta l del choque de una sola m o l é c u l a . D i v i d a m o s 
el t iempo f — t' en n partes iguales (lo de iguales es sólo po r s i m p l i ­
ficar, pues lo mismo s e r í a si fuesen desiguales), y l lamemos A¿ á una 
de estas partes, y sean 0, F ' , F", F"', F1V, F W , 0, los valores que 
toma la fuerza F (1) al fin de cada d i v i s i ó n del t iempo t" — t'; l a suma 
to ta l de las acciones a s í desarrolladas sobre l a superficie s e r á 

F ' A Í + F"A¿ + F" 'Aí + + F W A í F A í . 

Si hacemos A¿ inf in i tamente p e q u e ñ o para que los valores F ' , 
F", F " . . . de la fuerza se sucedan de u n modo continuo, l a suma an­
te r ior se c o n v e r t i r á en l a i n t eg ra l definida: 

¥ d t , 
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que, s u s t i t u y é n d o l e el va lo r (1), s e r á : 

m eos 0 d v = m eos 0 [•1 2 m eos Q.v. 

Como el s igno no expresa mas que el sentido en que la p r e s i ó n se 
ejerce, podemos preseindir de él, y quedarnos só lo con el va lo r abso­
luto, de modo que tendremos: 

P r e s i ó n debida á un choque de una sola molécula, = — 2 m v eos 0... (2) 

Pero esta m o l é c u l a , d e s p u é s de chocar contra l a pared considerada, 
lo h a r á contra la opuesta, y v o l v e r á de nuevo á chocar contra l a p r i ­
m i t i v a pared. E l t iempo que media entre dos choques consecutivos 
de la misma m o l é c u l a sobre l a misma pared, s e r á el doble del t iempo 
empleado en i r de una pared á la otra. Y si á l a distancia n o r m a l com­
prend ida entre ambas paredes la l lamamos h, s e r á 

h = v eos 9 X tiempo, 

puesto que el movimien to es un i forme y por tanto: 

Tiempo — 
h 

v eos 0 
cuyo duplo 

2/i 
v eos 9 

es el t iempo comprendido entre dos choques consecutivos sobre la 
misma pared. 

S i suponemos N el n ú m e r o de choques que produce una m o l é c u l a 
sobre una misma pared durante la un idad de t iempo, tendremos: 

2h 
v eos 6 

de donde N = 
v eos 9 
~ " 2 A ~ 

Y como l a p r e s i ó n p roduc ida por cada m o l é c u l a depende, tanto de la 
ve loc idad ó fuerza de p e r c u s i ó n , cuanto del n ú m e r o de choques que 
se p roduzcan en u n t iempo dado, de a q u í que debamos considerar l a 
a c c i ó n to ta l de una m o l é c u l a durante l a un idad de t iempo, que se ob­
t e n d r á mu l t i p l i c ando por N la a c c i ó n (2). A s í . 

T r e s i ó n debida á los choques de una molécula en la unidad de tiempo 

2my2cos'20 

^ 2h - • • (3) 
sobre la misma pared 
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Como por h i p ó t e s i s el n ú m e r o de m o l é c u l a s que chocan bajo la d i ­
r e c c i ó n A es el mismo que el de las que chocan bajo las direcciones 
B , C, D , etc., se sigue que si suponemos una esfera de radio 1 dentro 
de la masa gaseosa, cuyos radios comprenden todas las direcciones 
posibles; y s i desde el centro de esta esfera trazamos una pe rpend i ­
cular á l a cara, cuya p r e s i ó n buscamos; y al rededor de esta perpen­
d icu lar como eje y con el centro de la esfera po r v é r t i c e , trazamos 
dos superficies c ó n i c a s ; el n ú m e r o de radios de l a esfera (ó sea direc­
ciones) comprendidos entre estas dos superficies c ó n i c a s , es p r o p o r ­
c ional a l á r e a de l a zona es fé r i ca comprendida entre dichos conos, 
puesto que cada radio tocando en u n punto de la superficie es fé r ica , 
el n ú m e r o de radios comprendidos entre ciertos l í m i t e s y e l de puntos 
de la superficie e s f é r i ca interceptada entre los mismos, son iguales. Y 
como por otra parte, en todas direcciones va u n mismo n ú m e r o de 
m o l é c u l a s á chocar contra la pared, el n ú m e r o to ta l de m o l é c u l a s que 
chocan con direcciones comprendidas entre aquellos conos es t a m b i é n 
p ropo rc iona l á l a zona esfér ica comprendida entre los mismos. Su­
pongamos que las generatrices de una de aquellas superficies c ó n i c a s , 
supuestas de r e v o l u c i ó n , formen con el eje el á n g u l o 0 y las de la o t ra 
el á n g u l o (6 + Í#)); el arco de c í r c u l o m á x i m o , cuyo plano pasa por el 
eje de los conos, comprendido entre las superficies laterales de é s t o s , 
es f?0 x 1=ÍZ0, y su p r o y e c c i ó n sobre el eje s e r á l a a l tura de l a zona es­
fé r i ca que venimos considerando; esta p r o y e c c i ó n s e r á d ü . s e n 0, 
puesto que la d i r e c c i ó n de dü es perpendicular á la de las genera t r i ­
ces del cono que forman el á n g u l o 6 con el eje. Po r otra parte, el á r e a 
de la zona es i g u a l á su al tura por una c i rcunferencia m á x i m a 2TZ, es 
decir, s e r á : 2* sen 0. ÍZ8. Luego si l lamamos n el n ú m e r o total de m o ­
l é c u l a s de la masa gaseosa y ^ el de las que chocan con direcciones 
comprendidas en aquella zona, tendremos: 

4^ = á r e a de la esfera 
2^ sen : á r e a de la zona 

de donde se deduce 

q = — n sen 0^6 

M u l t i p l i c a n d o este n ú m e r o por el va lo r (3) tendremos: 

2/>ty2cos-0 1 mn 
X — n sen OcZO = ¿̂5-7— v1 eos- 6 sen OrfO ... (4) 

2h 2 
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que expresa la p r e s i ó n debida á todos los choques efectuados durante 
la un idad de t iempo por todas las m o l é c u l a s cuyas direcciones al cho­
car e s t á n comprendidas entre las dos superficies c ó n i c a s referidas; 
por consiguiente, para obtener l a p r e s i ó n total debida á todas las mo­
l é c u l a s , durante l a un idad de t iempo, b a s t a r á in tegrar la e x p r e s i ó n 

anter ior entre cero 7 ' y tendremos: 

i m n v 
2h 

eos2 0 sen OÍZO == 
-2 /'» 2 

2h J - eos2 0 d (eos 0) = 

2/i 

eos3 6 mnv • 
~ 6 / r 

Pero al establecer la p r o p o r c i ó n entre los n ú m e r o s n j q, pusimos 
todos los radios de la esfera como representantes de todas las direc­
ciones posibles, siendo as í que cada dos radios opuestos corresponden 
á una sola d i r e c c i ó n , y por tanto que hemos tomado el n ú m e r o n do­
ble de lo que realmente es; hay, pues, que d i v i d i r por 2 la ú l t i m a 
f ó r m u l a , y tendremos en defini t iva, l l amando P, á la p r e s i ó n de todo 
el gas sobre una de las caras paralelas consideradas: 

P: = MÍ-2; 

siendo M l a masa del gas, producto ele la masa de una m o l é c u l a por 
el n ú m e r o de ellas, y si todas las m o l é c u l a s no t ienen la misma masa, 
m s e r á el promedio de todas, como si todas no v a n animadas de i g u a l 
velocidad, v es el p romedio de las velocidades. 

1 4 . — i e y de Mariotte.— Siendo 1\ la p r e s i ó n sobre una cara de la 
vasija cuya á r e a representaremos por s, si q u i s i é r a m o s l a p r e s i ó n P 
sobre la un idad de á r e a b a s t a r í a d i v i d i r p o r s, y r e s u l t a r í a : 

(5) 

Pero s i las d e m á s caras de la vasija son perpendiculares á las dos 
caras paralelas, hs s e r á el vo lumen V del gas, y por lo tanto la fór­
m u l a anter ior es 

P V ^ i - M w 2 
ó (6) 
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Como M , masa del gas, es constante, y v, ve loc idad media de las 

m o l é c u l a s t a m b i é n lo es cuando la temperatura no v a r í a , d e d ú c e s e 
que l a e c u a c i ó n anter ior puede ponerse bajo la forma VY—const . que 
expresa l a l ey de Mar io t te , á saber: que bajo una misma tempera tura 
los v o l ú m e n e s de u n gas e s t á n en r a z ó n inversa de las presiones que 
soporta . Esta l ey es general , puesto que la forma de l a vasija no altera 
la p r e s i ó n ejercida. 

L e y de las mezclas.— Si var ios gases mezclados no ejercen 
a c c i ó n q u í m i c a entre sí , l a fuerza v i v a de la mezcla s e r á i g u a l á l a 
suma de las fuerzas vivas de los gases componentes y tendremos: 

2 _ V m V 2 + SmV'2 - f - Sm'V"2 + (7) 
siendo m, m , m", m", las masas de cada m o l é c u l a de la mezcla 
y de los gases componentes, y v, v , v", v'", las velocidades m e ­
dias de las m o l é c u l a s en la mezcla y en los gases componentes. 

Sean n, n , n", n", los n ú m e r o s de m o l é c u l a s de la mezcla 
y gases mezclados respectivamente, se t e n d r á 

Sww2 = nmv*, SmV2 = n'm'v'-, ^m'v"'2 — ri'm'v" 

y por otra parte, s e g ú n (6) 

etc. 

m7it/2=Mv2 = 3PV, w ' m V 2 = M V 2 = 3P 'V , n " m V 2 = M V ' 2 = 3 P ' V . . . etc., 

puesto que el v o l u m e n de la mezcla y el de cada gas son todos i gua ­
les. Sust i tuyendo estos valores en las anteriores igualdades, y p o r su 
in te rmedio en la (7), tendremos: 

3V .P = 3V [P ' + P" + P'" + 1 

ó b ien P = P ' + P" + P'" + 

que nos dice que la p r e s i ó n de l a mezcla es i g u a l á l a suma de las 
presiones de los gases componentes, conforme con la l ey deducida 
exper imentalmente . 

1 6 .— L e y de Gay-Lussac . — Podemos def inir l a temperatura de u n 
cuerpo cualquiera correspondiente al estado t e r m o l ó g i c o C, ó inde­
pendientemente de toda h i p ó t e s i s , diciendo que es l a r a z ó n ó cociente 
del incremento de v o l u m e n al pasar el cuerpo de u n estado t e r m o l ó ­
gico fijo A , al estado C p o r l a c e n t é s i m a par te del incremento de v o ­
l u m e n sufrido al pasar de l estado A á otro B t a m b i é n fijo. As í , si su-
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ponemos que v0, v y ví son los v o l ú m e n e s correspondientes á los es­
tados A , C y B respectivamente y t l a temperatura, se t e n d r á : 

v — v. 
v, — 

100 

despejando de a q u í el va lo r de v, se tiene fác i lmen te : 

t == v0 (1 + a t ) 
Í O O . V r 

(8) 

donde 
100.v, 

Este va lo r se l lama coeficiente medio de d i l a t ac ión entre 0o y 100°; 
pues s e g ú n el anter ior va lo r de t, esta es cero cuando v es v0, y 100 
cuando v es . 

v — V 
Si en (8) hacemos t — 1, sale a = — que nos dice que el coe-

ficiente medio de d i l a t a c i ó n es t a m b i é n i g u a l al incremento de v o l u ­
men al pasar el cuerpo de 0o á Io part ido por el v o l u m e n á cero. S i 
ahora hacemos pasar l a temperatura de 0o á 2o, de 0o á 3o, etc., la m i ­
tad, la tercera parte, etc., del incremento total del vo lumen v — v0 d i v i ­
dida por v0 e x p r e s a r á el coeficiente medio de d i l a t a c i ó n a; pero s i ha­
cemos pasar la temperatura de 0o á d t0 , y en general de ¿0 á (í + dt)0^ 
s e g ú n la manera de formarse el coeficiente de d i l a t a c i ó n , este s e r á 
para el in te rva lo d t : 

dv 
a = — 

que es l a e x p r e s i ó n del verdadero coeficiente de d i l a t ac ión á la tem­
peratura t ; pues bien, la experiencia e n s e ñ a que este coeficiente « es 
var iable en general , con la p r e s i ó n y con la temperatura. 

Hecha esta o b s e r v a c i ó n , podemos y a decir q u é s ignif ica la ley de 
Gay-Lussac. Esta consiste en la a f i r m a c i ó n de que en los gases, entre 
0° y 100°, a es constante é i g u a l á 0,00366, independientemente de l a 
p r e s i ó n y de la temperatura; de donde se deduce que para los gases 
en aquellas condiciones, s e r á cierta l a e x p r e s i ó n v = v̂  { i + z t ) en 
que a es, tanto el coeficiente medio, como el verdadero coeficiente de 
d i l a t ac ión . De esta e x p r e s i ó n se deduce v^v0=xv0t y para otro v o l u -
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men v' y su tempera tura t' s e r á : v'—v0 = zv0t'; restando é s t a de la an­
te r ior sale v — v ' = oLV0(t — t') que expresa l a l ey de Gay-Lussac bajo 
esta otra forma: los incrementos de volumen de los gases son proporcio­
nales á los incrementos de temperatura, independientemente de la pres ión . 
E n la h i p ó t e s i s c i n é t i c a que venimos considerando se puede def in i r l a 
tempera tura diciendo que es una func ión l inea l de la fuerza v i v a del 
movimien to de t r a s l a c i ó n de las m o l é c u l a s gaseosas, por manera que 
t = q ( m v ' 2 ) — e n donde ^ es una constante dependiente só lo de l a 
escala t e r m o m é t r i c a que se emplee, y q es otra constante dependiente 
de l a naturaleza del cuerpo con que se l i a construido el t e r m ó m e t r o . 
E n u n t e r m ó m e t r o cuya escala se cons t ruya en la h i p ó t e s i s de p = o, 
la temperatura se l l a m a absoluta, y se designa p o r T. 

Si en la e c u a c i ó n anter ior damos á mv2 u n incremento Amv2, la tem­
pera tura r e c i b i r á el incremento correspondiente kt , de modo que 

t -\-^t = q {mv"2 + kmv-) — p, 

y restando de esta l a anter ior , sale 

A i = q\mv2 

P o r otra parte, l l amando n el n ú m e r o de m o l é c u l a s de un gas, l a 
e c u a c i ó n (6) nos da: 

P V = 4 " M>'2 = 4 " nmv*; 
o o 

de esta igualdad, suponiendo P constante, dando el incremento bmu*2 á 
la fuerza v iva , y l l amando A V el correspondiente del vo lumen, resulta: 

P ( V + A V ) n(mv2 +Aw2f2) 

de la que restando la an te r io r se obtiene 

P . A V = 4 " n .Amv2. 
3 

E l i m i n a n d o Awv2 entre é s t a y l a que da el va lor de Aí, sale: 

y repi t iendo todo lo que precede, en las mismas condiciones de p r e -
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sion, para u n nuevo incremento de la fuerza v i v a y l l amando A'í y A ' V 
los incrementos correspondientes de l a temperatura y del volumen) 
tendremos a n á l o g a m e n t e 

^ ' t = ^ Y . — - : 

de donde 

M A V 
A'¿ A ' V 

que nos da la p roporc iona l idad entre los incrementos del vo lumen y 
de l a temperatura, independientemente de l a p r e s i ó n , con ta l de que 
és t a sea la misma en los dos estados t e r m o l ó g i c o s que se comparan. 
Tenemos, pues, la l ey de G-ay-Lussac, deducida t a m b i é n como la do 
Mar io t te de la h i p ó t e s i s sentada. 

17. Re lac ión termológica fundamental en los gases.— Hemos vis to 
que para una tempera tura definida se verif ica en los gases la ley de 
Mar io t te P V = C ( m s í . ; a s í como para una p r e s i ó n dada l a de Gay-Lussac 
V = V0 ( l + a¿). Veamos la manera de re lacionar p o r medio de una 
sola ley á P, V y ¿.— Sean P', V y ¿ ' . . . P " , V " y t" los valores de las 
tres var iables correspondientes á dos estados dist intos. Por l a segunda 
ley se saca 

(V0 á la p r e s i ó n P') = 
V ' V 

; (V0 á la p r e s i ó n P") = 
1 + a'í 

pero, s e g ú n la p r i m e r a ley, los productos de estos v o l ú m e n e s p o r sus 
respectivas presiones son iguales; luego 

P ' V P"V" 

y s i P ' = P0, V" = V0 y ¿" = 0, 

de donde se deduce en genera l 

P V = P 0 V 0 ( l + a í ) 

que es l a r e l a c i ó n pedida. 
Sacando a fuera del p a r é n t e s i s , s e r á 

P ' V 

P V = P 0 V 0 a ^ + l ^ ; 
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y r e f i r i é n d o s e á nn t e r m ó m e t r o cuyo cero se hal le m^s hajo, y 

l lamando R a l producto PoV0a, tendremos 

P V = P 0 V 0 a T ó P V = R T (9) 

siendo T l a temperatura en el nuevo t e r m ó m e t r o , l a cual es la tempe­
ra tu ra absoluta, porque de 

R T = P V = — nmv2, sale T = — — (mv*-) 
ó ó í i 

que es l a c o n d i c i ó n bajo la que la temperatura l lamada a s í p o r ser 
cero cuando el movimien to de t r a s l a c i ó n de las m o l é c u l a s es nu lo . 

18.— Constancia de los calores específicos.— L l á m a s e calor e s p e c í ­
fico á p r e s i ó n constante de u n cuerpo la cant idad de calor necesaria 
para elevar u n grado la temperatura de u n k i l o g r a m o del mismo 
cuerpo, cuando no se tiene en cuenta su vo lumen , y l a p r e s i ó n se man­
tiene constante. Calor especí f ico á vo lumen constante es l a cant idad 
de calor necesaria para elevar u n grado la tempera tura de u n k i l o ­
gramo de masa, cuando no se tiene en cuenta la p r e s i ó n y el v o l u m e n 
permanece constante. Pero nosotros hemos definido la temperatura 
como una f u n c i ó n de p r i m e r grado de la fuerza v i v a del movimien to 
de t r a s l a c i ó n ; luego la cant idad de calor necesaria para p r o d u c i r u n 
aumento cua lqu ie ra de temperatura, equivale á l a cant idad de ener­
g í a necesaria para p roduc i r el incremento correspondiente en la fuerza 
v i v a de t r a s l a c i ó n . 

A h o r a bien, nosotros hemos vis to al final del n ú m e r o 16 que 

P. AV = ~ nAmi»2, 
o 

lo que nos dice que, bafo p r e s i ó n constante, los incrementos de fuerza 
v i v a son proporcionales á los incrementos de vo lumen , é s t o s lo son á 
los de temperatura, s e g ú n la l ey de Gay-Lussac; luego los incrementos 
de fuerza v i v a son proporcionales á los incrementos de temperatura 
bajo p r e s i ó n constante; pero el p r i m e r calor especí f ico se refiere siem­
pre á u n grado de incremento en l a temperatura; luego t a m b i é n s e r á 
constante el incremento correspondiente de fuerza v iva , esto es, el ca­
l o r espec í f ico á p r e s i ó n constante. — Por otra parte, de l a e c u a c i ó n (6) 

P V = — nmv- , 
o 
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suponiendo constante el vo lumen , incrementando la fuerza v i v a y l a 
p r e s i ó n , y restando luego la anter ior , se obtiene: 

AP. V = - ^ - n A m . v 2 , 
o 

y s i entre es tay la y a obtenida k t ^ q ^ m v * se e l imina Amv2, r e s u l t a r á 

n 

que bajo v o l u m e n constante, nos dice que los incrementos de p r e s i ó n 
y de temperatura son proporcionales ; lo cual const i tuye otra conse­
cuencia ú otra forma de l a ley de Gay-Lussac; luego en todos los ca­
sos en que A¿ va lga u n grado, k.p p e r m a n e c e r á constante, y s e g ú n : 

A P . V = 4 " ^ w w 2 , 3 

t a m b i é n p e r m a n e c e r á constante el incremento de fuerza v i v a , esto es, 
el calor específ ico bajo v o l u m e n constante. 

19. Velocidad de las moléculas.— De las ecuaciones (6) y (9) se de­
duce inmediatamente 

- i - M ^ = « V 0 P c T 

Sabemos que el peso de los cuerpos es el producto de su masa por l a 
gravedad; tomando, pues, u n k i l o g r a m o de gas, tendremos 

1 k g . = M<7; 

de donde 

M = — 
9 9m,809 

« = 0 , 0 0 3 6 6 

s e g ú n el p r i m e r enunciado de l a l ey de Gay Lussac. Sus t i tuyendo, 
pues, estos valores en l a anter ior y despejando el va lo r de v, ten­
dremos: 

v = V 3 x 9^809 x 0,00366 . VOP^t" = 0,32818.. V V0P0T~ 

2 0 . T a m b i é n se exp l i ca b i en con la h i p ó t e s i s que examinamos el 
aumento ó descenso de la temperatura de u n gas siempre que és t e 
sufre ó ejecuta u n trabajo externo cualquiera , porque, no exist iendo 
fuerza a lguna en las m o l é c u l a s , cualquier trabajo ejecutado por una 
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fuerza externa, ó mejor dicho, conforme con l a presente h i p ó t e s i s : 
cualquier trabajo realizado p o r u n cuerpo externo en mov imien to que 
el gas consume se traduce inmediatamente en fuerza v i v a del m o v i ­
miento de t ranspor te de sus m o l é c u l a s , y viceversa; pues y a d ig imos 
que se consideraba fija l a ve loc idad media molecular de t ransporte j 
lo mismo el v o l u m e n que corresponde á cada temperatura y p r e s i ó n . 

21. Pocas m á s propiedades de los gases se expl ican y a satisfacto­
r iamente con esta h i p ó t e s i s , y a lgunos hechos se encuentran en pa l ­
mar i a c o n t r a d i c c i ó n con ella, como p ron to tendremos o c a s i ó n de ver; 
pero, lejos de combat i r esta h i p ó t e s i s en sus detalles y paso á paso, 
vamos s ó l o á ind ica r l a falsedad del p r i nc ip io que le s i rve de funda­
mento, porque á seguida expondremos la c r í t i c a de otras h i p ó t e s i s 
cuyos pormenores co inc iden exactamente json los de é s t a , no d i f i ­
r iendo de el la m á s que por las bases; y cuanto de é s t a s d igamos s e r á 
aplicable á la que ahora nos ocupa. 

Hemos dicho que la T e o r í a C i n é t i c a del Un ive r so es el fundamento 
de esta h i p ó t e s i s . L a Mate r i a , dicen sus pa r t ida r ios , es l a sola que 
t iene existencia real en e l Un ive r so ; las propiedades de l a Mate r ia no 
se ext ienden fuera de el la n i se pueden t ranspor ta r á otras Mater ias; 
s ó l o el mov imien to puede t ransmit i rse á otras Mater ias , y esto só lo 
por contacto. E n estas pocas palabras e s t á condensado, po r dec i r lo 
así , todo el Mate r ia l i smo, en cuanto hace referencia a l mundo f í s ico . 
A cualquiera se le o c u r r i r á seguramente, y con r a z ó n , p reguntar : si 
l a Mater ia no obra m á s que p o r contacto, ¿ c ó m o se e x p l i c a n l a g r a ­
v i t a c i ó n un iversa l , la g ravedad , la c o h e s i ó n , l a af inidad q u í m i c a y 
las acciones e l é c t r i c a s ? ; á lo que responden inmediatamente ' los C i n é ­
ticos: todas esas son palabras s in sentido; existe una mater ia s u t i l í ­
s ima que l lena el U n i v e r s o entero, el é t e r imponderable , que es el 
encargado de impulsa r unas contra otras las porciones de mater ia 
ponderable l lamadas astros, cuerpos terrestres, m o l é c u l a s y á t o m o s ; 
y si bien es ve rdad que las ú l t i m a s divisiones de aquella mater ia o r i ­
g i n a l son inf ini tamente p e q u e ñ a s respecto de las ú l t i m a s porc iones 
de l a mater ia ponderable, t a m b i é n lo es el que e s t á n dotadas de ve lo ­
cidades infini tamente grandes, y que, por consiguiente, sus cantidades 
de movimien to , productos de masas por velocidades, son cantidades 
finitas capaces, po r lo tanto, al comunicarse por contacto á l a mater ia 
ponderable, de p r o d u c i r los efectos que nosotros d i s t ingu imos bajo 
las apariencias de la a t r a c c i ó n de la Mater ia . 

2 2 . L a elast icidad, esto es, l a facultad de vo lve r á a d q u i r i r l a 
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fo rma y v o l u m e n p r i m i t i v o , d e s p u é s que c e s ó l a causa que d e f o r m ó ó 
c o m p r i m i ó u n cuerpo cualquiera , es y a m á s difícil de exp l i ca r por l a 
C iné t i ca . Nosotros d i s t ingu imos en el choque de los cuerpos e l á s t i c o s 
dos momentos b ien distintos; durante el p r imero la ve locidad de tras­
l a c i ó n de los dos cuerpos se comunica á sus elementos materiales; 
é s to s salen de las posiciones en que se encontraban, y comienzan una 
g r a n o s c i l a c i ó n en sentido cont rar io del movimien to de arrastre ante­
r i o r a l choque, lo que o r ig ina una d e f o r m a c i ó n m á s ó menos profunda 
el cuerpo. Pero como las m o l é c u l a s no son independientes, sino solida­
rias; como existen fuerzas entre ellas que las mant ienen en sus posi ­
ciones medias, estas fuerzas, ó mejor, su resultante o b r a r á como fuerza 
re tardat r iz en el mov imien to de aquella g r a n osc i lac ión , é s t a alcan­
z a r á su m á x i m a ampl i tud , y desde este instante las m o l é c u l a s retroce­
d e r á n hacia sus posiciones p r imi t ivas ; en este segundo momento, y 
p o r v i r t u d de l a inercia , las m o l é c u l a s pasan de sus posiciones me­
dias, pero no pueden completar sus oscilaciones en este segundo sen­
t ido por i m p e d i r l o las m o l é c u l a s del otro cuerpo, que v ienen t a m b i é n 
de regreso á sus p r imi t ivas posiciones en sentido contrar io ; y a s í 
como antes la impos ib i l i dad de seguir m o v i é n d o s e ambos cuerpos o r i ­
g i n ó los movimien tos v ibra tor ios de sus m o l é c u l a s , a s í ahora la impo­
s ib i l idad de cont inuar é s t a s los movimientos v ib ra to r ios que o r i g i n ó 
el choque engendra el mov imien to de cada uno de los dos cuerpos en 
sentido con t ra r io al que t r a í a antes de chocar. Resulta, pues, de este 
minuc ioso examen, que lo que l lamamos r e a c c i ó n e l á s t i c a es absoluta­
mente impos ib le de comprender si las m o l é c u l a s son independientes 
unas de otras, si no existe entre ellas n i n g u n a fuerza que las ob l igue 
á v o l v e r al pun to de part ida. N o sabemos c ó m o salvan los mater ia l i s ­
tas esta di f icul tad , pero suponemos lo que sobre poco m á s ó menos 
pueden contestar; el hecho que refleja m á s ó menos fielmente lo que 
ellos suponen es s in duda el de los cuerpos flotantes en u n l í q u i d o 
que los moja ó no á todos; és tos , desde que alcanzan una distancia 
conveniente, se les ve precipi tarse unos sobre otros y agruparse, f o r ­
mando u n conjunto estable; ta l , d i r á n , es la imagen de lo que ocurre 
con las m o l é c u l a s s ó l i d a s y l í q u i d a s mojadas, es decir, chocadas por 
el é ter ; y a s í como en el agregado de c o r p ú s c u l o s flotantes en u n l í ­
qu ido se nota que t ienden á agruparse de nuevo cada vez que se les 
separa (no excediendo cierto l í m i t e ) impulsados por el l í q u i d o , a s í 
t a m b i é n las m o l é c u l a s integrantes de u n s ó l i d o vue lven á sus pos i ­
ciones medias, impulsadas p o r el é te r , cada vez que de ellas se les 
saca; el f e n ó m e n o de la elasticidad es tá , pues, expl icado. Pero si nos 
fijamos bien, esto que nos parece exp l ica r lo todo no expl ica nada-
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precisamente la a c c i ó n capi lar entre los s ó l i d o s y l í q u i d o s reconoce 
como causa el j u e g o entre las acciones r e c í p r o c a s de las m o l é c u l a s 
s ó l i d a s j l í q u i d a s y de las fuerzas que existen entre las m o l é c u l a s 
s ó l i d a s po r una parte y entre las l í q u i d a s por otra, y esto es justa­
mente lo que no reconoce n i n g ú n material is ta: la existencia de fuer­
zas; y para que se vea que aquella i m a g e n es ficticia, a p l i q u ó m o s l a al 
caso del choque entre dos cuerpos. Supongamos dos agregados de 
c o r p ú s c u l o s flotantes en u n mi smo l í q u i d o , ó impulsemos el uno con­
t ra el otro ( imagen de dos cuerpos que se d i r i g e n para chocar), ¿ q u é 
s u c e d e r á desde el momento, no de ponerse en contacto, sino de acer­
carse lo suficiente para que la a c c i ó n capi lar pueda obrar? ¿ S e toca­
r á n y se r e p e l e r á n como dos cuerpos e l á s t i c o s ? De n i n g ú n modo: el 
l í q u i d o , j u n t a n d o uno cont ra o t ro ambos agregados, f o r m a r á con los 
dos u n conjunto estable, es decir, se h a b r á n soldado. ¿ D ó n d e e s t á 
a q u í l a a n a l o g í a con el f e n ó m e n o del choque de los cuerpos e l á s t i c o s ? 

23. Pero admitamos t o d a v í a que todo eso tuv ie ra exp l i cac ión* 
Compuesto el é t e r de á t o m o s inf ini tamente p e q u e ñ o s , aislados é i n d e ­
pendientes, ¿en v i r t u d de q u é causa se mueven para p roduc i r l a ten­
dencia de la mater ia ponderable hacia su c o n c e n t r a c i ó n en cuerpos 
só l i dos , l í q u i d o s y gaseosos? ¿ C ó m o se ponen de acuerdo los á t o m o s 
de é t e r para c o n t r i b u i r á u n mismo fin, cuando toda idea de so l ida r i ­
dad entre los mismos es contrar ia á l a h i p ó t e s i s c iné t i ca? Tenemos, 
pues, otro hecho s in e x p l i c a c i ó n . Pero donde la tal h i p ó t e s i s e s t á abier­
tamente en o p o s i c i ó n con los hechos es en el f e n ó m e n o de las v i b r a ­
ciones, y a del é t e r , y a de los á t o m o s ponderables ó de las m o l é c u l a s -
Todos sabemos que los movimien tos v i b r a t o r i o s no conducen materia 
en su p r o p a g a c i ó n , sino que cada m o l é c u l a oscila alrededor de su po­
s i c i ó n media, y sus aproximaciones y desviaciones al ternativas, res­
pecto de las m o l é c u l a s p r ó x i m a s , produciendo incrementos y decre­
mentos en las fuerzas atractivas ó repuls ivas que las m a n t e n í a n so l i ­
dariamente en equ i l i b r io , hacen que é s t a s entren en v i b r a c i ó n ; las 
cuales c o m u n i c a r á n el movimien to del mismo modo á las inmediatas , 
y a s í sucesivamente. Mas s u p r i m i d la fuerza; suponed que las m o l é c u ­
las son completamente independientes, y que una cua lquiera de ellas 
p o r causas exteriores, p o r u n choque, entra en v i b r a c i ó n (admitamos 
esta incomprens ib le v i b r a c i ó n ) ; ¿ s e p r o p a g a r á este mov imien to á las 
m o l é c u l a s inmediatas? ¿Cómo n i por q u é este movimien to ha de p r o d u ­
c i r el de la m o l é c u l a p r ó x i m a , que nada tiene que ver con a q u é l l a n i 
n i n g ú n lazo de u n i ó n las liga? ¿ C ó m o se p ropagan el sonido, l a luz, e l 
calor radiante, ó en m á s grande esfera, las ondas circulares p r o d u c i -
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das en la superficie t r anqu i l a de u n l í q u i d o cuando se percute uno de 
sus puntos? A u n p o d r í a contestarse que no hay vibraciones trasversa­
les, que todas se ver i f ican en el sentido mismo de la p r o p a g a c i ó n , y 
que é s t a tiene luga r por contacto; l a p r i m e r a m o l é c u l a choca con l a 
segunda, é s t a con l a tercera ,y a s í sucesivamente; por efecto del choque 
retroceden hasta que chocan otra vez con las inmediatas que y a v u e l ­
ven, y a s í sucesivamente. Apar te lo inexpl icable de que por el choque 
retrocedan las m o l é c u l a s , puesto que hemos visto que no puede haber 
elasticidad, u n mov imien to de esa especie en una fila de m o l é c u l a s 
constituidas c i n é t i c a m e n t e no puede acabar nunca. Pero hay m á s ; 
c o n c r e t á n d o n o s á los gases, que es nuestro objeto, es evidente que la 
velocidad de p r o p a g a c i ó n en esa forma depende exclusivamente de l a 
ve loc idad i n i c i a l . Cuanto m a y o r sea la ve loc idad con que l a p r imera 
m o l é c u l a se d i r i ge á chocar con l a segunda m á s pron to la alcanza y 
m a y o r velocidad c o m u n i c a r á á é s t a , y a s í sucesivamente; de donde se 
deduce inmediatamente que en la p r o p a g a c i ó n del sonido en el aire, 
po r ejemplo, los sonidos agudos, como procedentes de vibraciones m á s 
r á p i d a s se p r o p a g a r á n t a m b i é n con m á s rapidez, debiendo exis t i r 
enormes diferencias entre las velocidades de p r o p a g a c i ó n de los soni­
dos m á s graves y las de los m á s agudos, cosas todas que la expe­
r ienc ia de todos los d í a s nos e n s e ñ a que no se ver i f ican. 

Mucho m á s p o d r í a decirse contra una t e o r í a que ha sido comba­
t ida en todos los terrenos, y en todos derrotada, á pesar del g r a n ta­
lento de algunos de sus mantenedores; lo cual nos a p a r t a r í a de nues­
t ro objeto, y p o r esto vamos á ind icar las modificaciones in t roducidas 
p o r Clausius en esta t e o r í a . 

• 

2 4 . Hipótes i s de Clausius. —Este c é l e b r e m a t e m á t i c o , en una serie 
de memorias i n t e r e s a n t í s i m a s , ha desenvuelto la t e o r í a de los gases» 
suponiendo las m o l é c u l a s independientes como en l a h i p ó t e s i s ante­
r io r ; pero admit iendo la fuerza pa ra mantener unidos los á t o m o s de 
una misma m o l é c u l a , p o r manera que puede s in inconveniente suponer 
á é s t a s perfectamente e l á s t i cas ; admite en las m o l é c u l a s el movimien to 
de t r a s l a c i ó n r e c t i l í n e o y uni forme; u n movimien to de r o t a c i ó n alre­
dedor de ejes que pasan por el centro de gravedad, y u n mov imien to 
v i b r a t o r i o i n t e r i o r ó sea de los á t o m o s componentes de cada m o l é c u l a ; 
sostiene como antes que la temperatura depende exclusivamente de l a 
mayor ó menor velocidad de t r a s l a c i ó n , y demuestra po r el mismo 
c á l c u l o que en la h i p ó t e s i s precedente, que la p r e s i ó n se debe á los 
choques de las m o l é c u l a s sobre las paredes de la vasija, las leyes de 
Mar io t te y de G a y - L u s s a ^ e t c , etc. Para salvar algunos inconvenientes 
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admite que el v o l u m e n ocupado por las m o l é c u l a s gaseosas es despre­
ciable a l lado del v o l u m e n aparente del gas; que la d u r a c i ó n del con­
tacto de las m o l é c u l a s en el choque es t a m b i é n despreciable respecto 
del t iempo que separa dos choques consecutivos de una m i s m a m o ­
lécu l a , y po r ú l t i m o , que cuando l a temperatura se mantiene estaciona­
r ia , los choques de m o l é c u l a á m o l é c u l a , s e g ú n el p r i n c i p i o de l a con­
s e r v a c i ó n de la e n e r g í a , establecen una incesante t r a n s f o r m a c i ó n de 
fuerza v i v a de t r a s l a c i ó n en fuerza v i v a v i b r a t o r i a é inversamente; pero 
que á causa del n ú m e r o inmenso de m o l é c u l a s comprendidas en l a m á s 
ins ignif icante cant idad de u n gas, debe haber siempre una compensa­
c ión exacta entre las dos especies de trasformaciones inversas; por ma­
nera que cada una de las dos partes de que se compone la fuerza v i v a 
de un gas en equ i l ib r io , puede considerarse separadamente como cons-, 
tante. Con esta ú l t i m a o b s e r v a c i ó n se expl ica , como en l a h i p ó t e s i s an­
te r io r , el aumento ó descenso de temperatura por el trabajo sufr ido ó 
ejecutado por u n gas. L o s c á l c u l o s y consecuencias á que l lega Clau-
sias son los que anter iormente hemos expuesto y muchos otros que 
p ro l i j o s e r í a enumerar, los cuales t ienen por objeto dar e x p l i c a c i ó n de 
todos los f e n ó m e n o s que en los gases t ienen lugar : pero y a veremos 
d e s p u é s , que t a m b i é n esta h i p ó t e s i s es con t r ad ic to r i a con muchos he­
chos. Po r de p ron to cabe esta o b j e c i ó n que es de M a x w e l : S i las m o ­
l é c u l a s se mueven en diferentes direcciones siendo independientes las 
unas de las otras, no hay r a z ó n para que la p r e s i ó n sea necesariamente 
la misma en todas direcciones; pues aquello de que el n ú m e r o de mo­
l é c u l a s que choca s e g ú n cada d i r e c c i ó n es siempre el mismo, no es ad­
misible; porque supongamos que por una causa cualquiera se o r i e n ­
tan la mayor parte de las m o l é c u l a s entre direcciones determinadas; 
siendo aquellas independientes ¿en v i r t u d de q u é causa h a b í a n de pa­
sar á moverse en todas direcciones? Por consiguiente, l a p r e s i ó n p r o ­
ducida por dos partes de u n mismo gas separadas por u n p lano, no 
s e r í a necesariamente n o r m a l á este plano, n i tampoco s e r í a n o r m a l á 
las paredes de la vasija, l a p r e s i ó n contra é s t a s . 

2 5 . Hipótesis de Maxivel.—Para salvar este inconveniente admite 
M a x w e l que las m o l é c u l a s de u n gas no son independientes, sino que 
ellas se repelen con una fuerza cuya d i r e c c i ó n pasa m u y p r ó x i m a ­
mente por sus centros de gravedad y cuya in tens idad v a r í a inversa­
mente p ropo rc iona l á la qu in ta potencia de l a distancia; po r manera 
que cuando las m o l é c u l a s se a p r o x i m a n unas á otras, aunque sus t r a ­
yector ias no se cor ten, sufren desviaciones en su marcha, que v a n p ro -
d i í c i e n d o poco á poco l a i g u a l a c i ó n del n ú m e r o de m o l é c u l a s que se 
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mueve en cada d i r e c c i ó n ; y como esta i g u a l a c i ó n no es i n s t a n t á n e a , l a 
p r e s i ó n en todos sentidos no es perfectamente i g u a l hasta que el gas 
e s t á en e q u i l i b r i o (aparente). E n los gases en movimien to , esa mi sma 
falta de i gua ldad de p r e s i ó n en todos sentidos expl ica el f e n ó m e n o de 
l a v iscos idad ó frotamiento in terno. E n esta h i p ó t e s i s no hay realmente 
choques, pues las m o l é c u l a s se repelen antes de ponerse en contacto; 
pero pueden establecer los mismos c á l c u l o s que en las h i p ó t e s i s ante­
r iores con só lo suponer que el radio de cada m o l é c u l a , no es l a dis tan­
cia de su centro de g ravedad á su superficie, sino l a distancia de su 
centro de gravedad á la superficie de su esfera de ac t iv idad sensible; 
y debe admit irse enseguida que los radios de estas esferas de a c t i v i ­
dad son t o d a v í a inf in i tamente p e q u e ñ o s respecto de l a distancia m e ­
dia que separa los centros de cada dos m o l é c u l a s . 

Hab iendo l l amado en el n ú m . 13, t" — t ' al t iempo que media entre 
ponerse en contacto y separarse l a superficie de la m o l é c u l a chocante 
y l a pared; ahora só lo hay que modif icar esto: el t iempo t" — t ' s e r á el 
que media entre el momento en que l a m o l é c u l a se acerca lo bastante 
á la pared para que l a r e p u l s i ó n comience á hacerse sensible, y el mo­
mento en que dicha fuerza r epu l s iva deja de tener luga r . 

P o r lo d e m á s , y antes de analizar otros detalles, d i remos que hay 
inconsecuencia en esta t e o r í a en admi t i r que los á t o m o s se atraen para 
fo rmar las m o l é c u l a s , y una vez formadas é s t a s repelen á las otras. 

Otras m u c h í s i m a s t e o r í a s se han inventado para exp l i ca r los f enó­
menos que los gases presentan, las cuales no ofrecen novedad n i t i e ­
nen impor tanc ia , aunque v ienen á probar que la t e o r í a de los gases 
es s in disputa el punto m á s vulnerable para penetrar en el g r a n se­
creto de la c o n s t i t u c i ó n in te rna de todos los cuerpos y de sus accio­
nes moleculares, fin p r i n c i p a l de la F í s i c a - M a t e m á t i c a , acerca de la 
cua l tanto se ha escrito y de la cual tan poco se sabe. 

2 6 . M . G. A . H i r n viene desde hace a ñ o s consagrado á grandes y 
delicados trabajos de c o m p r o b a c i ó n exper imenta l de todos los r e su l ­
tados a n a l í t i c o s de las t e o r í a s c i n é t i c a s , y dando cuenta de sus inves­
t igaciones á la Academia Rea l de Ciencias de Bélgica. , en una serie 
de memorias i n t e r e s a n t í s i m a s (*) que no dudamos en recomendar á los 

(*) Recherches sur les Lois de l'Ecoulement et du Chcc des Gaz.—1886. 
L ' A v e n i r du Dynamisme dans les Sciences Physiques.—1886. 
Recherches sur la Limite de la Vitesse que prend un Gaz, quand i l passe d'une pression 

á une autre plus faible.—1885. 
L a notion de F o r c é dans les Sciences Physiques, 1885. 
Analyse é lémenta ire de TUnivers.—-1868; y otras muchas. 
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aficionados, y de las cuales vamos á entresacar aquellos pr inc ipa les 
hechos que se ha l lan en c o n t r a d i c c i ó n con los resultados a n a l í t i c o s 
de las t e o r í a s c i n é t i c a s , e x p o n i é n d o l o s de modo que, s in grandes es­
fuerzos, puedan ser comprendidos por los j ó v e n e s amantes de estjs 
estudios para quienes escribimos estos apuntes. Conviene adver t i r , 
ante todo, que M . H i r n considera como cinéticas todas aquellas t e o r í a s 
que, aun admit iendo la fuerza entre los á t o m o s y m o l é c u l a s gaseosas, 
suponen, que é s t a s quedan l ib res é independientes á poco que au­
mente la distancia de sus centros de gravedad. A todas estas h i p ó t e ­
sis se les puede apl icar la o b j e c i ó n sentada m á s a r r iba respecto á l a 
p r o p a g a c i ó n de los movimientos v ib ra to r ios , p r inc ipa lmente la tocante 
á l a ve loc idad del sonido, y á todas ellas hace referencia cuanto va­
mos á decir . 

CECILIO JIMÉNEZ RUEDA. 
(Se concluirá.) 

mnmm DES SOLOTIONS mmwm D I MEME PRDBLEME 
PAR M . E . LEMOINE 

Dans ce J o u r n a l (1892 page 177) j ' a i d o n n é l a comparaison de la 
s i m p l i c i t é de deux solutions d 'un m é r a e p r o b l é m e de Steiner, Tune 
d'elles d o n n é e par M . V e n t u r a Reyes P r ó s p e r (voi r , 1892, p . 147), 
l 'autre par m o i (Journ. de Mathétn. élém., de M . de Longchamps , 1883, 
page 267). J 'avais t r o u v é pour la l.re le symbole: 

op.: (SRjt + 4R, + 70 ! + C2 -f- 6C3) 

s i m p l i c i t é : 26; exacti tude: 16; 4 droites, 6 cercles. 
Pou r la seconde 

op.: ( I S R i ~h 9R2 -h ISCt + 12C3) 

s i m p l i c i t é : 52; exactitude: 31; 9 droites, 12 cercles. 
Dans le n u m é r o de D é c e m b r e 1892, p. 345, M . Reta l i indique t rois 

autres solut ions du m é m e p r o b l é m e . 
Je vais aussi é t a b l i r les symboles de ees nouvel les solutions en me 

repor tant aux notat ions et aux figures de l ' a r t ic le de M . Reta l i . 

l.re solution. De A (f ig. 1) j 'abaisse sur l a droi te r une perpendi -
cu la i re q u i coupe en E la c i r c o n f é r e n c e A B C 

op.: ( 2 R l + R.2 + BCj -f-SCg) 
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j e prends sur la c i r c o n f é r e n c e A B C , are A E = are CD, E A D é t a n t du 
m é m e cote de BC op.: {^Oi - h C3) 

D est le po in t c h e r c h é obtenu par op.: (2Rj + R2 + 6 ^ + 4C3) 
s imp l i c i t é : 13; exacti tude: 8; 1 droi te , 4 cercles. 

2im solution. Je m é n e par A (fig1. 2) une p a r a l l é l e A M O á B C en 
prenant sur le cercle A B C , are C A — are B A , A et M é t a n t du m é m e 
coté de CB op.: ( 2 ^ + R2 + 3 ^ + C3). 

Je m é n e une perpendicula i re quelconque a l a droite d o n n é e r . 
Pou r ce la je d é c r i s u n cercle quelconque op.; (C3) q u i coupe cette 
droite d o n n é e en deux points , et j ' é l é v e une perpendicula i re au m i l i e u 
de la droi te q u i j o i n t ees deux points op.: ( 2 ^ -f- R2 + 2 ^ + 2C3). 

Cette perpendicu la i re QO coupe C A en Q. 
Je prends sur OB, le po in t P tel que A O et B P soient é q u i p o l l e n t s 

op.: (3C1 -f- Cg). Je jo ins PQ, op.: ( 2R! + R2), q u i coupe A B en R, 
L e t r a c é d 'un seul, des cercles c i rconscr i ts A Q R , B R P , CPQ est 

n é c e s s a i r e , soit B P R , j e le trace par le symbole (*> 
op.: ( 4 R Í + 2 R 2 - 4 - 5 C J - M C 3 ) 

de sorte que D se t rouve p l a c é par: 

op.: ( I Q B j + 5R2-f- 13C, H-OCg) 

s impl i c i t é : 37; exactitude: 23; 5 droites, 9 cercles. 

3.me solution. Je c o n s t r u í s (fig1. 3 ) l 'or thocentre & de A B C 

op.: (4R1 + 2R2 + GCj + 3C3) 

par Ll j e m é n e une p a r a l l é l e a l a dro i te r en faisant passer par Í2 u n 
cercle quelconque qu i coupe l a droi te r etc. ( V o i r C o n g r é s de Pau 
loco citato) op.: + R2 + 40! + 2 C 3 ) . 

Je m é n e par Q, la droi te QO perpendicula i re á r 

op.: ( 2 R X + R 2 + 4C, + 2 C 3 ) 

et par A , A O p a r a l l é l e á CB op.: {2'RÍ + R2 + 40 ! + 2C3) 
Je prends P tel que B P soit é q u i p o l l e n t á A O op.: ( S C i - f Cg); je 

j o i n s PQ op.: ( 2R1+R2) ; j e prends 0^ tel que A O , soit é q u i p o l l e n t 
á B P , oj9.; ( 3 0 ! + O,). 

Par O! j e m é n e la perpendicula i re á r op.: (2R, + Rá + 3C! + 3C3) 
j e trace P ^ , op.: (2R!- ( -Ri ¡ ) 
je trace CE et PQi op.: { ^ + 2 ^ ) q u i se coupent en D que j ' ob t i ens 

(*) Yoir Mémoire du Congrés de Pan, 1892. Assoclatlon frai^aise pour 1 avancement des 
ío ienoes . 
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ainsi par le symbole op.: (20R1 + 10R2 + 26C, + 150, ) , 
s i m p l i c i t é : 71 ; exacti tude: 46; 10 droites, 15 cercles. 

RÉSUMÉ: L a p lus s imple de beaucoup est la l.re so lu t ion de m o n -
sieur Reta l ! op.: ( 2 R 1 + R , - h 6 0 ^ + 4 0 3 ) ; 
s imp l i c i t é : 13; exactitude: 8; 1 dro i te , 4 cercles. 

Ensui te celle de M . V e n t u r a Reyes P r ó s p e r 

op.: ( 8 R 1 - h 4 R . 2 + 7 0 x 4 - 0 2 + 6 0 3 ) 

S i m p l i c i t é : 26; exactitude: 16; 4 droites, 6 cercles. 
Ensui te la seconde de M . Re ta l i op.: ( 1 0 R 1 + 5 1 ^ 4 - 1 ^Oj-l-UC;,); 

S i m p l i c i t é : 37; exactitude: 23; 5 droites, 9 cercles. 
Puis la mienne 02?.: ( 1 8 R 1 4 - 9 R , + 130,-f-120..); 

s i m p l i c i t é : 52; exactitude: 31; 9 droites, 12 cercles. 
Enf in , la p lus c o m p l i q u é e est la 3.rac de M . Reta l i . 

op.: (20RI + 10R2+26O1 + 15O3) 

S impl i c i t é : 71; exacti tude, 46; 10 droites, 15 cercles. 
Oette d e r n i é r e so lu t ion ne suppose pas que le cercle A B O soit t r a c é 

sur l a figure d o n n é e , mais en le trapant s ' i l ne l ' é ta i t pas et employant , 
m é m e la plus c o m p l i q u é e des premieres solutions, le r é s u l t a t serait 
p lus simple qu 'en e x é c u t a n t cette d e r n i é r e . 

REVISTA BIBLIOGRÁFICA 

Cours deMathétnatiques spéciales .—Supplément comprenant laTrigo-
nométrie et la mécanique, par M . Gr. de L o n g c h a m p s . 3.'"e edit ion, 1893. 

A l dar cuenta de l a Géometrie analytique del mismo autor en el 
tomo 2.° de E L PROGRESO MATEMÁTICO t e r m i n á b a m o s haciendo breves 
indicaciones sobre la segunda e d i c i ó n del suplemento que c o n t e n í a 
algunas t e o r í a s complementarias del Tratado de Algebra, y que en la 
e d i c i ó n tercera han sido susti tuidas por otras concernientes á la T r i ­
g o n o m e t r í a y la M e c á n i c a . 

Este ú l t i m o tomo del curso de M a t e m á t i c a s , que el' Sr. de L o n g -
champs acaba de publ ica r , es u n resumen de los conceptos m á s capi­
tales y de ma3Tor a p l i c a c i ó n que const i tuyen cada una de las t e o r í a s 
en él expuestas. 

E n la T r i g o n o m e t r í a hay que notar desde luego el modo genera l 
de establecer las proposic iones fundamentales, fundado en los p r i n c i -
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p í o s de las proyecciones, cuya f ó r m u l a genera l expresa en l a f o r m a 
s i m b ó l i c a siguiente: 

O A . O B = ( a / + Í 2 + . . + aw ) + + , . + 1 ^ , ) 

que se refiere á las proyecciones de dos contornos y sus resultantes 
respectivas O A y OB sobre dos ejes O Y y OX, siendo u n caso p a r t i ­
cular el de l a f ó r m u l a fundamental para la adición de arcos que se es­
tablece inmediatamente, a s í como m á s adelante la f ó r m u l a fundamen­
ta l de la t r i g o n o m e t r í a e s fé r i ca . 

A c o n t i n u a c i ó n de l a d iv is ión de arcos y el uso de las tablas trigo­
nométricas trata el autor de las ecuaciones binomios y de la trigonome­
tr ía esférica. 

Bajo el e p í g r a f e general de Los infinitamente pequeños se exponen 
las nociones de Geometría cinemática, par t iendo del teorema de Chas-
Ies que i n d i c a el modo de hacer co inc id i r dos figuras iguales situadas 
en u n plano, mediante un g i r o alrededor del centro i n s t a n t á n e o de r o ­
t a c i ó n , pasando enseguida a l método de las normales. 

Los inf in i tamente p e q u e ñ o s g e o m é t r i c o s . - E l c í r c u l o de curva­
t u r a . — E l trazado de las tangentes.—Las curvas paralelas.— Las con-
coidales.—Las diametrales .—Las c ú b i c a s unicursales. — L a trisectri?: 
de M a c - L a u r i n . — E l t r idente de N e w t o n . —Los puntos m ú l t i p l e s , son 
las materias tratadas en esta parte de la obra, á las que siguen: la no­
ción de la integral definida y las cuadraturas. 

L a s coordenadas t r i l ineales y coordenadas b a r i c é n t r i c a s , de las que 
hace algunas aplicaciones a l establecimiento de varias f ó r m u l a s de l a 
Geometría reciente (puntos de Gergonne, Lemoine , Broca rd , rectas y 
c í r c u l o s notables, etc.), las coordenadas tangenciales y la i n t e r s e c c i ó n 
de dos c u á d r i c a s , son c a p í t u l o s que const i tuyen un impor tan te com­
plemento á la G e o m e t r í a ana l í t i ca del mismo autor, de que y a se d i ó 
cuenta en este p e r i ó d i c o . 

L a ú l t i m a parte de la obra (de la p á g i n a 237 á la 457) e s t á desti­
nada á l a m e c á n i c a , que comprende: 

Cinemática del £>wwío. — F ó r m u l a s pre l iminares .—Las pr imeras de­
finiciones; el mov imien to u n i f o r m e . — M o v i m i e n t o uniformemente va ­
riado, mov imien to var iado cualquiera, a c e l e r a c i ó n . — A p l i c a c i ó n de la 
c i n e m á t i c a ; el trazado de las tangentes; el m é t o d o de Roberva l . 

D i n á m i c a del punto material .— Las fuerzas. — L a masa.— Compo­
s i c i ó n y d e s c o m p o s i c i ó n de fuerzas.— E l trabajo y l a fuerza v iva . 

Está t i ca del sólido invariable libre. — C o m p o s i c i ó n y e q u i l i b r i o de 
las fuerzas; momentos con r e l a c i ó n á u n plano.— E l centro de g rave ­
dad .—Los momentos .—Los pares.—La r e d u c c i ó n de fuerzas .—Ho-
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mog-eneidad de las f ó r m u l a s . — Ejercicios diversos.— Cuestiones p ro ­
puestas en diversos concursos. 

Nada d i remos nuevo á nuestros lectores al consignar que una vez 
m á s ha dado M . Longchamps muestra de su talento y profundo sabor, 
a s í como de su buen gusto y acierto al exponer en la breve e x t e n s i ó n 
de 457 p á g i n a s t an var iados asuntos, de manera que no dejen por u n 
momento de tener grandes atractivos para el lector, y a en cuanto á l a 
materia, y a en cuanto á la fo rma o r i g i n a l de ser desarrollados, en 
conformidad con el c a r á c t e r dominante en el conjunto de sus nume­
rosos tratados d i d á c t i c o s . 

Periódico di Matemática.— Esta revis ta de que es d i rec tor el pro­
fesor del R . Ins t i tu to T é c n i c o de R o m a Sr. L u g l i , ha publ icado d u ­
rante este a ñ o , entre otros, los siguientes a r t í c u l o s : 

Besso. Sopra u n o p ú s c u l o de Michelangelo R i c c i . — Betazzi. Sul la 
definizione del la l inea retta.— Bellacchi. A proposi to d i u n l avoro 
su l la s tor ia del le matematiche.—Giudice. U n a f o r m ó l a d i t rasforma-
zione per are. tg .—Ferrari . Distanze d i p u n t i no tevo l i del t r iangolo ; y 
a d e m á s var ias cuestiones resueltas. 

Biv i s ta di Matemát i ca .— A d e m á s de una extensa c o l e c c i ó n de f o r m u ­
las, s e g ú n el s imbol i smo de l a l ó g i c a m a t e m á t i c a , se pub l i can en esta 
Bevista, entre otros, los siguientes a r t í c u l o s : 

Peano. F o r m u l e d i cuadratura.—Porta. Sulle equazioni d i L a g r a n -
ge per i l moto d i u n punto. — Castellano. A l c u n a p r o p r i e t á delle acce-
le raz ioni d 'o rd ine qua lunque ne l moto d i una figura p i a ñ a ne l suo 
piano.—Pirondini . I n torno alie i n d i c a t r i c i sferiche delle l inee dello 
spazio.— P ietr i . Su i sistemi l i n e a r i d i coni . 

Bibliotheca matemática. — Zur Geschichte der Tr igonomet r ie , v o n 
H . S u t e r . — S u r les d é c o u v e r t e s m a t h é m a t i q u e s de W r o n s k i , par 
S. Dickstein. — I n t e r n o ad una pretesa seconda edizione d e l l ' A l g e b r a 
d i Rafael B o m b e l l i , nota d i Antonio Favaro . — Ü b e r den v o n Gerber t 
a n g e f ü h r t e n Joseph Sapiens oder Joseph I spanus , v o n H . Weis-
smborn. 

American Journal of Mathematics, n ú m . I . 1893.— Sumario: O n 
Symmet r ic Func t ions and Seminvar iant , b y prof. Cayley. — Tables o n 
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p u r é Reciprocants to the Weig-ht 8, b y prof. Cayley.— O n the Diffe-
r en t i a l E q u a t i o n k u + K2u — 0, b y M á x i m e Bocher .— Geometr ical 
I l lus t ra t ions of sorae Theorenis in Number , b y E l l e r y W . Davis . 

O X T S S T I O K T E S H E S XJ E I4 T-A.S 

Cuestión 65 (Véase t. I I , pág. 215). 

E n toda cónica, un'punto cualquiera M , el centro de curvatura corres­
pondiente y los puntos de intersección de la normal en M , con las perpen­
diculares F G , fg- trazadas desde los focos F , f á los radios vectores F M , 
l 'M son conjugados armónicos. 

(N, a M.) 

S o l u c i ó n por el SR. RETALI (V.) 

Designemos con H y h ios pies de las perpendiculares bajadas so­
bre l a tangente á l a elipse en M , desde 
los focos F y / ; con r y r los radios vec­
tores focales M F y M / ; con C el centro 
del c í r c u l o osculador en M . 
Siendo semejantes los t r i á n g u l o s M F G 
y M / ^ , se tiene 

13 U g ~ ~ r r ' 

deduce 

y de los otros dos pares de t r i á n g u l o s 
semejantes MFPI , M F G y M / A , Mfg se 

r 2 = M G . F H , r'* = M g . f h 

Mul t i p l i c ando és t a s , miembro á miembro , y observando que por 
u n teorema conocido se tiene F H . fh = b-J tenemos 

(2) M G . M^r = ¿2 

De esta e c u a c i ó n y la (1) resul ta 

3̂ 
M G Mff = 
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y p o r consig-uiente: 

1 1 
MGr V n 

ó s e a , porque r + r ' = 2 a 

(3) 

V r r \ r r J 

1 ( 1 1 \ _ a ¿ 

2 V M G / - ~ í 

E l radio de curvratura de la elipse en el punto M tiene por expre­
s i ó n 

(4) 

de donde 

M C = 
ab 

1 I f i 1 \ 

ó sea, el punto C es conjugado a r m ó n i c o de M respecto á los dos pun­
tos G y ^ . 

L a f ó r m u l a (3) e s t á dada s in d e m o s t r a c i ó n en el Calcólo differen-
ziale de Todhunter-Battaglini (pág*. 349. Es. 33) y se puede obtener del 
modo siguiente: 

De la conocida r e l a c i ó n 

ÍT2 Ir 
< 9 9 -7 9 l „ 9 

o1 a' 

se deduce sucesivamente 

3 3 

ah 
= M C , 

siendo el segundo m i e m b r o una e x p r e s i ó n conocida del radio de cur­
va tu ra de la elipse en e l pun to {ce, y ) . 

S o l u c i ó n á la Cuestión 65, por el SR. SOLI.ERTIXSKY (B). 

Sea J l a i n t e r s e c c i ó n de las tangentes á l a c ó n i c a en los p u n ­
tos M , M ' . 

Se puede demostrar elementalmente que la cuerda c o m ú n J J ' de 
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las circunferencias J M M ' j J P / es la s imediana c o m ú n de los t r i á n g u ­
los J M M ' , JF / ' , y que, po r consiguiente, l a i n t e r s e c c i ó n N de las n o r ­
males en M y M ' se hal la en la perpendicular levantada en J ' á J J ' . 

E n el l ím i t e , cuando M ' se a p r o x i ­
ma indefinidamente á M , el punto N 
se reduce al centro de cu rva tu r a en M , 
y l a cuerda J J ' se convier te en la s i -
mediana M S del t r i á n g u l o F M / . 

Las rectas F G y fg concur ren en 
el punto P, diametralmente opuesto á 
M en la c i rcunferencia M F / , y siendo 
l a recta S N perpendicu la r á MS, pasa 
t a m b i é n p o r P . Pero el haz P ( M S F / ) 
que se apoya en los v é r t i c e s del cua­
d r á n g u l o a r m ó n i c o , es t a m b i é n a r m ó ­
nico; luego los puntos M , N y </, C son 

conjugados a r m ó n i c o s . 

i 
Cuestión 03 ( V é a s e t. II, pág . 344) 

H a l l a r el lugar de las proyecciones del centro de una elipse sobre las 
cuerdas comunes á esta elipse y á sus círculos osculadores. 

( E . Lemoine). 

S o l u c i ó n por el Sr. BHOCARD (H.) 

Esta c u e s t i ó n se puede t ra tar do diversas maneras, s e g ú n el sis­
tema de coordenadas que se quiera emplear. 

L a m á s sencil la es, creemos, l a que consiste en r e c u r r i r á l a 
anomal ía excéntrica o. 

Sea, pues, » u n á n g u l o ta l , que el punto M de l a elipse tenga p o r 
coordenadas 

x — a eos ©, y = l) sen to 

E l c í r c u l o osculador pasa por dos puntos inf in i tamente p r ó x i m o s 
á M , á una y otra parte de este punto en la elipse, y encuentra á l a 
elipse en u n cuarto pun to N . 

E n v i r t u d de propiedades m u y conocidas, l a cuerda M N es s i m é ­
t r i ca de la tangente M T con respecto á una para le la á O X . 

Pero la tangente en M tiene p o r coeficiente angu la r 

b-,x b 

a'-y 
-cot ?. 
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L u e g o la i n c l i n a c i ó n de M N es — cot (f, j , p o r consiguiente, esta 

cuerda tiene por e c u a c i ó n 

y— o sencp — — cot y \cv—a eos <f] 

— eos y- y sen «f = cos 2 y. 
a ' b 

L a p r o y e c c i ó n del centro O tiene por e c u a c i ó n 

a 
y = _ a? — t g tp. 

De esto se deduce 

sen tp = — • 
by 

eos tf: 

y , por consiguiente, el l uga r (M) e s t á representado por l a e c u a c i ó n de 
6o grado 

O2+2/2) O V + ¿ V ) = O ' V - *V2)2 J 

ó en coordenadas polares 

2 _ (a2 eos2 to —¿ 2 sen2 w)2 
a"2 eos2 u ) + ¿ 2 sen2iü 

E l l u g a r (M) es, pues, una especie de r o s á c e a de cua t ro ramas. 
NOTA. E n el mismo orden de ideas ent ran otras cuestiones trata­

das en los N . A . M. 1873. pp . 29-41. 
S o l u c i ó n p o r e l SR. RKTALI (V). 

Sea M u n punto cualquiera de la elipse, M T su tangente en M , 
yico l a s i m é t r i c a de M T respecto á l a ordenada M.x (v. Chasles, Sec. co-
niques, p. 246). 

Se trata, pues, de obtener el 
l uga r de las proyecciones ¿v del 
centro O sobre la recta Mee. L a 
e c u a c i ó n de la elipse en coor­
denadas polares es 

(1) p2= ^ 
w ^ a2 sen2 6-M2 eos2 e 

L lamando 6' el á n g u l o formado 
por l a tangente M T con el eje 



polar, y h a c i é n d o s e ¿ T O ^ = ? ? se tiene 

+ - 2 - - W t g * ^ ^ 

y por consiguiente 

(2) t g § 
¿2 sen <f 

a" eos «f 

Tenemos t a m b i é n p o r l a f i gu ra 

(3) 0 X = í' = pcos (0 + <f) 

y e l iminando p y 6 entre las tres ecuaciones (1), (2) y (3), r e s u l t a r á l a 
e c u a c i ó n po la r del lugar buscado. S i hacemos por brevedad 

A i = Y a4 cos2<f + ¿4 sen2«f 

se tiene, de l a (2) 

sen 0 
¿2 sen cp 

eos o = 
a* eos tp 

de donde 

COS ((f + 0) = 
a2 eos2 — ¿2 sen2 a» 

V 
y finalmente 

(4) 

a- eos- f + S2 sen2 «f 

a2 eos2 cp — 52 sen2 tp 
r = T — 

V « 2 cos2(f + 52 sen2 o 

que es l a e c u a c i ó n po l a r del l u g a r buscado. 
Escr ib iendo la (4) bajo l a forma 

aV2 eos2 cp — ¿2r2 sen2 tp 

Va2^2 eos2 ? + ¿V2 sen2 <p 

se obtiene la e c u a c i ó n en coordenadas rectangulares 
. (a?8 + y2)2 ( « V ^ ¿ s y í ) = _ ¿22/2)2 ^ 

E l l u g a r buscado es, pues , una c u r va de sexto orden, s i m é t r i c a 
respecto á los ejes de l a elipse que t e n í a en el centro u n pun to c u á ­
d rup le , etc. 

Si a = b í j O X es u n d i á m e t r o a rb i t r a r io , se tiene que el l u g a r de 
las proyecciones (ortogonales) de u n pun to var iab le M de la circunfe-
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rencia, sobre el d i á m e t r o s i m é t r i c o de O M respecto á O X , e s t á repre­
sentado por l a e c u a c i ó n 

O2 -I-2/2)3 = a} O2 — 2/2) , 

y por esto la c u r v a hal lada anter iormente se reduce á l a estudiada 
p o r P l ü c k e r , en la p á g . 105-106 de su c é l e b r e obra Neue Geometrie des 
JSanmes gegründet a u f die Betrachtung der Geraden Lin ie \a l s raume-
lement. 

C u e s t i ó n 81. ( V é a s e t. I I , p á g . 219). 

Suponiendo que m j n enteros y posi i ivos , demostrar que 

1 
+ 

2» 

m +-1 ' m + 2 1.2 (m 4 - 3 ) 

.w — l 

+ 
w . 2 ' — 1 ) 2 ' 

w 4 - 1 (?w + 1) (m + 2) (m-h 1.) (m + 2) (m4 -3 ) 

( J . J . D u r á n Lor iga) . 

S o l u c i ó n por e l SR. VIVANTI, i n g e n i e r o . 

Se puede escr ibi r el p r i m e r miembro así : 

m H~ 1 F ( m + 1, — n , 7n + 2, — 1) donde F designa la serie h ipe r 

, • ?w H-1 , «N * 1 
g e o m é t r i c a ) , mas brevemente: <!> ( — 1). A ñ o r a : 

x 
í / F ( a , p, Y) <*) 

a j F C a + l , ? , Y, •») — F (a) P) Y> 

y 

luego 

F ( a , p, a , ^ ) = ( l - ^ ) - P ; 

= (m + 1) j (1 - ^),t - * G») 
é in tegrando , se obtiene 

í » (a?) = const. + (tn + 1) J V l (1 - x)n dx 

de donde: 

( _ l f + 1 ( I > ( _ - l ) = ( m - H l ) / x \ l - C € ) n d x = 

• i 
o 

= ( m + l ) ( - 1) w + l ^ ( l + . r ) " ^ 
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ó bien.' 

-_(!)(—1)=/ a) (14-^)^-
m-j -1 J o 

In tegremos por partes y tendremos: 

f^w(l + )̂?í ^ = 
fH , n \ m + 1 

m + 1 

( l + ^ m + 1 rt , \ n — l m + 2 

m - h l m + 1 m + 2 

+ 
n{n—l) (1+-^) * 

(m+1) ( m + 2 ) 

n ( n - l ) . . . 2.1 

+ m+3 

W l + W + l 

y en fin: 

^ ¿i?m'(l+¿r)wí?¿»: 

(m+1) ( m + 2 ) . . . (m+w —1) (m+w) m + w + 1 

2W n .2n-1 ' + n ( n - l ) 2 w - 2 
o m+1 (m+1) (m+2) (m+1) (?w+2) (m+3)' 

que es el segundo miembro de la e c u a c i ó n propuesta. 

S o l u c i ó n p o r e l SK. S o L L E R T i N S k y 

Se tiene 
n n(n—1) 

+ — — + . . o . . L + ••• m+1 m+-2 ^ 1.2(m+3) 

/ m , » » + i n{n — V) Wi4-2 v f1 m n 
= j Q X + n x + + x + ¿» (1+a?) 

Pero 

f0 ^ ( 1 + ^ ) í t o - 1 - — — ) o - ^ í r j 0 * ( 1 + ^ ) ^ 

A s í m+1 m + l /Q 
m + 1 , 7 í _ l , * (1+-̂ ) Í̂ ÍC 

^ w 2 n(w — 1) 2! a; (1 +<^) = • 1: _r , _j 
m + 1 m + i • m + 2 ^ (m+lHm+^)" m + 3 
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Cuestión 112 (Véase t. I I I , p á g . 72.) 

Dados en dirección los ejes x C x ' , y C y ' de una cónica S (f ig. 1.a) y la 
normal M N N ' á esta curva en un punto 
dado M , a s i como los puntos de inter­
sección N , N ' de esta normal con los ejes, 
determinar el centro p ó el radio de cur' 
vatutía pM en este punto M , no emplean­
do m á s que dos rectas en la construa-
ción: 

Mesolver asimismo este problema en 
el caso part icular en que eleje yQy' (fig1. 2.a) y, por consiguiente, elpunt0 
N se halle en el infinito, es decir, cuando la cónica (S) se convierte en una 

F.3.I ¿f M M Fts.2 

X X ' , \ X 

parábola . 
( A . Schiappa Monteiro.). 

M . M a n n h e i m ha 
S o l u c i ó n por el SE . BROCABD (H.) 

L a c o n s t r u c c i ó n pedida nos parece ser la que 
dado á conocer como s imp l i f i c ac ión 
de los trazados expuestos en su ar­
t í cu lo de los N . A . M . (1857, p á g i n a s 
322-332). 

1. " U n i r O M . 
2. ° Trazar N I perpendicular á 

M N N ' hasta su encuentro en I con O M . 
E l centro de curva tu ra p e s t á en l a 

i n t e r s e c c i ó n de M N N ' con l a paralela 
Ip á Oy. ( V é a s e t a m b i é n Mannheim G é o m é t n e descnpt ive , p á g . 175). 

E n e l caso de l a p a r á b o l a , O M pasa á ser para le la á Qoc. L a misma 
c o n s t r u c c i ó n subsiste aparte de esta m o d i f i c a c i ó n . 

M 
y/ M I 

Cuestión 95 (Véase t. I I , p á g . 344.) 

• E n t r e los números enteros de cuatro cifras sólo hay uno tal, que s i se 
escribe á su derecha el número inmediatamente superior, se obtiene un n ú ­
mero de ocho cifras, cuadrado perfecto. H a l l a r este número. 

( H . Van Aubel.) 

S o l u c i ó n por el SR. VIVANTI. 

Designando por N el n ú m e r o buscado, debe ser: 10001 N - } - l = ^ 2 . 
•t Las soluciones de la congruenc ia ai2 = 1 (mód. 10001) 
son 1, 2191, 7810, 10.000; y el ú n i c o de estos n ú m e r o s cuyo cuadrado 
tenga 8 cifras es 7810. Su cuadrado es 60996100. L u e g o el n ú m e r o 
buscado es 6099. 
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Cuestión 111 ( V é a s e t. I I I , p á g . 72). 

escribir ecuación alguna ni trazar m á s que el cuarto de un dode­
cágono regular inscripto en un círculo, demostrar que el área de este 
pol ígono es igual á tres veces el cuadrado construido sobre el radio. 

{ H . Brocard) . 

S o l u c i ó n por el Sn. VIVANTI (*) 

Puesto que ZAOC=60o, se tiene A C = R , 

A E = i - R , A A O B = - i - A E . O B = j R 2 ; 

uego el á r e a del d o d e c á g o n o es =» 12 . R2 = 3R2. 

Nota.—La misma s o l u c i ó n ha sido r emi t i da p o r D . Cecilio Jiménez 
Rueda. 

O X J B S T I O J S T E S I» H O E» XJ E S T .A. S 

114. Se dan tres ejes rectangulares y tres rectas fijas A , B , C. L i n 
p lano m ó v i l P parale lo á x O y cor ta á las tres rectas en los puntos 
A ' , B ' , C ' . 

Se pide estudiar la superficie l uga r de las circunferencias A ' B ' C . 
Se s u p o n d r á n las rectas A , B situadas en planos paralelos á zOoc, 

O, medio de l a m á s corta dis tancia yOy ' de estas rectas; Oz parale la á 
l a bisectr iz del á n g u l o A B de las dos rectas i g u a l y s i m é t r i c a m e n t e 
inc l inadas sobre acOy. C en el p lano zOx y paralelo á Oz. 

Casos par t iculares y verif icaciones. 
( H . Brocard) . 

115. Sobre los tres lados de u n t r i á n g u l o A i A2 A3 se cons t ruyen 
exter iormente los t r i á n g u l o s e q u i l á t e r o s A , , A2B2A3, K ^ ^ ^ é 
in te r iormente los t r i á n g u l o s e q u i l á t e r o s A ^ A j , A ^ A g , AzbzA.x] sean 
I j , I2, I3, t , , ¿2, «3 los centros de estos t r i á n g u l o s y a} b, c, S los tres 
lados y el á r e a del t r i á n g u l o AÍA2A3 (*>. Demost rar que 

1,1,13 = — S + ^ V 3 ; t M = y S 24 ^ 3 5 

(•) Laf lgura , que el lector puede suplir fác i lmente , se reduce á un cuadrante A O D di­
vidido entres partes iguales por los radios OB, OC y la cuerda A C que corta perpendicular" 
men te en E al radio O B . 

(**) Se supone que las letras A , A , etc., vér t i ce s del tr iángulo A A A y del cuadri lá-
1 2 1 2 3 

tero A A A A se suceden en el sentido del movimiento de las agujas de un reloj. 
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( H , Van Aubel.) 

116. Sobre los cuatro lados de u n c u a d r i l á t e r o K í A ^ A . z K i se 
cons t ruyen exter iormente los t r i á n g u l o s e q u i l á t e r o s A j B j A a , A2B2A3, 
A3B3A4, A ^ A i , é i n t e r io rmen te los t r i á n g u l o s e q u i l á t e r o s A ^ A Ü , 
A2í2A3, A353A4, A Í ^ A J . Sean I2, Ig, I4, iu ¿9, ¿3, i4 los centros de estos 
t r i á n g u l o s j / , g , S las diagonales y el á r e a del c u a d r i l á t e r o A ! A2A3A4: 

1. ° a) S i sobre B.211} I4B3 se cons t ruyen los t r i á n g u l o s e q u i l á t e r o s 
BÍMIJ, I4NB3, la figura I ^ j N M s e r á u n paralelogramo.— b) Cons t ru i r 
el c u a d r i l á t e r o A1A2A3A4 c o n o c i é n d o s e los puntos 1^ B2, B3, ¿4. 

2. ° a) L o s puntos B2, I4 y el centro P de l t r i á n g u l o e q u i l á t e r o 
cons t ru ido sobre B2¿3 son los v é r t i c e s de u n para le logramo.— b) Cons­
t r u i r el c u a d r i l á t e r o A1A2A3A4 c o n o c i é n d o s e los puntos B2, b3, 24. 

3. ° L a recta B g ^ es para le la á l a a l tu ra ¿2Q del t r i á n g u l o e q u i l á t e r o 
const ru ido sobre é i g u a l a l doble de esta al tura.— b) Cons t ru i r el 
c u a d r i l á t e r o A1A2A3A4 c o n o c i é n d o s e los puntos B l , iv B3} 64. 

4. ° Se tiene 

W 3 I 4 = y S + - ^ ± ^ V 3 ; 

B . B ^ B , = 2 S + - ^ ± ^ V 3 ; b ^ h h = 2 S - - ^ ± ^ - V 3 . 

{ H . Van Auhel.) 

117. Sean l v I2, ¿x i.2 los centros de los cuadrados const ruidos ex­
t e r i o r é in te r io rmente sobre los lados A j A ^ A2A3 de u n t r i á n g u l o 
A i A ^ g y PD los centros de los cuadrados construidos sobre I J a -
i f a . Demos t ra r que l a r e c t a e s i g u a l y perpendicu la r á AJAJ,, que 
pasa por el v é r t i c e A2 y que se ha l l a d i v i d i d a en dos partes iguales . 

S i se unen los cuatro v é r t i c e s de u n t rapecio inscr ip to A B C D á u n 
punto cualquiera M de la c i rcunferencia , se tiene l a r e l a c i ó n 

A B M A — MB 

M D 2 - M C " 2 CD 

( H . Van Aube l ) 

118. Envo lven te de l a recta que une u n punto A de una c i rcunfe­
rencia á l a p r o y e c c i ó n sobre u n d i á m e t r o fijo, del punto A ' d iametra l -
mente.opuesto al p r i m e r o . 

(H> Brocard. ) 
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119. Cons t ru i r u n t r i á n g u l o , dado u n v é r t i c e A y las proyecciones 
de este v é r t i c e sobre las bisectrices exteriores de los á n g u l o s B y C. 

(Juan J . D u r a n Lor iga . ) 

120 . Demost ra r que para va lores enteros cualesquiera de m y n, 
el n ú m e r o 

N^71.106wi + n (44w. I08m+M - 2W — 11? 

es d iv i s ib le po r 949. 

102m) -f- 1 

(Juan J . D u r a n Lor iga) . 

121. ¿ A q u é es i g u a l l a suma de las progresiones 

1+2 , 2 + 3 + 4 , 3 + 4 - Í - 5 + 6 , . . . n + n + l - j - ( » + - 2 ) + . . . +2w? 
(JE. Catalán. ) 

122 . H a l l a r las soluciones enteras de la e c u a c i ó n 

( E . Catalán.) 

123 . Se da u n c u r v a (C) refer ida á dos ejes rectangulares O X , O Y , 
Se traza l a tangente en u n punto A de l a curva, que encuentra á O Y 
en B , d e s p u é s se toma sobre l a tangente u n segmento A M = A B , 

H a l l a r l a e c u a c i ó n de l a cu rva M der ivada de l a c u r v a (C). 
( H . Brocard . ) 

124 . S i se p r o l o n g a n los lados B C , CA, A B de u n t r i á n g u l o A B C 
en long i tudes G K l , A B j , B C i , iguales á estos lados, y sobre las rectas 
A A ^ B B i , C C ! se t oman los puntos M , N , P tales que 

A M _ B N _ GP 1 
A A , _ BB1 ~ C C i _ 3 ' 

los t r i á n g u l o s M N P y A B C s e r á n iguales y t e n d r á n el mismo centro 
de gravedad. 

( H . Van Auhel.) 

1 2 5 . E n u n t r i ed ro S A B C l a cara BSC vale 90° y cada una de las 
d e m á s 60°. Se t oma sobre S A una l o u g i t u d a rb i t ra r ia , y sobre las otras 
longi tudes SB, SC iguales a l m a y o r segmento de S A d i v i d i d o en 
media y ex t rema r a z ó n . 

Demost rar que el t r i á n g u l o A B C es r e c t á n g u l o . 
( J - M. ) 

E R R A T A S . — P á g . 66, linea 8, lóase p y por B y B «; en la pág. 70, 
línea 24, Por V y z . En la cuestión 103 lóase: t r iángulo rectángulo. 

Zaragoza,. — Imprenta de O. Ar iño , Coso, 100, bajos. 


