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Dos tendencias bien manifiestas se observan en nuestra hermana
nacion Italia, & propdsito de fan bella ecomo importante ciencia.

Dos son también los matematicos que sostienen estas diferentes
direcciones. De una parte el Sr. Peano ilustre profesor en la Univer-
sidad de Turin, acepta sin pararse en discutirlos los prineipios funda-
mentales del calcuwlus ratiocinator, poeo mas & menos tal eomo Peirce
6 Mac-Coll los exponen, apresuridndose en seguida & aplicarlos al
teenicismo matemitico, dando los medios de erear un lenguaje uni-
versal, expedito y racional, para uso de los matemditicos. No se pars
mucho en el exdmen del instrumento que emplea, sabe que es seguro
y eficaz, y sélo se ocupa en utilizarlo. Dos dureos libritos han sido,
especialmente, el fruto de sus profundos estudios: Arithmetices prinei-
pia nova methodo exposita se titula el uno: Principi di geometria logica-
mente esposti, lleva el otro por encabezamiento, Ambos han sido pu-
blicados en Turin, 1889, Con auxilio tan poderoso como la Ligica
exacta, desmenuza pacientemente las hipdiesis y operaciones, llevando
una luz vivisima 4 los fundamentos de la aritmética y de la geometria,
Contintia sus sabias investigaciones con el mayor fruto en su preciosa
Rivista di Matematica dedicada en especial al eselarecimiento de los
principios de las Ciencias exactas.

Pero, por grande que sea el mérito de las publicaciones del sefior
Peano, tienen un inconveniente que no las hace adaptar para la com-
pleta difusidn de la Ldgica Baltimoreana. Se dirvizen 4 un piblico
acostumbrado de antemano al raeciocinio tranquilo y desapasionado,
piblico entusiasta del lema de Gauss, pauca sed matura. Queremos
indicar que se dirigen 4 los matemédticos. Pero existe otro piiblico
habituado 4 la pasién v al apresuramiento. Este es el de los que hoy
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se llaman fildsofos. Tale gentes necesitan que se les conquiste poco
4 poco para las nuevas doctrinas por las cuales hoy no pueden sentir
ningtin amor. Parte de ellos se dedica a la Psicologia experimental,
parte 4 la Metafisica mas abstracta y laberintica. Es, pues, lo mds pro-
bable que poquisimos de ellos estén contentos de sujetarse al férreo
yugo de una eiencia tan encadenada y rigurosa como la de las mate-
mdticas, donde queda poco espacio para las suposiciones, divergen-
cias y espiritu de partido. Creo que el reconciliar 4 este piblico con
la Légica simbdlica, serd obra principalmente de mi sabio amigo
el Dr. Nagy profesor en el Liceo Mancinelli de Velletri (Roma), y
ventajosamente conoeido en la ciencia. Aunque de procedencia hiin-
gara, como indiea su apellido, es, sin embargo, un italiano bien amante
de su nacién. Me parece que es el primer matematico de Italia que se
haya ocupado de Ldgica exacta, ya que desde muy temprano se em-
pezo6 a4 apasionar por ella con ocasién de estudiar en el gimnasio de
Zara, eontinuando luego su carrera en la Universidad de Viena, donde
eseogid como tema de su tesis doctoral el siguiente: Usber dnwendun-
gen der Mathematil auf die Logik.

Los principales resultados consignados en esta hermosa é intere-
santisima memoria en que se ponen de manifiesto los grandes cono-
cimientos matemdticos y filosdficos de su autor, no menos que su pro-
funda erudicidn, han sido después consignados también en sus Fon-
damenti del calcolo logico, publicados en el Giornale di Matematiche
del Sr. Battaglini. Curiosas son en extremo también dos notas suyas,
publicadas en las actas de la Academia dei Lincei y referentes 4 las
representaciones graficas en la Ldgica, asunto que habia sido poco
estudiado atin. El Sr. Nagy no pesee solamente las matemiticas y la
Liégica, conoce perfectamente ademds la Historia de la Filosoffa, y
esperamos como un acontecimiento la publicacién de sus trabajos
acerca de la Filosofia entre los orientales. Varios articulos lleva tam-
bién publicados en la Rivista di Filosofia Italiana, uno de ellos refe-
rente 4 la Geometria Euclidea. Pero especialmente es de notar su l-
tima obra que la casa editorial Loescher ha publicado en Turin. Me
refiero & sus Principi di Logica esposti secondo le dottrina moderne, de
que ya se ha ocupado en este periddico mi ilustrado y querido amigo
el Sr. Galdeano. Sdlo diré que el autor procurari hacerse perdonar
de los fildsofos de su pais el haber introducido en su libro la Légica
matematica, dando en cambio cierta extensidn 4 la historia de la Lg-
gica entre los griegos y latinos, y haciendo alarde de sus envidiables
conocimientos y aptitudes.

Deseamos, para terminar, que al lado de los Sres. Nagy y Peano

1




EL PROGRESO MATEMATICO 43

se coloque resuelfamente la opinidn ilustrada de su pais, y que la obra
de los sabios ingleses y alemanes, la Ldgica Baltimoreana, arraigue

en la patria de los césares y de los martires.
s D S RS

TEOREMAS, PROBLEMAS Y METODOS GEOMETRICOS

CONTINUACION (Véase plgs. 195-207T)

Respecto 4 los lemas y porismas dependientes de la involucidén en
el cuadrilitero (euyo easo mas general estd expresado en el lema IV),
basta ver edmo se pasa de unos 4 otros, haciendo pasar por todas las
posiciones posibles la transversal, ya llegando 4 ser paralela & uno
de sus lados 6 diagonales del euadrildtero, ya pasando por uno 6 dos
de sus vértices ete.

Fig. 12 Fig. 18 Fig. 14

Asi, de la ficura 12 se pasa 4 las siguientes. En la 13 los puntos S,
m estin en linea recta con el R llevado al infinito, En la 14 Ia transver-
sal coincide con una de las diagonales del cuadrilatero, reduciéndose
la relacidn anarmdnica al caso de la armdnica en el cuadrilitero com-
pleto. La figura 15 es el caso de la anterior en que el punto p estd en
el infinito, y por consiguiente R en el punto medio de AB. (En estos
dos tltimos easos los vértices py A, 6 A y B de cada figura son dos
puntos dobles de la involueién) (**),

Flg. 15 Fig. 16
Ademas una simple alteracién en la forma del enunciado de los

(**) Siendo & =a', y b =5, la relacién de involucién
ab.a'c.bc¢-Fab.ae' . be=0
se reduce 4 la armdnica
ae - be

ae. be'fac'.boe=0 & - ;
ac be

=—1
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lemas conduce ficilmente & concluir y enunciar los diez casos de la
proposicion de las cuatro rectas, pues en las figuras 13, 14, 16 pueden
considerarse las tres rectas, @A, aP, ap concurrentes en @, y el tridn-
gulo hmS mévil de manera que los vértices 8, m, b recorran aquellas

Fig. 17 Fig. 18
rectas, respectivamente, mientras sus lados Sb y dm giran alrededor
de los polus B y Q. Entonces (fesis) Sm girard alrededor de R (que es
lo mismo que decir: estardn én linea recta).

Hecha esta modificacién en los enunciados, se ve como los poris-
mas III, IV, IX, X  y méds generalmente, la proposicién: 8¢ alrededor
de un punto p se hace girar wia trans-
versal cab que encuentra d dos rectas
Jias SA, SB en dos puntos a, b, y desde
dos puntos fijos P,Q, en linea recta con ¢ se
trazan las rectas Pa, Qb d aquéllos; el
punte de interseccion de éstas describird
und recta que pasa por el punto de en-
cuentro S de las rectas fijas (teorema que
se extiende & n rectas
coneurrentes en un pun-
to y 4 un poligono de n

Fig. 19 lados, cuyo n im0 yértice
recorrera una n ¢ pecta concurente con aquéllas),
dependen del concepto de la relacién anarmdénica,

Big: 2 Fig 22

Fig. 28

*) Véase Les trois livres sto, (pag, 101 & 110),
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Analogamente la consideracidn del lema III, fundamental (pues
expresa la propiedad perspectiva de punfos en relacién anarmdénica
y losg X, XI, XTIV, XVI y XIX de Pappus (casos particulares de aquél)
asi como los porismas dependientes ¢ relativos 4 los mismos, son pro-
posiciones que se redueen al prineipio fundamental de la teoria de se-
ries homogrificas.

Citaremos, para terminar, el

Porisma Il Dadas dos rectas paralelas AA', BB’ y tres puntos p, P, Q
situados en linea recta; si alvededor del punto o se hace givar wna trans-

2 versal que encuentra ¢ las dos rectas en a y en b, y se trazan las rectas
Pa, Qb que se¢ cortan en m: este punto m se halla en una recta dada én
posicion.
BEs faecil ver que este porisma es una consecuencia del lema IIIL
En efecto, si se traza por m una paralela 4 las dos rectas AA', BB, que
encuentra & PQ en R (fig. 21) y 4 la transversal gab en ¢, se tiene,
segin dicho lema, aplicado & las tres rectas mQ, mR mP cortadas
por las dos rectas pPQ, pab,
-
P QP pa ba
oR"QR ¢  be
- y a4 causa de las paralelas, el segundo miembro es igual 4
pA. BA
¢R ~ BR'
L
I E[i {_Q'[_’_ % _E"E_; BA P QR X pA. QP
i )R QR R, BR . L IBR pP. BA

lo que prueba que el punto R es independiente de la direccidén de la
transversal pab.

26. Metodo ad absurdwm. — Aunque este método puede conside-
rarse como analigis, conforme dijimos en la pigina 48 () es en rigor
método sintético, pues su objeto inmediato es deducir una verdad in-
cluida en otra verdad admitida, como vamos 4 ver. Es un método de-
mostrativo indirecto que consiste en negar lo falso para llegar a la
afirmacion de lo verdadero. Niega lo contrario de una proposieidn que
se trata de establecer, para coneluir afirmando la verdad de ésta.

27. Este método consiste en probar que es falsa la proposicién
contradietoria de una dada, y admitir por consiguiente ésta como

(*) Tomo 1L
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verdadera; porque es evidente que lo contrario ¢ contradictorio de lo
falso es cierto.

Ejemplo: Sise ha demostrado ser falso, que dos dngulos conti-
guos y suplementarios no son adyacentes, quedard probado que son
adyacentes.

REGLA GENERAL. Para demostrar por reduccion al absurdo un teo-
rema, se supone falsa ln tesis, y si de esta suposicion resulta una propo-
sicion contraria 4 alguna definicion admitida, ¢ alguna verdad demos-
trada, 6 ¢ la hipdtesis del teorema propuesto, se debe desechar dicha
tesis contraria & lo supuesta, y admitiv por consiguiente esta, es decir,
el teorema propuesto, que resulta demostrado,

28. Tres easos oeurren en la demostracidén ad absurdum: 1.0 que
el resultado de suponer falsa la tesis del teorema sea contradictorio
4 una definicidn, 2.0 que sea contradictorio 4 una verdad conocida; y
3.2 que sea contradictorio 4 la hipdtesis del teorema propuesto.

29. Priver caso. Hay teoremas que son consecuencias de de-
finiciones conoecidas. Para demostrarlos, basta suponer que sucede lo
contrario de lo afirmado en ellos, resultando una contradieeion con
lo definido.

Sea el teorema: El diametro divide d la circunferencia en dos partes
iguales. Para demostrarlo diremos:

Haciendo girar la semi-eircunferencia inferior ABC sobre el did-
metro hasta colocarse en el plano de la ADC, los puntos de la primera
se confundirdn con log de ésta; porque si no se confundiesen, resulta-
ria (ue HABRIA PUNTOS DESIGUALMENTE DISTANTES DEL CENTRO, lo cual
es contra la definicion.

30. Secuxpo caso. Hay teoremas referentes & propiedades, de
las que sélo ocurre un easo (por ejemplo: por un punto no pasa mas
que una perpendicuylar y una paralela 4 otra reeta). En virtud de
esto, dada una proposigién, queda probada por reduceidn al absurdo
sU reciproca.

Supongamos demostrado que: Si dos rectas A y B son perpendicu-
lares d otra O, serdn paralelas, y que: Por un punto no se puede trazar
d@ una recta mas que una paralela.

Para demostrar el teorema (reciproco del 1.9): 8i dos reetas A ¥y B
son paralelas, y A es perpendicular d otra C, también lo serd B, fun-
dédndose en los anteriores, se dird:

8i dos rectas A y B son perpendiculares d otra C, serdn parvalelas, y
como por un punto cualquiera de la una no se puede trazar 4 la otra
mas que una paralela, resulta que esta tinica paralela es también una
de las perpendiculares A ¢ B; luego el reciproco es cierto, es deeir,
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que: i A es perpendicular @ C, y B es paralela ¢ A, serd.también per-
pendicular a C ), :

Supongamos demostrados los teoremas: 8% se traza una recta MN
paralela al lado AC de un triangulo ABC, y que por consiguiente cor-
tard ¢ los otros dos, dividird a éstos en partes proporeionales, y que entre
dos puntos B y C de una vecta solo hay wn punto que la divida en dos
segmentos cuyas longitudes estén en una velacidn dada.

Para demostrar el teorema reciproco del 1.9, fundandose en los daos
enunciados, se dira:

8i se traza uwna recta MN paralelamente al lado AC de un tridugulo,
dividiva d los otros dos lados en partes proporcionales; pero como desde
el punto M no se puede trazar mas que una recta MN, que corte 4 la
BC en dos segmentos BN y NC tales, que la relacién de BN 4 NC sea
. 2 £is BM X
igual 4 la relacién constante MA resulta que dicha recta y la pa-
ralela, que existe con la propiedad en cuestidn, segin el directo, son
una misma; luego el reciproco es cierto, es deeir, como el directo es
cierto, y no hay mds que un caso, el reciproco también lo es.

Vamos a ver ahora como una proposicién estd contenida en su
reciproca contrarida.

Supongamos demostrado el teorema: Por un punto situado fuera de
una recta, no se puede trazar mas que una perpendicular.

Se demuestra por reduccidn al absurdo el reciproco de su contra-
rio: Dos rectas perpendiculares a una tercera son paralelas, diciendo:
si no fueran paralelas, se encontrarian, y habria desde el punto de
encuentro dos perpendiculares & una reeta, lo eual es absurdo ),

Sea el teorema: Si dos rectas forman con otra angulos alternos-in-
ternos iguales, serdan paralelas.

El reeiproco de su contrario es: Si dos rectas no paralelas se cortan
por olra, no formardn con ésta dngulos-alternos iguales, el cual se de-
mostrarda ad absurdum, diciendo: si esta conclusidn no fuese la ver-
dadera, lo seria su contradictoria, y tendriamos la proposicion: 8¢ dos
rectas no paralelas se cortan por otra, formardn con ésta dngulos alter-

(*) Los autores dicen: En efecto, B encontrard & C, porque 8i no, C le serfa paralela, y por
su punto de interseccidén con A habria dos paralelag & una recta, 1o cual es absurdo. Encon-
trando B 4 C,le ser4 ademis perpendicular, porque si no lo fuera, se podria trazar por el
punto de encuentro una recta distinta de B perpendicular i C, que seria paralela & A, segiin el
teorema directo, y por consiguiente, por dicho punto habria trazadas, esta recta y la B, para-
lelas 4 1a A, lo cual es absurdo.

(**) Estos dos teoremas se pueden poner bajo esta forma:

Stunarecta A | y una B encuentra ¢ A, no serd perpendicular d G
se perpendicu- ) L
lar d otra C, f y una B es perpendicular d C, no encontrard 4 A.
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nos-internos iguales; pero si forman dngulos alternos-internos iguales,
son paralelas; luego tendremos finalmente que: Dos rectas no paralelas
son paralelas, lo cual es absurdo ),

31. Tercer caso. Sea una cuestidn que comprende cuatro par-
tes, es deeir, los teoremas directo-afirmativo, directo-negativo, recipro-
co-afirmativo y reciproco-negativo: por ejemplo, la constituida por los
cuatro teoremas:

(1),—Todo punto situado en la per- {2),—Todo punto situado fuera de la

pendienlar levantada & una recta
en su punto medio, equidista de sus
exiremos,

(3).—Todo punto que dista igualmente
de los extremos de una reecta, se
halla en la perpendicular isvantada

perpendicular levantada & una rec-
ta en su punto medio, dists des-
igualmente de sus exiremos.

(4),—Todo punto que dista desigual-
mente de los extremos de una recta,
s¢ halla feera de la perpendicular

de punto medio. levantada en su punto medio.

0 abreviadamente:

(1).—8i en g frual (2).—81 foera . . . desigual
(8)—8iigual . . . . . . en (4).—Si desigual . fuera

Enunciar uno de los teoremas (1) y (4), 6 de los teoremas (2) y (3)
es enunciar el ofro, es deeir, que los teoremas directo-afirmativo y
reciproco-negativo son equivalentes enfre si, y lo mismo sucede con
los teoremas f“.ﬂ'f?r‘fr}—u(’.ﬁr'h“-;?'l! Y f"f’{‘.f’p;r'uf'-J-tlﬁi'.m.u tivo; son uno mismo
expresado de distinta manera. Cada uno de estos teoremas es equiva-
lente 6 sindnimo del otro.

Z. G, pE G.

Se continuard,

RIS TR

INTRODUCTION AUX METHODES GEOMETRIQUES DE H. GRASSMARN

rar M.

Profeseur a 1'Ecole Technique de Hagen i W

Vicror SCHLEGEL

(CONTINUACION)
Or on déduit de (26):
(46) (@| )= ; (@|a)=u;

d'oll, en regardant (44) et (45)

(@ 1 &) = a,

(*) El quedar incluido el reciproco del contrario en el directo, depende de que Ia tesis del

direeto afirmativo ¥ 1s hipdtesis del PELIproco negative son negacidn la una de la otra: v 8l 5o

zis del 1.0, e convie

supone falsa Ia t te en la hipbtesis dal 2.0, es decir, quedan dos proposi-

egacion 1a una de la otra, unidas por un mismo término medio, que conduce de la pri-

ciones, n

& un absurdo,

o & ln segunda, esto es

Lo mismo se dird respecto al reciproco afirmativo y directo negativo,
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(47) =& = (ze) (x| ¢)) + (xey) (@ | €5) + (2¢,) (2 | &) = 0.

d’autre part, en éerivant @ au lien de P et posant 2 = | a, on peut dé-
duire de I'équation

(7) P o €7 1 g o e B
I'équation:
(45) =" gy |8 =y | ety | e

Or =, étant une somme des multiples de trois segments de droites,
représente de méme un segment de droite.

Puis, en formant le produit extérieur zx et égalant ce produit a 0,
on trouve:

|_-]_'.J_!- al=a, (@ | &) —;x_, [ +"'.: (@ | ¢,) =1)

Enfin, en comparant (49) et (47), on obtient:

(50 Re =ttt dgci=—d, >ge =n

Substituons ces valeurs dans (45). alors nous aurons:
(61) &, &y ooy + 2y By = 0,

ee qui est 'équation de la droite a en coordonnées homogenes.

On voit qu' étant donnée 'équation de la droite sous la forme (44)
on en peut déduire I'équation (51) au moyen des subsfitutions (25)
et (50).

14. Nous appelons produit algchrique de dewr points ¢, ¢, le pro-
duit e, e, qui suit les lois ordinaires de la multiplication algébrique
des nombres. Le produit ¢ e, es une guantité de 2m¢ degré el repré-
sente l'ensemble des deux points e, ¢, ou, si 'on veuf, une courbe
spéeiale de 27¢ classe. De méme la puissance ¢,* représente le double
point ¢, .

Recherchons alors ¢e que représente 'équation

52) ax? = 0,

formée analoguement i (44). Il faut n'oublier pas que « et #* sont lides
par la multiplication extérieure.
En substituant la valeur (25) on frouve:

e (xe,®) a4+ (ze,”) @y L (qe®) a o
l-"'il'i\ 1 t 3 3 *
{ 42 (we e,) @5 + 2 (né,05) By + 2 (2eye

a s J.f:i.!:'_{'.

ou, en substituant les valeurs (46):
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Ee';-h{' (ze;?) (| e,)® + (zey”) (@ | 1) + (2e) (@ | £5)°
i 211';1‘735[.}“' ‘:|J‘-i,_";']'+"—’"x" £ ”,'j"..'r‘-.:.”'r €q) T+ 2:1‘3.1"‘"| @|e;) @)e,) =1

Alors soit @ une quantité de 2m¢ degré (courbe de 2m¢ classe), dé-

rivide des six quantités

(65 a

On en déduif, en posant | a==:
(BB) a=|a=n,, |6 2|6 +%5]0 + 225 € 0, + 22,0 a0; + 2y | €40,
Pour aller plus loin il faut établir, par définition, I'équation:

]

(BT) | ep ey = | ep | €y,

el, par conséquence

ee qui veut dire que nous regaridons comme supplément d'un produit
algébrique le produit algébrique des suppléments de ses facteurs.
Alors le produit | e, | e; représentel 'ensemble des deux seaments

de droite | ¢p et | ¢; (voir les formules (43), ou, si I'on veut, une '
courbe spéciale de 2w opdre. De meme (| e, )* représente la double
droite | ép.

Done «, étant une somme des multiples de 6 coniques, représente P

de méme une conique.
Puis, en formant le produit extérieur 22* et égalant ce produit i 0,
et en regardant que (selon la formule 57)
& | Ep "J-l,l = (& p J {3' | F.'.‘. )
on trouve:

B
g @] ey )°

oo iy =g (@] 22wl e
1::H_|!' i1 1 20 (@ | €

95 SRR g I S, T o et
( a(x | e) (@] )+ 22,.(2 | &) (@ ! g) X e, (v | ) (@ | €)

i

Enfin, en comparant (58) et (54), on obtient:

' 3 2 9
£ ae, =0 LgS= . xg t =
(59 | ®Ey TE] Fa 231 €y %43
( 2@y = L g5, Léyfy = Fony ey = %y

Substituons ces valeurs dans (53), alors nous aurons:

(60) S i e PR S PR 2% .2,
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ce qui est 'équation de la conique z (courbe de 2me ordre) en coor-
données homogénes.

On voit qu’ étant donnée I'équation de la conique sous la forme (52)
on en peut déduire I'équation (60) au moyen des substitutions
(25) et (59).

En changeant partouf, dans les numéros 13 et 14, les letires grec-
ques en letres latines consonnantes et vice versa, on trouve les résul-
tats correspondants aux précédents par dualisme, Quant aux cour-
bes, il faut changer la notion de 'ordre en celle de classe et vice versa.

On voit aussi immédiatement que les réflexions précédentes sont
suseceptibles & étre étendues aux courbes de degré supérieur & 2 et
aux surfaces.

i15. L’expression

(6G1) € 2 e A ()

représente, comme nous savons, tous les points de la droite ¢e,. Et
sil'on a simultanément
(H52) gt — ()

alors les équations (61) ef (52) déterminent ensemble les deux points

d'intersection de la conique « ef de la droite ¢, e,. En substituant (61)

dans (62) on obtient:

(62) ag 4 2hae o, + Alued =0,

Cette équation détermine les deux valeurs de ) qu'il faut substituer
dans (61) pour obtenir ces points d'intersection. Soient X, A, ces va-
leurs et @M, 2@ les points correspondants. Ces points sont harmoni-
ques par rapport & ¢, et ey, si P'on a [voir (2) et (4)]

5 ] =
b2a) 13 B TACy, &

b= A Cay
¢'est-a-dire, si
d’oit I'on tire, en regardant (62):

(65) x g6, =0, (ou a,=0).

Done 1'éguation (63) représente la condition sous laguelle la cou-

ple ¢, e, est harmonique par rapport @ la couple 2, 2@,
Rappelons-nous la eirconstance que le produit extérieur « ¢, ¢, se
compose du facteur = et du produit algébrique ¢, ¢; en outre, que tous
les denx produits ont la qualité associative. Alors nous pouvons éerire

le produit z ¢,e, sous les formes (% ¢;) ¢, ou (= ¢,) ¢, ou, par exemple
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le produit extérieur (¢ ¢,) ey se compose du produit extérieur (2 ¢,) et I
. ; x e a |
du facteur e,. !
Recherchons alors ce que représente l'expression . |
On peut écrire 'équation (59)
%0163 == %ya |
v |
sous la forme
& | e ]
(xe;) — =1, ou %g, = — = qe
: Lia I\ ®1s %1
Done ae; est & moins d’un facteur numérique, le supplément d'un
point, c’est-d-dire, un segment de droite |voir les équations (43) ]
Alors Véquation (63), éerite sous la forme (2e)e; =0, dit que le
I'..‘\i[ii ¢, est situé sur la droite oy .
De méme, en général, I'équation
(64) ayz = ().
ou y et z son deux points quelconques, donnés dans le plan ¢,e¢;, =
dit 1) que la couple y, 2 est harmonique par rapport aux points d'in-
tersection de la droite ¥z et de la conique %, 2) que le point 2 est situé
sur la droite ay.
Or, si le point ¥ es fixe, il en est de méme a 'égard de a2y qui ne 'S
dépend qfie de la conique « et dun point y. Et si, en outre, le point 2 est
variable, la droite 2y est son lieu géométrique, c'est-a-dire: la droite oy
est la Iurn".fr‘,'a e j:m',u’ y panr j'dl,ra‘;m,'.’ a la r'rJ;.l'(.:IlIHr' %z, De meme ]‘t"[[!Iil- -
tion (64) confirme le fait connu que le point ¥ est situé sur la droite =z, i
16. 8il'on remplace ¢, par y, ¢, par z, les équations (62) et (62a)
changent en
(6a) 2y A+ 2wy - Wazt =),
e (1) . (] =
[ et ) n ,t'_f _I_ Az A I .“ —
Mais en vertu de (64) I'équation (65) devient:
H'rf_'lj ',tl.r,r"' -+ hiaz® — 0.
Or si l'on pose }'_"”\ il résulte de (68) et (65a):
& 1) ) |
ay? = (); P = ¥ Y.
& vﬂ-:t-tlm'l: Les points d'intersection de la séeante ™ 2@, tournant
de I'un ou de I'autre ¢Oté autour du point z, coincident avec le point |
|

¥ arrive sur la courbe «. La séeante est devenue taneente, et la po-

laire de 2 passe par les points de contact des deux tancentes 2y
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D’autre part on peut éerire les équations (65a) sous la forme:

(142 2® = y+iz; (1—13) o™ = ¥ —z,

[

d’oi1 il s'ensuit, en posant encore * = 1:

(1)
Phie= =g’

e'est-i-dire: Les points y et 2, avancés tous les deux sur la droite
fixe 2" a® jusqu’is la rencontre du point .'tr”'3 coincident avec ce
point, et leurs polaires avee la tangente & ce méme point.

Done, sile point @ est situé sur la conique «, la tangente & ce
point est 2.

17, Arruicarions.— Retournons & l'exemple traité dans les nu-
méros 8 y 9.— L'équation générale d'une conique 22*= (0 change
en '38', si l'on pose:

(67) o

=2 =%, =0] =y, ay=x, ay=2,.

La tangente au point e, est ze¢,, et son équation: ze,#=0, ou
ze 2w, + ae e, + vee e, =0,

ou [(59) et (67)]

(68) %33 + aay = 0, = 0.

D’autre part la méme tangente, renfermant les points ¢, et 2. est
représentée par le produit
(69)  (we,) = zy(es0) + @yles0)) = — ay(e.0)) + aylese;).

Mais il résulte de (9)

(70 (Aje)) = aylege,) — aalesey)-

Done les droites (we,) et (A,e,) coincident, et on a le théoréme:

Les droites Aje,, Ases, Agey sont tangentes de la conique (28) aua
points correspondants e, e, ey.

Le point P=a¢, + 2.6, + o3¢, se nomme point charactéristique de
=0 (28).

la conique =, @.,@5 + %252, ~t #,0,%,
Les tangentes A e, A.ey, Aze, forment un triangle dont on trouve
les sommets M,, M., M; en additionant les formules (9) deux & deux,

Ainsi on obtient:

A+ A =a6— wsy,
d’ot:

(1) M,=A,+ aes=a,0, — A, =26 +

3 -
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puis:
[ My + a5, =8y + %303 + 098, = P.

De méme: (72) :
( M, 4 22,6, =P; M, 2a0,=P.

Done on a le théoréme:

Si P est le point charactéristique d'une conique par rapport @ un
triangle e,e.e,, et M;M,M; le triangle formé par les tangentes aux points
e, 83, &, alorsles droiles joignant les sommets correspondants de ces
deuw triangles passent par le point P.

I8. Bi, dans I'équation

(25) &= 3,0, + 0:85 | X484,
0n pose
[T:;J @, + &y + Xy = U, ou &y = — & — &y,

alors, en substituant cette valeur dans (25) et posant

(74) (6, — &) =2, (ea— ) =¢, A
on obtient:

(75) &= &y ¥4, .

Cela veut dire: @ est une distance ou un point situé a l'infini, et (73) -
est équation de ce point.

Soit

(76) E=t et hlattle L

I'équation d'une droite quelconque. Elle passe par le point infini @

si l'on a :
) (@8) = @by + @yl + w8 = 0,

d'oly, en regardant (73)

(78) Ly i &yt = (4 — &) (6 — &)1 (5 — &y).

La droite £ est le lieu géoméirique du point @, si toutes les valeurs
de x,, w,, @, satisfont & I'équation (78). Il faut done qu’'on aie

(79) =4 =18.
Done
(50) E=le+ | gt g

est 'expression de la droite infiniment éloignée, dont I'équation est:
(80a)

=X+ @y =
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19, En vertu des résultats précédents nous parvenons & trouver
le centfre de la conique susdite. En effet, si

(81) M=, e, + s + 12563
est d'abord un point queleonque, I'équation de la polaire de M est (64):
(82) eMa = 0,
ou, en regardant (25) et (81):
a(p ey + ety + ey (2y0, + ey + @4e,) =0,
o
(83)  ap(iy@y + py®ty) + 2y5(0@5 + pay) + 25y (30 4 1425) =0,
ou, en faisant usage des abréviations (67):
(84) (21 + 2yup)@y + (%gpy + #329)0 + (%1 + 2py)2y = 0,

Alors, pour que M soit le centre de la eonique, il faut que la po-
laire correspondante soit la droite infiniment éloignée. Done il faut
poser dans I'équation de cette polaire (84), selon les conditions (77)
et (7T9):

(85) Balky = Fglhy == Fglhy - xythy = Xyiky - Ayt
in posant
86 @t2p—a =% gt —a=p, & +ta—a=y,
on déduit de ces équations les suivantes:
(87) Py i Pt g = 2 5 gt By

Done, en substituant ces valeurs dans (81), on obtient pour le cen-
tre de la conique 'expression:

(88) M =ahe; + 2,1, -+ ayve,.

20. Pour dériver le méme point M des points M;, M,, M,, écri-
vons d’abord les équations (72) sous la forme:

WM, + 22, = MM, + 22,6, = pM, + 22,0, =P,
Alors on peut en déduire les équations suivantes:
AM, - M, = 2z4e,
(89) M, 4+ M, = 22e,
| YM, 4 AM, = 22,¢,.
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Done:
M = X (pM, =+ ¥M;) + 1= (M + AM,) + v (M, + 1M,),

ou

(90) M=ip (M, + M,) + »v (M, + M) +vA (M; + M,).

Soient alors U,, U,, U, les centres des distances My —M,, M;—M,,
M, —M,, de sorte que

(91) M, +M,=2U,;; M,+M,; =2U; M;-+M, =2U;
alors on a:

(92) M 1Y [Il + v 1 ‘-_. -} :’.:J. 7,

D'autre part, si 'V, V,, V; sont les centres des distances M, —e

M, — e,, M, — e;, on a, en regardant (89):
.M, =+ vM,,
oV, =M, +o =M+ L2 ——2
2%
Mais on tire de (86): .
:')'II = | + v
done
(93) p + )V, = (= + v) M, + pM, + M,
“

Or on obtient de (91).

(94) M=U,+U,—VU,; My=U,+U,—U,; M,=U, +U,—1,.

Done, en substituant ces valeurs dans (93): o
(b +v)V, =vU, + pU,,
(95) { (v+ 2V, =2U, +U,,
’M+[J}\ pU; 24U,

Multiplions ces équations resp. par A, p, v ot additionons aux
deux membres resp: pyU,, vAU,, WU,

Si nous posons encore:

ae il T = N

(26) U=wl; 4+ WU, + WU,
nous aurons:

97) — T y ‘ :

(J7) = !J.([__I X (e 4+ 4) N | = ‘),‘[_13 + & (v V.

=a‘.').[ 3 .r‘ "I\

i
ce qui fait voir que les droites U, UV, U,V

q Vo s passent par le
meme point U, I I
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Enfin, en comparant les équations (92) et (96), on voit que les
points U et M sont identiques. Done on peut énoncer le théoréme
suivant.

Les droites que joignent, dans un triangle (M, M, M,), les milicus
(Vy, Vo, Vy) de trois transversales quelconques (M, e, , M, e,, M, ¢,,) pas-
sant par le méme point (P) avee les milienaw (U, U, Uy) des arétes corres-
pondantes, passent par le centre de la conique qui a des points de confact
avee les aréles aux points extrimes (e, ey, ¢,) des transversales.

Les discussions précédentes n'embrassent qu'une partie des métho-
des de Mr. Grassmann, toutes cohérentes entre elles et formant un
systéme de recherche en géométrie et méeanique, joignant les avan-
tages des méthodes analytiques et synthétiques.— Mais nous avons
cru bon nous restreindre 4 ces discussions et applications, pour
n'agrandir pas trop 1'étendue de ce mémoire.

Extrait de Littérature.

1. H.Grassmann: Die Wissenschaft der extensiven Grisse oder die
Ausdehnungslehre. Leipzig 1844, (2me édition 1873).
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19. Gibbs: Elements of veetor analysis. New-Haven 1881-84.

20. Sehlegel: Ueber neuere geomefrische Methoden u. ihre Wer-
wandischaft mit der Grassmann'schen Ausdehnungslehre. (Schloe-
mileh Ztscher. Vol, XXIV).

21. Peano: Caleolo geometrico secondo 1'Ausdehnungslehre di
H. Girassmann, Turin 1888.

22. Beman: A brief account of the essentiel features of Grassmann'’s
extension Algebra (Anal. VIII).

23. Mahler: Einleitung in die Grassmann'sche Ausdehnungslehre
1884. Ulm. (Programme d'école).

24. BSchendel: Grundziige der Algebra nach (rassmann’schen
Prinzipien. Halle 1885.

25. Caspary: Ueber die Umformung gewisser Determinanten, wel-
che in der Lehre von den Kegelschnitten vorkommen. (Crelle Journal
Vol XCII). )

26. Carvallo: Exposition d'une méthode de M. Caspary, pour 1'étude
des courbes gauches. (Bull. Soe. math de France. Vol XV).

En outre nombreux mémoires dont les auteurs font usage des mé-
thodes de H. Grassmann, surtout des Messieurs: Caspary, Mehmke,
Roth, Sturm, Scott, Cox, Hyde, Buchheim, Gibbs, Schendel, Dingel-
dey, Fine, Study, H. Grassmann (cadet), {\nehnL] Waelsch, Fritz, ete.
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REVISTA BIBLIOGRAFICA

CURSO DE ANALYSE INFINITESIMAL, por F. Gomes Teiveira (caleulo
integral, 2.* parte. Porto 1892).

Ya en el tomo I, paginas 115-119 de esta periddico se publied una
reseiia sobre el Caleulo diferencial & que el Sr. Gomes Teixeira des-
tina el primer tomo de su excelente obra, y el no haberse hecho lo
mismo respecto al tomo II (Cilewlo integral, 1.* parte) dependié de
que, agotada ripidamente la primera edicidn de éste, esperabamos la
segunda, asi como la segunda parte del cdleculo integral, que se pu-
blicd el ano pasado.

En toda la obra se conoce el dominio que su autor tiene de esta
parte de la ciencia 4 que dedica constantemente su actividad en nu-
merosas publicaciones de diversos paises, y muchos puntos de vista
y desarrollos originales, fruto de su investigacidn individual, como
vimos ya al tratar del primer tomo, segiin hemos manifestado.

Los ocho eapitulos de la 1.® parte tratan sucesivamente de:—I. Las
integrales indefinidas (funciones racionales, irracionales, integrales
elipticas é hiperelipticas ¢ integracidn de algunas funciones trascen-
dentes).— II. Integrales definidas (métodos generales, valores medios,
extensidn al caso de las funciones discontinuas y de los limites infi-
nitos, integracién por series, diferenciacion ¢ integracién de funcio-
nes definidas por integrales, integracion de las diferenciales totales),
— III. Aplicaciones geométricas (areas de las fignras planas, edleulo
aproximado de las integrales definidas, rectificacidén de las curvas,
integrales duplas y volimenes, dreas de las superficies curvas).—
IV. Aplicaciones analiticas de las integrales definidas (aplicaciones al
Algebra, aplicacién 4 la teoria del nimero =, {dem al desarrollo de las
funciones en serie.

FEn fin, los restantes capitulos tratan respectivamente de las inte-
graciones de las ecuaciones diferenciales de primer orden, de las de
¢6rdenes superiores al primero, de las de derivadas parciales, termi-
nando con las aplicaciones geométricas 4 las eurvas planas, en el es-
p acio y 4 las superficies.

El tomo III (2.* parte del cdleulo integral) contiene las materias
siguientes: Capitulo 1. Integracion de las funciones de variables ima-
ginarias.— Capitulo IL. Integrales ewlerianas; funcidn I' (a).— Capi-
tulo IIT. Funciones elipticas.— Capitulo IV. Aplicaciones de la teorin de
las funciones elipticas— Capitulo V. Funciones multiformes— Capi-
tulo VI. Método de las variaciones,
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Entre los resultados propios del Sr. Gomes Teixeira citaremos
Una demostracién nueva de un importante teorema sobre la integral
[ f(= V v ) da, una descomposicién de la integral [ ¢"(f (%) dw, una
simplificacién notable del método de Imschenetsky, de que se ocupo
también el sabio director de la Academia Politéenica de Oporto en el
Bulletin de la Sociétd mathématique de France, la generalizacidn de un
resultado de M. Apell acerca de la ecuacién diferencial

(v—y)s—ad'ptag=10

Esto en el tomo II; y en el 11T la reproduccidén de un trabajo publi-

cado en los Nouwvelles Annales sobre la integral {]‘ cot (w—a—ib) dx
0

que toma el valor iw, si b=>0 y —im, si b<o, la demostracidn de un teo-

rema del Sr. Hermite sobre la interpolacidén, ademas una expresiéon de

log I' (@) por medio de una integral definida, ete., ete.

Pero sobre todo lo que constituye en un precioso auxiliar la obra
del Sr. Gomes Teixeira, es que. como conocedor experto de esta eleva-
da rama de la ciencia matematica, ilumina los puntos diffeiles con in-
dicaciones 6 ejemplos oportunos que 4 veces silo se suplen 4 expen-
sas de mucho trabajo y tiempo, 6 de nuna prolongada experiencia.

Trarr® D'ARITHMETIQUE AVEC DES COMPLEMENTS, par E. Humbert:
Parvis. Librairie Nony, 1893.

Esta obra, notable bajo muchos eoneeptos, como podra eonven-
cerse el leetor sdlo con la enumeracién de las materias que contiene,
se divide en seis libros.

Libro primero. Niumeros enteros.— Primeras operaciones.— Capi-
tulo I. Numeracién.— Capitulo IT. Adicidn.— Capfitulo 111. SustracciGn.
Capitulo IV. Multiplicaeién,—Capitulo V. Divisidn.—Capitulo VI. Di-
visibilidad.

Libro segundo. Propiedades de los numeros.— Capitulo I. Nime-
ros primos.— Capitulo II. Miximo comiin divisor y minimo comin
miiltiplo.— Capitulo III. Desc¢omposicién de los nimeros en factores
primos.

Libro tereero. Numeres fraceionarios.— Nimeros decimales.— Cla-
pitulo I. Ndmeros fraccionarios.— Capitulo II. Operaciones sobre los
niwmeros fraccionarios.— Capitulo III. Numeros decimales.

Libro cuarto. Raices.— Nitmeros inconmensurables, — Capifulo I

Raiz cuadrada. —Capitulo II. Raiz cibica.— Capitulo III. Nimeros in-
conmensurables ¢ irracionales.
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Libro quinio. Razones y proporeiones.— Reglas de tres, de inte-
rés, ete.—Capitulo I. Razones y proporciones.— Capitulo II. Magni-
tudes proporeionales.— Reglas de tres, efe.

Libro sexto. Capitulo I. Hrroves.—Capitulo II. Problemas y teo-
remas.— Capitulo III. Sistema métrico decimal.

La obra del Sr. Humbert, ademés de ser una Aritmética completa,
es una preparacién para la teorfa de los niimeros, pues aparte del
texto, y en caractéres mas pequeiios, contiene las proposiciones fun-
damentales de esta teorfa. L.as demostraciones tienen el cardeter in-
tuitivo que corresponde 4 las proposiciones de esta rama elemental,
y al mismo tiempo tiene algo de esquemditico que tanto faecilita al
alumno la adquisieidn del espiritu matematico, pues con mucho acierto
se emplea la doble notacidn del niimero por medio de letras y de gua-
rismos.

En la parte complementaria de la sustraceién trata de los nwmeros
enteros negativos, cuyo concepto desenvuelve fundindose en la igual-
dad B 4+ C = A, considerando sucesivamente los casos de ser A > B
y B > A, y extiende 4 las propiedades de los nitmeros negativos y de las
swmas algebrdicas.

IEn la multiplicacidn parte de la definicién particular é intuitiva,
que le permite demostrar con eleganecia, y eleviandose gradualmente y
con predominio del cardcter intuitivo, las propiedades conmutativa y
distributiva, llegando al edlenlo relativo 4 los exponentes, extendién-

dose en la parte complementaria 4 los nimeros positivos y negativos.
Andlogamente desenvuelve la teoria de la divis

. dn partiendo de la
ignaldad B = AQ - R que la define, demostrando con rigor, elecan-
cia y de una manera sistemitica las propiedades fundamentales, ter-
minando con las de cocientes de potencias y con la extensidn 4 los
niimeros negativos, tratando también de los sistemas de numeracidn.

En el eapitulo destinado & la divisibilidad es de notar los restos
negativos, 108 caracteres de divisibilidad por un wimero cualquiera posi-
tivo y en un sistema de nwmeracion cualquiera.

En la parte complementaria de los niimeros primos trata de los
restos de las potencias de un nimero relativo d un modulo primo dado,
periodos de restos de las diversas potencias de 10, exponente ¢ que perte-
nece un nuwmero, teorema de Fermal,

Siguen las teorias del maximo comiin divisor y minimo eomiin
miiltiplo, expuestas con el mismo buen orden y claridad que todo el
resto de la obra, que terminan con la férmula de Gauss para la obte:.-
civn del minimo eomin multiplo, del caleulo de los restos, demos-
trandose la notable propiedad, por sus aplicaciones, de que el mdwimo
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comain divisor & de dos numeros a y b puede ponerse bajo la formua

8 = b — av,

¥, por consicuiente, que la econdicién necesaria y suficiente para que
@ y b sean primos es que bu —av = -+ 1; terminando con la aplicacidn
de dicha igualdad para demostrar varios teoremas y con la resolucién
de la ecuacion am + by = ¢ en numeros enteros.

Al tratar de la rH‘r'.k':'um],hrax;f'ffm de los nitmeros enteros en factores pri-
mos trata el aufor del mdximo eomiin divisor y minimo comin miilti-
plo de varios niimeros, continuando con los nimeros congruos J equi-
vilentes, congruencins enteras, caracteres de divisibilidad, teorema de
Fermat, numeros asociados. Teorema de Wilson y nimero de numneros
ja,v[a',”.;.-\- COT W TLINeTo n’r.rrfu_, no SUPETIOres & este.

La teoria de los ndmeros fraceionarios estd tratada de una manera
especialfsima y notable, acompaiiando 4 las consideraciones tedricas
las operaciones hechas sobre una longitud, y establece despuds de las
|1i't!1h]l-r|.'ll|t‘:s' fundamentales el eriterio de igualdad de los RAINEI08 frac-
cionarios dado por la igualdad ab’ = ba’,

También establece el Sr. Humbert de una manera original é infui-
tiva la teoria de la multiplicacidn, tomando paries iguales en la base
y la altura de un reetingulo, eoncluyendo que la multiplicacidén es
conmutativae, asociativa, distributive con respecto a Lo adicidn, wniforme,
vy tal, que A X O=0, A x 1= A. Concluye tratando de los nimeros
fraceionarios negativos v del conjunto de los nitmeros raciondales.

La obtencién de los valores aproximados de la raiz cuadrada estd
acompanal

a de un detallade razonamiento sobre los valores aproxi-
mados por defecto y por exeeso en que se emplea la consideracidn
del punto-lonite acompanada de una representacion grafica: v la parte
complementaria trata bastante detalladamente de los »residuos y no
-.i‘r.\"?'ff.‘mn' uu.f,m’,-;f!j,-_r,_\-_. a"'.~'r-r?f”1-_~' e uiu'n’frfu.\_' gu'r‘mu-\'. }'r'.“‘??‘-!'-lf.fff_’-" HH’H:"mrji-S.', eri-
terios de Buler y de Gauss, v feorema de Bachet.

Las teorfas de la raiz cuadrada y etibica sirven al Sr. Humbert de
preparacidn para el importantisimo capitulo III, destinado 4 los nii-
meros dnconmensurables ¢ irracionales, que expone con gran detalle y
cuidado, empleando representaciones grificas y la consideracion de
series infinitas y convergentes de niimeros racionales; y deduce que
la adicidn y sustraccién de los nimeros racionales ¢ irraciones son
operaciones uniformes, que la adicién es conmmutativa, la mulfiplica-
cién uniforme, conmutativa, distribuliva respecto «a la adicion, tratando
de los radicales aritmdéticos en la divisidn: ¥

0 la parte complemen-

taria, entre otras cuestiones, se ocupa de la ¢diferencia fundamental
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que exigte entre el conjunto de los niimeros racionales y el conjunto
total de los niimeros.s
Termina la obra del Sr. Humbert, tan interesante,

haberse notado por la variedad y eleccidn de materias, asi como lo
advertird el lector, por la eleganeia, claridad y método seguido en las
demostraciones y en la exposicidn, por las razones, proporciones,
magnitudes proporeionales, reglas de interés, ete. y errores.

JAHRBUCH UBER DIE FORTSCHRITTE DER MATHEMATIE begiriindet von Carl
O lirtinann. Band XXI. Jahrgang 1890, Berlin. 1892. — Iste Anuario,
que se publica en Berlin bajo la direccion del Dr. E. Lampe, hoy rec-
tor de la Escuela téenica superior de aquella capital, es un Reperto-
rio de Literatura matematica, el mis completo que pueda desear el
aficionado 4 estos estudios mis exigente.

No es obra de nun solo individuo, ni aun de pocos, la de resumir
cuanto de alguna notoriedad se publica acerca de esta vastisima re-
oidn del humano saber; y tinicamente con una colaboraeidn tan nu-
merosa y tan selecta, constituida por cincuenta y enatro matematicos
distinguidisimos, en gran parte alemanes,; siendo hasta el ndimero de
quince, de diversas nacionalidades, es como ha podido llevarse a feliz
término esta empresa.

Kl Jahrbuch es una obra indispensable para todo el que se dedica
seriamente 4 los estudios matemiticos y para las bibliotecas cientifi-
cas, pues contiene indicaciones preciosas acerca de eualquier rama
de este género de conocimientos, sirven de guia 4 todo el que aspira
i estudiar tal 6 cual materia, pues seguramente que hallard noticia
precisa de enanto se ha publicado concerniente 4 la misma. La Histo-
ria, la Pedagogia y Filosofia matemiticas, el Algebra, las Aritméticas
elemental y superior, la combinatoria, el cilculo de probabilidades,

los cdleulos diferencial é integral, la teoria de las funciones, las Geo-
metrias elemental y sintética, el Anaysis Litus, las Geomefrias ele-
mental y proyectiva, la nueva Geometria sintética, las Geometrias
analitica en el plano y en el espacio, la Meednica en general, la Cine-
matica, Hstifica, Dindmiea, Teorfa del potencial, la Fisica moleeunlar,
la Elasticidad, la Capilaridad, Aeistica, ll}pTien, Electricidad y Mag-
netismo, la Geodesia, la Astronomia y la Meteoroloefa se hallan dis-
fribuidas en secciones, donde el lector encuentra la bibliograffa refe-
rente 4 las mds diversas y modernas teorias, como las del algebra de
la logieca, la Geometria del hiperespacio, la Geometria no-euclidea, la
Geometria elemental reciente, ete.
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En 1309 paginas de que consfa el tomo XXI (publicado en 1892)
se contienen resenas de infinidad de obras y memorias, que en gene-
ral dan idea del contenido de las mismas, suficientes para dirvigir y
v orientar al que desea conocer determinadas cuestiones ¢ teorias de
la ciencia, que luego puede conocer detalladamente en las obras ori-
ginales; y si algunas resefas estan hechas con cierta generalidad, en
otras, cuando el easo lo requiere, se ilustra al lector eon la exposieidn
de algunas férmulas y desarrollos fundamentales, y hasta con razo-
namientos concienzudos y de alguna extensidn que en algunos casos
exigen doctrinas ¢ investigaciones muy recientes y originales 6§ poe»
divulgadas; y en poeas palabras diremos que eada tomo de tal publi-
cacidn, ademds de ser de utilidad inapreciable, resulta sumamente
instructivo, lo mismo respecto al detalle que al sistema de las verda-
des matemdticas.

Recientemente se ha publicado el primer cuaderno del fomo XXII
(1893), que trata de: Historia y Filosofia.—Historia y Doetrinas.—Filo-
soffa y Pedagogia. Algebra.— Aritmética elemental ¥y superior.—
(Combinatoria y Caleulo de variaciones.—Cilculo diferencial é inte-
gral y Teoria de las funciones.

DiE ENTWICKELUNG DER MATHEMATIK IM ZUSAMMENHANGE MIT DER
AUSBREITUNG DER KULTUR.— En este discurso. leido por el Dr. Lampe
el 26 de Enero de 1893 con motivo del cumpleanos del emperador de
Alemania, hace una detallada é interesante resena del brillante estado
del desenvolvimiento que hoy ha alcanzado la ciencia matemitica en
todas las naciones cultas de Europa y América, no omitiendo la im-
portacidn que los ingleses han hecho de estos estudios en la Colonia
del Cabn, Nueva Holanda y la India Oriental, siendo curioso el hecho
que consigna de publicarse en el Japdén un periddico de matematicas.

Anmericany Journarn or Marnemarices.— Simon Newcomb, editor,
Baltimore.

El mimero 4 del tomo XTIV (1892) contiene las siguientes materias

Note on the use of Supplementary Cuwrves in Isogonal Transformation,
by Rollin A. Harris.— On the Higher Singularities of Plane Curves, by
Charlotte Angas Scott.—On the Roots of Matrices, by W. H. Melzler.—
Simple Groups from Order 201 to Opder 500, by F. N. Cole. — Extrait
d'une lettre d' Ocagne a M, Craig.
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Marnesis. — Director M. P. Mansion, profesor de la Universidad
de Gante.

Los sumarios de los niimeros correspondientes 4 Enero y Febrero
(1883), contienen entre otros trabajos, revistas bibliogificas, y cuestio-
nes resueltas, ete., los siguientes:

Sur certaines courbes de quatricme ordre, par M. Balitrand,—Sus
wn nouveaw groupe de trois paraboles, par M. Mandart. — Su» une piro-
pricte des quadriques, par M. Cl. Servais.

Sur le centre orthocentroidal, par Madame Prime, — Sur la formule
de Leibnitz, par M. Mansion.

JourNAL DE MATHEMATIQUES BLEMENTAIRES. — LLos niimeros de Enero
y Febrero (1893), econtienen entre otros, los siguientes articulos:

Transformation par inversion symétrique, par M. Bernés. — Théo-
péme sur Uéllipse, par M. Vazou.— Swir le eercle de Monge, par Ch. Mi-
chel. — Sur la transformation continue, par Ch. Michel.

JOURNAL DE MATHEMATIQUES SPECIALES, — Fssai d'une demonstra-
tion de la formule de Laplaece, par Madame V. F. Prime.— Su» la somme
des carrds des coefficients binominua, par M. (. Longchamps. — Sur la
construction des tangentes awe courbes, por el mismo.—Sur les cyeliques
planes, par M. Michel. Note supr Uellipse de Longchamps, par M. B. Cata-
lan.— Sur le deplacement d'une figure plane, par M. Balitrand.— Suz les
triangles avtopolaires, par M. A. Noyer.

CUESTIONES RESUELTAS

Cuestion 66 (Véase t. IT, pig. 215).

Fn todo cuadrildtero inseripto, los centros de los dieciseis elveulos
inseriptos o ex-inseriptos d los triangulos formados por una diagonal y
dos lados consecutivos, son las intersecciones de cuatro rectas paralelas o
La bisectriz del dngulo agudo de las diagonales del cuadrilitero y de cua-
tro rectas paralelas d la bisectriz del dngulo suplementario.

(N. C. M) (E. Lemoine).

Solucidn por el 5k, SOLLERTISSKY

Sean P, Q, R, S los medios de los arcos subtendidos por los lados
AB, BC, CD, DA del enadrilitero dado.




66 EL PROGRESO MATEMATICO

Evidentemente cada una de las rectas PR, QS forma dngulos igua-
les con las diagonales AC, BD @); PR y QS son pues, pa alelas 4 las
biseetrices del dngulo de las diagonales.

Designaremos los centros de los circulos iu*-;cr'il'mt.os en los trian-
gulos BCD, CDA, DAB, ABC por las letras %, §, ¥, 3 y los de los eir-
culos ex-inscriptos por las mismas letras con indices.

Los puntos « y aj son las intersecciones de la recta BR con la cir-
cunferencia deseripta desde R con el radio RC. Igualmente R oy Bu son
las intersecciones de AR con la misma circunferencia. :

El cuadrilitero «f «; 8, es pues un rectingulo, y sus lados son pa-

: i AP-LOR y
(*) Por ejemplo, los dngulos de PIt con AC y BD son AT 1 ClI = BP 4 DR

: 2
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ralelos 4 las bisectrices del dngulo zRE. Una de estas bisectrices es RP;
luego la otra es paratela 4 SQ.

Los lados del rectingulo ByBeys siendo paralelas a las mismas
rectas PR y QS, los puntos y ¥ 75 estén respectivamente sobre las ree-
tas a5f, 2B, y asi sucesivamente.

En fin, siendo R’ el punto diametralmente opuesto 4 R, los puntos
40 Y ad, fe y Ba son las intersecciones de las rectas R'B y R'A con la
cireunferencia descripta desde R’ con el radio R'C.

Siendo la recta R'P la bisectriz del angulo BR'A, los lados del rec-
tagulo z:aziB: son paralelas 4 R'P y PR 6 4 QS y PR. Por consi-
guiente los puntos «. , f4 estin respectivamente sobre las rectas s,
da2d, y asi sucesivamente.

Cuestion 76 (véase L. 11, pag. 811).

8i O es el punio de encuentro de las rectas que unen los vértices de
un tridngulo ABC ¢ los eentros A', B, O de los cuadrados construidos
respectivamente sobue los lados BC, CA, AB, se tiene:

BO 00, . ,.BO0 AQ . .. B0 - €O AB

> g too ™ - BB ' CC° ~_ AC

BB = AA"’
(H. Van Aubel)

Soluecidn por D. Ricanpo Cano.

1.0 El angulo A'AC vale 45° por estar inscripto en A'C, que es su
cuadrante, y el CAB' vale también 45° luego el A'AC valdra 90° es
decir que, A’A es perpendicular & C'B’, y paralela 4 las BC' y CB'.

Resultan semejantes los friangulos
BOD y BB'C, que nos dan,

BO BD
BB BC
y los COD y CC'B, que dan también
CcO CD
co° ©B

Sumando miembro 4 miembro las
igualdades (1) y (2), resulta

BO (0] BD+DC
BB ' oC BG
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9.0 Es ficil ver que DO = OA, considerando la homotecia de las
rectas AD vy CP, con relacidn al centro B.
Los tridngulos considerados en el niimero anterior, nos dan tam-
bién las proporeciones
BO oD (B8] 0D

BB BO 7 . CC > BO

cuyo producto miembro & miembro es

BO CO 0bD* AD? (3)
E e . 1’ ' e (G
BB! "0 B'C.BC AB*. AC
También son semejantes los tridngulos rectingulos AA'C" y AOB',
por tener los lados del uno perpendiculares 4 los del otro, y nos
dardn

;&B' N ;'\{.J

- = 6 AB'.AC'=A0.AA’
AR AL

-
Sustituyendo este valor en la ecuacidn (3), resulta
BO €O AO? AO
BB' ° 00" AOQ.AA"  AA° -
3.2 Dividiendo miembro 4 miembro las igualdades (1) y (2), ten-
dremos
-

BO €O _ BD CD BD.BC _ BD
BB' “0C0' BC " BC BC.CD _ CD

Pero siendo AA’ bisectriz del dngulo BAC por ser los arcos
oy . J BD AB
BA'=A'C = - circunf.s, sabemos que et il :
2 CD AQ?

luego finalmente

BO €0 AB

BB ' CG' ~ AC
Solucién por el Si. SoOLLEATINSEY
Lo Siendo BC'y OB’ paralelas, se tiene

BO o
BBR' €O
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oc’ co 1
pero I_‘(‘ S 8[08 g

BO co
luego -+ =1

BB = CC’

2. La reeta AA’, como bisectriz del dngulo BAC, es paralela &
BC" y CB’, y por consiguiente,
divide 4 cada una de las rectas
BB, C'C en la relacidn
A, BC
AB'  CB

Sea = la interseccion de AA" y
BC. Se tiene pues, AO = 0Oz y
por consigulente

BO AO Cco AO

Pasa pues,por0.]

A0 L " 1)
v BB CB' 00 _ BC
de donde
BO (8{8) AD?

BB ° C0O° OB’.BC

=
Pero, segun una propiedad conocida de la biseetriz, se tiene
Azx. AA'=AB . AC ¢ 2A0.AA"=2BC.CB
s

Por consiguiente

BO coO A
BREV GG A

3.2 Dividiendo las proporeciones (1) se obtiene

BO CO I;t'.") ___AB

BB~ CC \\CB AC

Cuestion 94 (Véaze t. I, mim. 844).
8% en un triangulo ABC se tiene
14256 cos A cos B cos C = 3 i1 w,

(siendo w el d@ngulo de Broeard de ABC), el eireunlo de Brocard y el
eirewlo de Longehamps tienen el mismo radio.
(E. Lemoine).
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Bolucidén por el Sk. BrocArDp (H.)

Designando R, #, 7, respectivamente los radios del eirculo ABC,
del cfrculo de Brocard y del de Longchamps, se tiene por férmulas
conocidas (J. . 1886, pag. 59 y A Sequel to Euclid):

BN T BUBER 1

P VIi=3igiw r = — 16 R* cos A cos B cos C.

Luego la condicién pedida es
_116' (1 —3 tg*w) =—16 cos A cos Beos C

G (E) 14256 cos A cos B cos C =3 fg*w.

NOTA.—Como el civculo de Brocard es siempre real, y el circulo de Long-
champs no es real mas que cnando el imingulo dado ABC es obtusingulo, se
ve que la condicidon de ignaldad de los radios de estos dos circulos debe poder
expresar al mismo tiempo que uno de los dngulos A, B, C es obtuso.

Por otra parte 3 tg9*w <1, 3, por consiguiente, si se tiene la igualdad (E)
es preciso que 14256 cos A cos B eos € sea <1, lo que exige que uno de los
cosenos sea negativo.

.
Cuestiin ninm 91 (véase t. 11, pag. 813),
Resolver las ecuaciones
(y =2+ B=21(y+2) .
(z—a)*+m?=2m (z+4a)
(2—y)P+n*=2n(x+y)
(E. Lemoine). .

Bolucidn por el Su. Brocanrp (H.)
De la primera ecuacién se deduce
l=y+z4 Vyz, ete.
Y se obtiene
Vi=VytvVaz, ¥Ym=Vz4+Vz, Ya=+2z vy
de donde, tomando los signos superiores,

0o
-

r =Vm+vn —vi
Viy =v1 +vn —vm
2y z = vl +Vm—vn
Falta establecer los otros sistemas de soluciones que resultan de
la combinacion de los signos de los radicales.

o

NOTA.—Se ve que para proponer una aplicacion numérica que dé solucio-
nes enteras, es preciso lomar para l, m, n tres nimeros cuadrados afectados
del signo -}-.

For ejempto, para I=16, m==36, n =324, se obliene x =100, y==64, =16,
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CUESTIONES PROPUESTAS

103. Hallar los lados del 4ngulo recto de un tridngulo, conoeién-
dose la hipotenusa a y la suma de los cuadrados de las bisectriees de
los angulos agudos.

(J. M)

104. En cada punto M de la evoluta de una elipse se traza la tan-
gente AMB que encuentra 4 los ejes de la curva en los puntos A y B.
Hallar el lugar del punto D de esta tangente tal, que BD=AB.

(H. Brocard).

105. Se dan tres ejes rectangulares, y se pide estudiar la superfi-
cie reglada que admite por plano dircetor el plano ey y por diree-
trices dos paribolas situadas la una en el plano woy y cuyo eje es oz,
la otra en el plano yo:z, siendo oz su eje v o su vértice.

(H. Brocard).

106. Se dan en un plano dos eirveulos C, C' y un punto P. Trazar
por este punto dos circunferencias T, T' tangentes entre si, respecti-
vamente tangentes a los eireulos dados, estoes, aT6CyaT 6 C, y
cuyos radios se hallen en una razén dada.

(A. Laisant).

107. Se dan en el espacio tres esferas S, S', 8 y un punto P. Tra-
zar i estas esferas tres planos tangentes paralelos, tales, que las dis-
tancias PD, PD’, PD" del punto P 4 estos tres planos sean entre si
como los tres niimeros dados m, m', m".

(4. Laisant).

108. El cociente de (2m—1)! por m! (m— 1)! es siempre un mi-

mero par, excepto cuando m es una potencia de 2.
(J. M) ( Wolstenholme).

109. Hallar la suma de los productos tres 4 tres de los términos
consecutivos de la progresién aritmética
+~a.a4+r.a+2r.a+3r..... a4+ (n—1)r.

(J. M.)
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110. Sidesde un punto M de una circunferencia se trazan tres
cuerdas cualesquiera MA, MB, MC, el producto del cuadrado de la
cuerda media MB por el area del tridngulo MAC es igual 4 la suma
de las productos de los cuadrados de las cuerdas extremas MA, MC
por lag dreas de los tridngulos MBC, MAD.

(H. Van Aubel).

I1l. Sin eseribir la ecuacién ni trazar mas que el cuarto de un
dodeedgono regular inseripto 4 un eirveulo, demostrar que el drea de
este polieono es ignal 4 tres veces el cuadrado construido sobre el
radio.

( . _B.-‘t}r_‘f'l‘.l'rf).

112, Dados en direceitn los ejes @Cu', yCy’ de una ednica = (figu-
Y ra 1.%) y la nermal MNN" a esta curva
en un punto dado M, asi como los pun-
tos de interscceidn N, N' de esta nor-
mal con los ejes, determinar el cen-
tro s 6 el radio de curvatura gM en
este punto M, no empleando mis que
dos reelas en la eonstrueeidn.

Resolver asimismo este problema
en el caso particular en que el eje yCy' (fig. 2.2) y, por consiguiente,
el punto N’ se halle en el infinito, es deeir, cuando la cénica (X) se

convierte en una parabola.
(A, Schiappa Monteiro).

113. Estudio de las curvas representadas por las ecuaciones

3
@+ y=3vz—1

2_:.!
Tty
(J. M) ( Edmunds).

etk + ‘”,:'.

ERRATAS

En la cuestion niim. 99 léase V en vez de U.
En la cuestién niim. 100. Lia ecuacidn de que se trata es

12 a*— T &' + &* — 3000=0,’

Zaragoza.— Imprenta de C. Arifio, Coso, 100, bajos,




