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- I 

SOBRE L A S I G U A L D A D E S D E DOS GEADOS(* 
POR EL SR. Gr. DE LONGCHAMPS 

P r o f e s o r e n e l L i c e o de S a n L u i s d e P a r í s . 

1. DEFINICIONES PRELIMINARES.—: E l general F r o l o w ha presen
tado accidentalmente á l a Academia de Ciencias (**) una Memor i a so
bre lo que ha propuesto l l amar las igualdades de varios grados. 

R e c o r d a r é desde luego la de f in i c ión que s i rve de base á l a Me
m o r i a citada, y , para l imi ta rme , c o n s i d e r a r é solamente en esta Nota 
las igualdades de dos grados. 

Cuando dos series de n ú m e r o s 

a1 , a.2, . . . ap , « i , « 2 > ••• a^ 

satisfacen s i m u l t á n e a m e n t e á las dos igualdades 

^ +a.2 + • • • + ap =a1 + « 3 + • • chvp 

a1'2+a22 + . . . + ajp2 = a12 + a22 + - • 

que se pueden escr ib i r m á s sencillamente 

= ,2a , , ^a2 == Sa2 , 

d i remos con el genera l F r o l o w , que estos n ú m e r o s ver i f ican una 
i g u a l d a d de dos grados(**^. 

(*) A pesar de que este artículo se publicó en el año 1889 en Journ. de Math. élémentaires 
del Sr. Longcliamps, creemos que será oportuno el ofrecer á los lectores de EL PIIOGRESO MA
TEMÁTICO su traducción, por las curiosas y poco divulgadas propiedades que en él se desen
vuelven por su autor. 

{**) Comptes-rendus, sóance du 19 novembre 1888. Véase también d Bidletin de la Société 
matliématique de Frunce, 1889, p. 69. 

(*) Para demostrar, por un ejemplo evidente, la existencia de estas igualdades, basta 
tomar la serie aĥ  he, ca; 

ha, ch, ac; 
designando a, b, c cifras cualesquiera {ah=ÍOa-\~h;...) 

Igualmente nhc, boa, cah; 
ach, bao, cha; etc. 
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Si N es u n n ú m e r o , y v una cifra en el sistema de n u m e r a c i ó n que 
adoptamos, de base 0; entonces el s í m b o l o Nv representa, en la con
v e n c i ó n ordinar ia , el n ú m e r o obtenido escribiendo v á l a derecha de N . 

S e g ú n esto, se tiene 

Nv = N X 6 + v 

Para m á s sencillez en la r e d a c c i ó n que sigue, supondremos 0 = 10, 
y tendremos 

(1) N v = N X 10 4 - v. 

Esta igua ldad p rueba que se tiene 

(2) (Nv)2 = N"2 X 100 4 - 20N x v - f f2 (?) 

iden t idad evidente que ut i l izaremos en los desarrol los que s iguen. 
Para evi tar repeticiones se s o b r e e n t e n d e r á que las letras 

a , p , Y , . . . a , h , o , . . , 

representan cifras. 
2. TEOREMA.— S i 

(3) a , ¿ » , c , . . . 

constituyen una igua ldad de dos grados; los n ú m e r o s 

(4) ap, Py , ya, . . . a ¿ , be, ca, . . . 

poseen la misma propiedad. 
Razonemos con tres cifras. 
I.0 Tenemos 

aP + PT + Y« = 1 Í ( « + P + 
ab - { - be + ca = 11 (a + ¿ + c) 

Por consiguiente, l a i gua ldad 

conduce á l a siguiente 

a^ + ^ ' i J r ^ = ab-\-bc+ca. 

2.° Fa l t a ver i f icar que 
W + ( P Y ) M - M 2 = { a b f + { b c f + { c a f 

A h o r a 

(ap)2 = 100.a2 + p2 + 20aXp 
y por consiguiente 

W + ( M 2 + (Ta)2 - 1 0 1 (a2 + p2 + f ) + 2 0 (« X P + p X T - H X a) 

(*) Conviene notar aquí, con cuidado, la diferencia que existo entro las dos escrituras 
Ñ« y N X 
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Pero 

( « + P + 7 ) 2 = a 2 + p 2 + 7 2 - h 2 ( « x p + p x T4_T x a) 

De estas dos igualdades se deduce 

(F ) («P)-2+(PY)2+(T«)2==91(a2+p2+Y2) + 1 0 ( « + P + 7 ) 2 
Seg-ún esto, si las series (3) fo rman una i g u a l d a d de dos grados, lo 

mismo sucede con las series (4). 
EJEMPLO (*).— Las cifras 

1, 6, 8 2, 4, 9 

f o r m a n una i g u a l d a d de dos grados, puesto que se tiene 

1 4 - 6 + 8 = 1 5 l 2 + 6 2 + 8 2 = l ( > l 

2 + 4 - f - 9 = 1 5 22+42 + 92=:101 

L o s n ú m e r o s 

16, 68, 81; 24, 49, 92; 

fo rman t a m b i é n una igua ldad de dos grados, se tiene, en efecto: 

16-1-68+81 = 165, 

2 4 + 4 9 + 9 2 = 1 6 5 , 

3. TEOREMA.— S i las dos series 

ap+pY+T3t 

ab-\-bc-\-ca 

f o r m a n una igua ldad de dos grados, las series 

T!3» ar, 

ba, cb, ac\ 

f o r m a n también una igua ldad de dos grados. 
I.0 Se tiene 

ocP + PT + T « = l l ( « + P + T) 
y asi mismo 

pa4_Tp + a T = l l ( a + P - | - T ) 

de donde 

ap + pT+Ta = [3a+Tp+aT. 

De esta o b s e r v a c i ó n se concluye 
pa+Y¡3+ o^ — ba-'r cb-\-ac. 

162+682+812 = 17441, 

242+492+922= 11441. 

(*) Este ejemplo está tomado de la Memoria del general Frolow {Bullttin de la Société 
viathématiqu», 1889, p. 75). 
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2.o L a f ó r m u l a (F) , a r r iba establecida, prueba que se tiene 

( ap )2+(pT)H(^ )2=(P«)2+(TP)2+(a - í )2 . 
luego, etc. 

EJEMPLO,— Hemos hal lado que las series 

16, 68, 81 

24, 49, 92 

const i tuyen una igua ldad de dos grados. S e g ú n el teorema prece
dente, las series 

61, 86, 18; 

42, 94, 29; 

gozan de la misma propiedad . 
Se tiene, en efecto, 

6 1 2 + 8 6 - + 18:!= 11441 

242+49-2+92-2= 11441 

61+86-1-18=165 

4 2 + 9 4 + 2 9 = 1 6 5 

4. TEOREMA.—Sean 

a, % y, a, b, c 

cifras que f o r m a n una igua ldad de dos grados; los n ú m e r o s 

«a, $b, fe, a*, ¿>p, r f 

f o r m a n t a m b i é n una igua ldad de dos grados. 
E n efecto, haciendo 

a - l - P + Y = « + ¿ + c = S , 

a X í i + é X p + e X T = P, 
se tiene 

« a ? + ¿ + Y c = r t a + ¿ p + c Y = l l S 
(aa)2+(p6)2+(T6 ' )2=(aa)H(^)2+(c7)2=101T+20P 

EJEMPLO.— Con las cifras y a empleadas se obtienen, po r apl ica
c ión del teorema precedente, las series 

12, 64, 89; 

21 , 46, 98; 

que cons t i tuyen una igua ldad de dos grados. Se puede ver i f icar , en 
efecto, que 

1 2 + 6 4 + 8 9 = 2 1 + 4 6 + 9 8 = 1 6 5 

122+642+892=2r2+462+982= 12161 
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5. Se g e n e r a l i z a r á n sin di f icul tad las propiedades precedentes de 
las que se pueden deducir var ios corolar ios . Por o t ra parte, p o r a p l i 
c a c i ó n del m é t o d o indicado, se establecen f á c i l m e n t e otras p ropos i 
ciones a n á l o g a s . V é a s e , para cada ejemplo, la marcha que debe se
guirse. 

L lamemos ca r ac t e r í s t i c a s de una serie dada A , B , C,. . . las cant i 
dades p, a, 

P = A-+-B + C-4-... <7=A2-KB--i-02-K . . 

y hagamos 

A esta serie se puede agregar, de una inf in idad de maneras, otra 
serie 

A ' , B ' , O ' , . . . 

cuyos diferentes t é r m i n o s son funciones de las cantidades dadas 
A , B , O , . . . 

Suponiendo que dos series formen una igua ldad de dos grados; 
para ver si las series agregadas gozan de la misma propiedad, se 
debe ver i f icar que sus c a r a c t e r í s t i c a s son iguales. 

Así , para ci tar el caso m á s evidente, siendo de dos grados las series 

«, Pi T; 
a, ¿>, c\ 

siendo de dos grados las series 

& + c + a , a + b] 

son t a m b i é n de dos grados; y sus c a r a c t e r í s t i c a s son 

2? y 2a+2x 

EJEMPLO.— Las series a r r iba consideradas dan 

14, 9, 7; 13, U , 6; 

Igualmente las series 

a^, PYA) TAP; cab'i 

dan las igualdades de dos grados, cuyas c a r a c t e r í s t i c a s son 

111 p, 10101 a + 2 2 2 ( K 

(p> ffj x) 
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T E O R E M A S , P R O B L E M A S Y M É T O D O S G E O M É T R I C O S 

CONTINUACIÓN (Véase págs. 195-207) 

24. PROPOSICIONES CONTRARIAS.—Hay teoremas contrar ios de otros 
que se forman negando la h i p ó t e s i s y l a tesis de é s t o s . 

Ejemplos: Los teoremas. Todo punto situado EN la perpendicular 
levantada á una recta en su punto medio, EQUIDISTA de sus extremos: S i 
dos rectas f o r m a n con una secante ÁNGULOS ALTERNOS 6 CORRESPON
DIENTES IGUALES, s e r á n paralelas, t ienen por contrar ios los siguientes; 
Todo punto situado FUERA de la perpendicular levantada á una recta en 
su punto medio DISTA DESIGUALMENTE de los extremos de és ta . S i dos rec
tas f o r m a n con una secante ÁNGULOS ALTERNOS Ó CORRESPONDIENTES DES
IGUALES, NO s e r á n paralelas. 

25. H a y muchas cuestiones que t ienen cuatro partes ó que e s t á n 
expresadas completamente por cuatro teoremas: dos directos, cont ra
r ios entre sí , y sus dos r e c í p r o c o s . 

Ejemplos: A l a c u e s t i ó n de la p o s i c i ó n de un punto respecto á los 
extremos de una recta, se refieren los teoremas: 

I. ' — (Directo afirmativo). 

Todo punto situado en la per
pendicular trazada á una recta 
en su punto medio, equidista de 
sus extremos. 

2.o— (Directo negativo). 

Todo punto situado fuera de 
perpendicular trazada á una rec
ta en su punto medio, dista des
igualmente de sus extremos. 

3.o — (Recíproco afirmativo). 

Todo punto que equidista de 
los extremos de una recta, se 
halla en la perpendicular traza
da á esta en su punto medio. 

4.o—(Reciproco negativo). 

Tcdo punto que dista des-
igalmente de los extremos de 
una recta, está fuera de la per
pendicular trazada en su punto 
medio. 

A la c u e s t i ó n de una recta que cor ta á otras dos, se refieren los 
teoremas; 

(Directo afirmativo). 

Si á dos rectas paralelas se 
corta por una secante, forma
rán con esta ángulos altemos-
internos iguales. 

2.o — (Directo negativo). 

Si á dos rectas no paralelas 
se corta por una secante, forma
rán con esta ángulos altcrnos-
internos dcsii?ualcs. 

3.o— (Reciproco afirmativo). 

Si dos rectas forman con otra 
ángulos altarnos-internos igua
les, serán paralelas. 

3.o— (Reciproco negativo). 

Si dos rectas forman con otra 
ángulos alterno s-internos des
iguales, no serán paralelas. 
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CAPITULO II 

A n á l i s i s g e o m é t r i c o 

15. E l a n á l i s i s g e o m é t r i c o , generalmente a t r ibuido á P l a t ó n í1), con
siste en suponer lo que se busca como obtenido, y caminar de conse
cuencia en consecuencia hasta l l egar á reconocer como cierto ú obte
n ido lo que se t ra ta de demostrar ú obtener. A s í Eucl ides en el l i b r o 
trece de sus Elementos lo define dic iendo que «E l A n á l i s i s es l a admi-
» s i o n de la cosa buscada como obtenida para deducir de ella conse-
» c u e n c i a s que conducen á a lguna ve rdad a d m i t i d a » . Pappo (Pappus) 
de A l e j a n d r í a , que admite dos g é n e r o s de a n á l i s i s , el teorético cuyo ob
jeto es l a d e m o s t r a c i ó n de la ve rdad y el p rob l emá t i co cuyo objeto es l a 
e j e c u c i ó n de algo propues to , dice; « E n el g é n e r o teorético, suponien-
» d ü cierto a q u é l l o de que se trata, y considerando como verdaderas 
» l a s consecuencias que se deducen, como lo son en efecto s e g ú n la 
» h i p ó t e s i s , avanzamos hasta que l legamos á algo conocido. Si esto es 
acierto, l a p r o p o s i c i ó n lo s e r á t a m b i é n , y l a d e m o s t r a c i ó n se v e r i f i c a r á 
» e n sentido inverso al del a n á l i s i s . Pero si hemos l legado á algo falso, 
» l a p r o p o s i c i ó n s e r á por s í falsa. E n el g é n e r o p rob lemát i co , conside-
» r a m o s como ejecutado lo que se ha propuesto; y s e g ú n las conse-
» c u e n c i a s que resul tan, t ratamos de l l ega r á algo conocido. Si esto es 
» p o s i b l e y factible, lo que los g e ó m e t r a s l l a m a n dada, l a propuesta lo 
> s e r á t a m b i é n , y la d e m o s t r a c i ó n se h a r á en sentido inverso al del 
» a n á l i s i s . Pero si a q u é l l o á que hemos l legado se reconoce que es i m -
» p o s i b l e , el p rob lema t a m b i é n lo s e r á . L a d e t e r m i n a c i ó n en la d iscu-
» s i ó n que e n s e ñ a cuando, c ó m o y de c u á n t a s maneras el p rob lema es 
» posible . 

Siguiendo á D u h a m e l ^ diremos que; « C u a n d o se busca la demos-

(1) El Sr. Gino Loria, profesor de la Universidad de Gfenova, en su obra Nicola Fergola 
é la Scuola di matematici che lo ebbe a duce reivindica para la escuela pitagórica, no sólo la 
invención del análisis geométrico atribuido á Platón, sino que también la de las secciones có
nicas y la de los lugares geométricos (§ S.» Una rivendicazione). 

«Recurriendo, en efecto, á la obra magistral de Allmann (GreJc Geometry from Thales to 
Euclid) sabremos que la elaboración gradual del método de análisis geométrico, mediante el 
que la matemática se elevó sobre los elementos, es debida á los filósofos pitagóricos, desde el 
fundador de la escuela hasta Teodoro Cirene y Archita de Tárente, que fueron maestros de 
Platón en la matemática, y fué practicado por Hipócrates de Chio y transmitido solamente de 
Platón á Leodama de Taso; así como las secciones cónicas fueron inventadas por Menechmo 
y en fin, los lugares geométricos fueron conocidos y empleados anteriormente á Platón.> 

(2) Des Méthodes dans les sciences de raisonnement. 
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» t r a c i ó n de una p r o p o s i c i ó n enunciada, se b u s c a r á p r imeramente s i 
» p u e d e deducirse como consecuencia necesaria de proposiciones ad
m i t i d a s , en cuyo caso d e b e r á el la ser admit ida, y q u e d a r á demostra-
» d a . S i no se ve de q u é proposiciones conocidas puede ser deducida, 
» s e b u s c a r á de q u é proposiciones no admi t ida p o d r í a ser lo, y enton-
» c e s la c u e s t i ó n se r e d u c i r á á a d m i t i r la ve rdad de esta ú l t i m a . Si é s t a 
» p u e d e deducirse de proposic iones admit idas , q u e d a r á reconocida 
» c o m o verdadera, y por consiguiente la propuesta: sino se b u s c a r á de 
» q u é p r o p o s i c i ó n no admi t ida p o d r í a deducirse, y l a c u e s t i ó n q u e d a r á 
» r e d u c i d a á demostrar l a ve rdad de esta ú l t i m a . Y se c o n t i n u a r á asi 
» h a s t a l legar á una p r o p o s i c i ó n reconocida como cierta; y entonces l a 
» v e r d a d propuesta q u e d a r á d e m o s t r a d a . » 

A s i , pues, el m é t o d o qne se l lama a n á l i s i s consiste en establecer 
una cadena de proposiciones que comienza por l a que se quiere de
mostrar, acabando p o r una p r o p o s i c i ó n conocida, y tales, que par t i en
do de la p r imera , cada una sea una consecuencia de la que le sigue; 
resul tando que la p r i m e r a es una consecuencia de la ú l t i m a , y p o r con
siguiente verdadera como e l l a ^ . 

16. Caso en que puede inver t i rse la dependencia de las proposiciones. 
S i dos proposiciones son r e c í p r o c a s , puede considerarse la segunda 
como deducida de la p r i m e r a en l u g a r de considerar que tiene á l a 
p r imera p o r consecuencia. As í , pues, cuando se t rata de proposic iones 
ciertas con rec iproc idad , l a c u e s t i ó n se r e d u c i r á á establecer el encadena
miento de manera que cada p r o p o s i c i ó n sea consecuencia de la que le an
tecede hasta l legar d una reconocida como verdadera. 

17 . Método ana l í t i co en la resoluc ión de los problemas. — E l m é t o d o 
ana l í t i co en la r e s o l u c i ó n de los problemas consiste en r educ i r el p r o 
puesto á o t ro en que se trate de ha l l a r nuevas relaciones entre los 
objetos de que se t rata que tengan como consecuencia las correspon
dientes a l p r i m e r problema, y a s í sucesivamente hasta l l egar á un p r o 
blema inmediatamente resoluble. E n seguida se r e t r o c e d e r á p o r u n 
encadenamiento inverso desde el ú l t i m o problema hasta el p r imero que 
se e n c o n t r a r á resuelto. 

O b s e r v a c i ó n . — C u a n d o las relaciones sustituidas á las supuestas en 
el p rob lema p r imero , no les son r e c í p r o c a s , toda s o l u c i ó n del segundo 
prob lema s e r á s o l u c i ó n de a q u é l ; pero p o d r í a haber resoluciones del 
p r imero que no lo fueran del segundo. 

E n el caso de ser r e c í p r o c a s las condiciones de los dos problemas, 
t a m b i é n las soluciones del p r i m e r o lo s e r á n del segundo, de manera 

(1) / (Zmpág . 41. 
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que al resolver é s t e no se p e r d e r á n i n g u n a s o l u c i ó n , Po r consiguiente: 
S i en los problemas que se sust i tuyan sucesivamente, á p a r t i r del p r o 

puesto, las condiciones de dos consecutivos son rec íprocas , las soluciones 
del p r imero son idén t i cas con las del ú l t imo y con cualquiera de los demás^ 

Cuando las relaciones sustituidas son s implemente consecuencias 
de las propuestas, toda s o l u c i ó n del p r imero s e r á s o l u c i ó n del segun
do; pero todas las del segundo no lo son necesariamente de l p r i m e r o . 
P o r consiguiente: 

S i de los problemas sustituidos sucesivamente á p a r t i r del propuesto, 
las condiciones de una cualquiera son consecuencias del precedente, las 
soluciones de uno cualquiera de ellos contienen todas las del propuesto, y 
pueden contener otras e x t r a ñ a s . 

18. Esta h i p ó t e s i s facil i ta el obtener una figura, con la cual pue-
1 den combinarse otras figuras ó l í nea s au
x i l i a r e s , que se j uzguen como las m á s 
adecuadas para l legar á deducir de sus 
relaciones con la supuesta, la verdad ó re-

\sultados propuestos. 
Ejemplos: 

^s- 5-a 1.° T r a z a r una tangente común á dos 
circunferencias dadas ( f igura 5.a). 

HIPOTÉTICAMENTE (análi
sis), se principia por con
siderar: 

1.° T ' T tangente á las 
dos circunferencias. 

2.o De esta hipótesis, 
u n i d a á l a s CONSTRUCCIONES 
AUXILIARES: radios OT y 
O ' T ' y i a 

O ' M |¡a á T T 
resulta: 
O'M targente á circunfe
rencia de radio R = R ' , pues 

O'iM es _L á OT . 

3.° Deduciéndose, en fin 
que: 

T T ' e s | | a á M O ' 

Este resultado 
deducido de su
poner resuelto 
el problema con 
duce. 

PRÁCTICAMENTE (síntesis), 
á la CONSTRUCNIÓN FINAL si-
guíente. 

I.0 Trazar la tangente 
á la circunferencia de ra
dio R~R ' , desde O'. 

2.o Trazar los rádios 
OT' y O T 1 á O ' M ' . 

3.° Trazar la 
11a T T ' á M O ' 

que resuelve el problema. 

A s í el cuadro: 

„ . . i TT ' tangente pe-
Hipotcsis . . j ¿ii¿a 

, ( O'M Hangente á 
C o n s i r u c - \ la c i ^ f e p e n -

cían ymcu. 
cía auxiliar 

file:///sultados
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Construccio-
nesauxilia-
res ó inter-| 
medias . 

S o l u c i ó n fi
nal . . . . 

radios O T y O T 
que son perpen
diculares á T T 
y O ' M paralela 
á T T 

Luego: O ' M es 
tangente á la 
circunferencia 
auxiliar. 

Rea l i zac ión1 
de lascons-j 
truccionesf 
auxiliares,[ 
antes hipo-' 
tóticas. . 

OT y O T per
pendiculares á 

MO' , que son ra
dios, y TT ' pa
ralelas á MO' 

R e a l i z a c i ó n ] TT ' es también 
d e l a h i p ó - f tangente á la 
tes is p r i - i circunferencia 
mera. . .1 O' 

hace ver m á s claramente que el anter ior , la perfecta rec iproc idad é i n 
v e r s i ó n del p rob lema en su fase HIPOTÉTICA (aná l i s i s ) , y en su fase REAL 
( s ín t e s i s ó c o n s t r u c c i ó n final). 

2.° Sea demostrar que; 
S i dado u n pun to M de una circunferencia se t razan perpendiculares 

á cada uno de los lados de u n t r i á n g u l o A B C inscripto en la misma, sus 
PIÉS SE HALLARÁN EN LÍNEA RECTA. 

Supongamos los puntos D , E y F en l í n e a recta, lo 
cual equivale á suponer, 

áng1. F E A = á n g . B E D 

De esta h i p ó t e s i s , un ida á las perpendiculares del 
Fig. 6.» enunciado y á l a c o n s t r u c c i ó n de las l í n e a s auxi l ia res 

M A , M B , resulta; 
á n g . A M F = á n g . B M D , 

pues á n g . A M F = á n g . F E A y á n g . B M D = á n g . B E D , 

en los c u a d r i l á t e r o s inscr ip t ib les A M E F y M E B D , en v i r t u d de los á n 
gulos rectos en T, E y D . 

A ñ a d i e n d o á ambos á n g u l o s el á n g u l o F M B , resulta: 

á n g . F A I D = á n g . B M A ; 

pero á n g . F M D es suplemento de á n g . C; luego el á n g . A M B t a m b i é n 
lo s e r á : luego el punto pertenece á la circunfereneia. 

SIENDO ESTO CIERTO, t a m b i é n SERÁ CIERTA la r e l a c i ó n supuesta 

á n g . D E A = á n g . B E F , 

y el teorema queda demostrado. 
18. E l a n á l i s i s g e o m é t r i c o l l eva consigo la necesidad de SUSTITUIR 

unas cuestiones á otras, y po r esta r a z ó n puede m u y b ien l lamarse 
MÉTODO DE SUSTITUCIONES SUCESIVAS. 
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CAPITULO n r 

E l m é t o d o s i n t é t i c o 

20. L a s í n t e s i s y a se sabe que es el encadenamiento inverso a l 
obtenido en el a n á l i s i s g e o m é t r i c o desde que se ha l legado á una p ro 
p o s i c i ó n admi t ida ó á u n p rob lema inmediatamente resoluble. Solo en 
este caso el encadenamiento e s t á regulado, ó mejor, calcado sobre el 
que s i r v i ó en el a n á l i s i s . 

E n otro caso, l a s í n t e s i s no se somete á n i n g u n a regla, pues su 
é x i t o depende tan só lo del caudal de conocimientos que posee el que 
resuelve una c u e s t i ó n y de la opor tun idad con que v ienen á su me
m o r i a aquellas proposiciones m á s adecuadas ó m á s conducentes para 
l l ega r al resultado. 

Esta i n d e t e r m i n a c i ó n ó falta de reglas fijas en sus procesos que 
caracteriza al m é t o d o s i n t é t i co e s t á supl ida en parte: 1.° po r m u l 
t i t u d de m é t o d o s par t iculares ó procedimientos. 2.° Po r el empleo de 
ciertos teoremas capitales, que por efecto de sus m ú l t i p l e s consecuen
cias se cons t i tuyen en el h i lo conductor de l a in te l igencia hacia su fin-

2 i. Estos procedimientos lo mismo se emplean en el m é t o d o de 
i n v e n c i ó n , que con t r i buyen é formar la s í n t e s i s ó el o rganismo c i en t í 
fico, y son: 1.° L a dup l i cac ión de los datos mediante las figuras s i m é 
tricas. 2.° E l g i r o al rededor de u n punto. 3.° E l rebatimiento al rede
dor de una recta. 4.° E l movimiento s in d e f o r m a c i ó n de una figura 
para pasar de una p o s i c i ó n á otra, etc. 

Todos estos procedimientos corresponden ó son formas diversas 
del m é t o d o de superpos ic ión , que m á s b ien pudie ra l lamarse de ident i 
ficación, porque lo esencial no es que se haya l legado á la superposi
c i ó n efectiva, sino que se haya demostrado que existen las condiciones 
necesarias y suficientes para dicha s u p e r p o s i c i ó n , lo cual depende de 
los teoremas que t ra tan de los casos fundamentales en l a i gua ldad de 
t r i á n g u l o s . 

L a parte de l a G e o m e t r í a que t rata de la igua ldad se hal la consti
tu ida por el empleo de estos procedimientos 

Otro procedimiento que es el de la d e m o s t r a c i ó n ad absurdum, 
aunque, como dice L a c r o i x (2), es a n á l i s i s , no siendo m é t o d o inven t ivo . 
P o r él no se ha l la ú obtiene n i n g u n a nueva verdad, pues sólo consiste 

(1) Por esta razón hemos dividido nuestra Geometría elemental, 2.a edición (1888) en dos 
partes: Teoría de la ig-ualdad y desigualdad y Teoría de la proporcionalidad. 

(2) Essais sur lensúiyncmcnt, etc. (pág-s, 210-211). 
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en hacer e x p l í c i t o s dos casos de una p r o p o s i c i ó n i m p l í c i t a m e n t e con
tenidos en los otros dos que y a se demostraron (directo y r e c í p r o c o , ó 
directo y cont ra r io , etc. V é a s e Complemento de Geometr ía , 1881, 6 Con
sideraciones sobre la conveniencia de u n nuevo p l a n p a r a la enseñanza 
de las m a t e m á t i c a s , 1877). 

Otros m é t o d o s part iculares son los que s i rven para cons t i tu i r l a 
segunda parte de la G e o m e t r í a (que en m i Geomet r í a elemental he l l a 
mado T e o r í a de la proporc ional idad geométr ica) y estr iban en el em
pleo de r a z ó n y la doble r a z ó n ó r e l a c i ó n a n a r m ó n i c a . Mediante el 
p r i m e r o se determina u n punto ó una recta, y de el lo tenemos n u 
merosos ejemplos en los tratados elementales, y t a m b i é n sistemas de 
puntos con r e l a c i ó n á otros sistemas (figuras homotét icas) . Mediante el 
segundo, se de te rminan inmediatamente sistemas de puntos en una 
recta (series homogrdficas y en involución) 6 de rectas al rededor de u n 
punto (sistemas de haces homográfieos y en invo luc ión ) . 

E l empleo de productos conduce á las figuras inversas, etc. 
Ejemplos: L a t e o r í a de igua ldad de t r i á n g u l o s y p o l í g o n o s se basa, 

y a en l a s u p e r p o s i c i ó n , y a de una manera m á s breve en los casos fun
damentales de la igua ldad de t r i á n g u l o s . L a t e o r í a de las perpendicu
lares y oblicuas se ha l la en el mismo caso. L a de paralelas se esta
blece haciendo la s u p e r p o s i c i ó n mediante u n g i r o . A s í al demostrar 
L a c r o i x en su G e o m e t r í a elemental, que si dos rectas forman con una 

secante á n g u l o s alternos internos iguales, son para
lelas; hace g i r a r la figura al rededor del punto me
dio del segmento de secante comprendido entre las 
dos rectas, para conclui r , que, si estas se encontrasen 
á u n lado se e n c o n t r a r í a n a l otro, y entonces dos rec-

Fis-7-a tas t e n d r í a n dos puntos comunes s in co inc id i r ; y 
otros autores, t razando por dicho punto una perpendicular á una de 
las rectas forman dos t r i á n g u l o s , que al superponerse, mediante el 
g i r o , conducen á que t ambién dicha perpendicular lo s e r á á la o t ra ; y 
por consiguiente s e r á n paralelas . 

Las propiedades del para le logramo se establecen enseguida, como 
consecuencia de los casos elementales de igua ldad ó desigualdad de 
t r i á n g u l o s , t ransformando a d e m á s la c o n d i c i ó n de paralel ismo en 
i g u a l d a d angular ó r e c í p r o c a m e n t e . 

L a d e t e r m i n a c i ó n del punto 6 de la recta por medio de una r a z ó n 
const i tuye una g e n e r a l i z a c i ó n del m é t o d o de s u p e r p o s i c i ó n ó do i g u a l 
dad de t r i á n g u l o s , pues en la p r i m e r a par te de l a G e o m e t r í a en que 
se emplean, só lo se trata del caso de la igualdad , ó sea el en que la 
r a z ó n de segmentos ó angula r es i g u a l á la unidad. E n este p r i m e r 
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caso entra la c o n s i d e r a c i ó n de rectas especiales, como las bisectrices, 
las medianas y las a l turas . E n el segundo caso se puede tratar á e p u n 
tos y de rectas cualesquiera, pues una r a z ó n n u m é r i c a , entera fraccio
nada ó aun incomensurable determinan u n punto ó una recta corres
pondientes al va lo r de la misma. 

E l p r i n c i p i o fundamental de la d e t e r m i n a c i ó n del punto , se enuncia 
diciendo que: E n la recta que une dos puntos existen dos y solamente 
dos tales, que la r a z ó n de sus distancias á aqué l los es una cantidad 
dadaW. Este p r i n c i p i o i m p l i c a ya el concepto de continuidad. 

E l teorema r e c í p r o c o del s iguiente: Toda para le la ca d la base A C 
de un t r i á n g u l o B A C , divide á los otros dos lados en partes proporcio-

7 t . cB aB U) 
nales, o sea que: si —— = —— la recta ab sera para le la a la base A B , 

cA aC 
es un caso par t i cu la r del teorema de Menelao, el en 
que la transversal ca (f igura 8.a) es paralela á la base, 

I es decir, en que el punto b e s t á en el in f in i to , pues 
B M M I entonces en la r e l a c i ó n • 

Fitr. 8.» 

B a Cb Kc_ 
l í a "AT "BÍT 

= 1 

Qb 

Ab 
tiene que ser i gua l á í . 

A s i , pues, el teorema de Menelao debe seguir á dicho teorema; 
como el teorema que determina la paralela por medio de á n g u l o s a l 
ternos internos iguales sigue al p r i n c i p i o de la existencia de la pa
ra le la W. 

Observaremos, a d e m á s , que con dichos teoremas se ha hecho un 
empleo tác i to en todos los tratados de G e o m e t r í a del t r i á n g u l o de 
referencia, en la G e o m e t r í a del p lano y de los puntos bases en l a Geo
m e t r í a de la recta. 

A d e m á s puede observarse que en el caso de la t ransversal ca, pa
ralela á la base A C del t r i á n g u l o , el c u a d r i l á t e r o completo AOacBb, 
tiene el v é r t i c e b en el in f in i to , y el l uga r g e o m é t r i c o del punto m ó v i l m 
es la mediana B M , luga r de los conjugados a r m ó n i c o s del punto b res
pecto á los lados del á n g u l o B , lo cual puede demostrarse directa
mente diciendo que por los t r i á n g u l o s semejantes m a n y mMC, mm'a 
y m M A , m ' es l a i n t e r s e c c i ó n de la mediana B M con la paralela ca á la 
base m, es l a de las diagonales A a y O , resul ta 

(1) Teniendo en cuenta el signo como se debe, existe uno solo. 
(2) En el caso de ser la igualdad de productos, queda determinada la recta antiparalela 
(3) Véase mi Geomelria Elemental, 1," parte, pág 21 (2." edición, 1888). 
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Cin m m m a lueg-o 
cm 

m M C M ' m M M A ' C M A M 

T a m b i é n por los t r i á n g u l o s Bcm y B A M , Bm'a y B M C , 

am , A M C M 

A M 
lueero- luefí-o A M = C M . 

A M C M C M 
D e s p u é s que la r a z ó n simple de termina un pun to en una recta 

dada por los dos puntos de referencia (los infini tos puntos de l a recta 
e s t á n determinados por la serie de valores de esta r a z ó n c o m p r e n d i 
dos entre — oo y + c o ) , se determina un punto con r e l a c i ó n á otro me
diante la doble r a z ó n ó r e l a c i ó n a n a r m ó n i c a ; y desde esto momento 
queda establecida l a t e o r í a del punto en la recta, ó la G e o m e t r í a de 
una d i m e n s i ó n . 

E l p r i m e r caso que se presenta en la G e o m e t r í a de l a de termina
c ión de un punto con r e l a c i ó n á otro es el de los conjugados a r m ó n i c o s 
en u n t r i á n g u l o , mediante las bisectrices de uno de sus á n g u l o s 
{Geom. Elem., p . 2.a p á g . 130); y es claro que esto es independiente de 
la d i r e c c i ó n de l a base del t r i á n g u l o , resul tando de a q u í determina
dos el polo y la po la r , con respecto á u n á n g u l o , pues cada bisectriz es 
la p o l a r del punto de intersección de l a o t ra con l a base del t r i á n g u l o . 

2 2 . Nos hal lamos y a en la l í n e a d i v i s o r i a de las dos regiones de 
la G e o m e t r í a , es decir, l a G e o m e t r í a elemental y la G e o m e t r í a l lamada 
superior, moderna, proyect iva, etc. L a p r imera e s t á caracterizada por 
el p redomin io de l a idea de igualdad, de la que se destaca la de la p r o 
porcional idad. L a segunda toma como punto de par t ida este super io r 
concepto de 1% proporc ional idad , que la permite extenderse i n d e f i n i 
damente mediante nuevas relaciones que se de r ivan por combinac io
nes ul ter iores de este concepto. 

E n la segunda rama de la G e o m e t r í a , el empleo de las p roporc io 
nes r e s u l t a r í a demasiado pro l i jo y dificultoso; po r esto toma como 
puntos de pa r t i da nuevos elementos que condensan en s í y a p r o p o r 
ciones, y a otras relaciones m á s complejas diversamente combinadas. 

23. N o es posible en l a e x p o s i c i ó n de la ciencia proceder p o r 
s í n t e s i s r i g u r o s a de lo general á lo par t icular . A s í es que en d icha 
e x p o s i c i ó n el a n á l i s i s suele combinarse con la s í n t e s i s , p o r m á s que 
haya p redomin io de é s t a sobre a q u é l . 

Por ejemplo: en la t e o r í a de paralelas se demuestra ante todo que 
dos perpendiculares á una recta son paralelas, y de este teorema se de
duce el m á s general , que dos rectas que fo rman con ot ra á n g u l o s a l ter
nos internos iguales, son paralelas . 

E n cambio la i g u a l d a d de los t r i á n g u l o s r e c t á n g u l o s se establece 
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como u n caso par t i cu la r de la i gua ldad de los t r i á n g u l o s cualesquiera 
E l fin esencial de la G e o m e t r í a es l a de te rminac ión , j é s t e se ob_ 

tiene encadenando unas figuras con otras po r medio de las construc
ciones auxi l iares , que son en el razonamiento g e o m é t r i c o lo que los 
t é r m i n o s medios en el razonamiento s i l og í s t i co , t é r m i n o s medios que 
deben ser eliminados, r e d u c i é n d o s e l a d e m o s t r a c i ó n á la e l iminac ión 
de los elementos introducidos en las construcciones, un ida á la legi t ima 
ción de relaciones que los l igan con los extremos. 

24. L a G e o m e t r í a elemental se l i m i t a á emplear el paralelismo, 
la,perpendicularidad y la bisección como procedimientos fundamenta
les que la conducen en su ú l t imo grado , s e g ú n y a se l i a dicho, al em
pleo de las proporciones como su instrumento de mayor eficacia y de 
super ior g e n e r a l i z a c i ó n . 

A q u í de detuvo l a G e o m e t r í a elemental y a q u í comienza una 
nueva rama ó u n desarrol lo de esta ciencia m á s a m p l i o , que tiene por 
punto de pa r t ida la r e l a c i ó n a n a r m ó n i c a (ó en u n caso par t icular la 
a r m ó n i c a ) , conforme hemos t a m b i é n manifestado; y nuestra insis ten
cia en este punto tiene por objeto el presentar a lgunos ejemplos de 
e l i m i n a c i ó n mediante la cual los g e ó m e t r a s de la a n t i g ü e d a d , b a s á n 
dose en el paralel ismo de rectas y en la i g u a l d a d de razones l legaban 
á proposiciones de orden super ior a l de los elementos. 

E n efecto, ios enunciados de los lemas I y I I de Pappus son: 

I. Sea la figura p i B Q P a A , sea • = , t íñase ms Se t e n d r á 
pB pQ, . 

que mS es pa ra le la á pB (fig. 9). 
I I . Sea la figura B ¿ Q Í Í A R P S . S i B R es pa ra le la d ab y se tiene ade-

BA QP 7 , , A D . 
mas que A 0 = T:>D ; los tres puntos o, m , R e s t á n en l inea recta. A R P R 

DEMOSTRACIÓN.—Para el l e m a l , t r á c e s e por el [.] P la 
y ú n a s e L con A . Se t e n d r á 

P L á Q¿, 

_PA 

pB pQ 

_pP_ = 1 L 

pQ 

luego 

a d e m á s 

{ h i p ó t e 
luego 

PA 3L 

(constr.) 
pB 9b 

;luego L A es !|a á ¿ B ; 

ab 

u 
ab 

aB 
A S 
am 

; luego 
(a) 

aS am 
A S - " P m ' 

L 5 F m 
{constr.)] luego P A es || a á ?nS. 

(1) Esta hipótesis equivale en el lenguaje moderno á suponer una involución entre los 
puntos A, B; P, Q y el punto central p (éste corresponde al punto en el infinito R). 
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Para el lema I I ( f ig . 10), t r á c e s e L P || a á «A , y ú n a s e L con Q. 

Se t e n d r á 

QP R P 
B A R A 

(Mpót.), 
L P 

; luego; L p 

L P || a á « A {constr.)] 

mP 
ma 
aS 

PQ 
ab 

A S 

QP 

Siendo, pues {d) 

QP 

ab A B 

L P QP 

y a d e m á s 

A T 

R P 
B A R A 

A B 

{h ipó t ) ; 

sera L P R P , , 
A S = R A {e)] 

luego los [.]s R, m, S e s t á n en l í n e a 1 a (13, constr.) 
E n la d e m o s t r a c i ó n del p r imer lema, la h i p ó t e s i s unida á la cons-

pP 
t r u c c i ó n , permite e l iminar el t é r m i n o medio —p-; y l a igua ldad resnl-

pQ 
tante produce la d e t e r m i n a c i ó n de la recta L A 
como paralela á bB. Este paralel ismo permite á 
su vez cont inuar el encadenamiento de nuevos 
segmentos en p r o p o r c i ó n , y la e l i m i n a c i ó n de la 
r a z ó n c o m ú n -^-r- entre las relaciones (a), condu-

Fig. 10 

ciendo l a igua ldad final 
aS 

hb 

am 
al paralel ismo de P A y mS. 

Z. G. DE G. 
A S Pwi 

(So c o n t i n u a r á ) . 

NUEVOS P U N T O S DE V I S T A EN M A T E M Á T I C A S 
POR D . LAURO CLARIANA 

C a t e d r á t i c o de la Univers idad de Barcelona 

O b s é r v a n s e en la in te l igencia humana ciertas i r regular idades que 
desdicen del noble fin á que debe d i r ig i r se , y que se a c e n t ú a n cuando 
se trata de que dicha in te l igencia siente sus reales en e l terreno de la 
M a t e m á t i c a . 

Desde los p r í s t i n o s t iempos d e s c ú b r e s e en dicha ciencia una como 
tendencia hacia lo abstracto é indeterminado; empero esta tendencia 
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á la g e n e r a l i z a c i ó n dista mucho de haber adqui r ido todo su apogeo 
en l a actualidad; aun nos moles tan los moldes estrechos entre los 
cuales nos movemos, no siendo fácil encontrar l a l í n e a media que nos 
debe faci l i tar el avance en nuestra marcha; p o r eso, unas veces nos 
estacionamos, y otras, cansados de buscar el sendero que nos in te
resa s in ha l l a r lo j a m á s , en medio de nuestra d e s e s p e r a c i ó n tomamos 
el hacha con l a mano para des t ru i r todo lo que se nos presente a l 
paso. Estos dos escollos se manif iestan de una manera m u y v is ib le en 
dos cuestiones fundamentales: en el desenvolvimiento de una f u n c i ó n 
y en el concepto verdadero de cantidad; no parece sino que las neb l i 
nas de l a Gran B r e t a ñ a v e n g a n á e m p a ñ a r el cielo azul y transpa
rente de las naciones del m e d i o d í a de Europa . 

Vamos, pues, á manifestar en este t raba j i l lo y á grandes rasgos: 
1.° Que los conceptos de T a y l o r p rocu ran u n cierto estacionamiento 
para l a ciencia. 2.° Que la t e o r í a de los l í m i t e s de N e w t o n destruye 
ciertas cantidades importantes , que no deben confundirse, n i mucho 
menos despreciarse cuando se t rata de ensanchar los conceptos hasta 
lo ú l t i m o . 

Respecto al p r i m e r punto , puede decirse que las tentativas de 
W r o n s k i , Fus , etc. acerca de los desarrollos de funciones en Facu l t a 
des, factoriales, grupos, etc. demuestran de u n modo fehaciente el de
seo que se tiene de salirse del estacionamiento en que nos ha colo
cado T a y l o r . 

Ciertamente que p o d r á objetarse que esas investigaciones aun no 
han dado los resultados que fueran de apetecer; pero no por eso de
bemos desmayar en nuestra empresa; esto es, no debemos cejar en 
p rocu ra r nuevos puntos de v i s ta para el desenvolvimiento de las fun 
ciones; v é a s e , si no, el impu l so que ha tomado la m a t e m á t i c a p o r l a 
idea feliz de Cauchy a l suponer que la var iable independiente de una 
func ión , en vez de moverse por una sola recta, tome movimientos 
cualesquiera s in sujetarse á r a í l a lguno. 

S i n embargo, fuerza es confesar que el e s p í r i t u de T a y l o r y N e w 
ton h á l l a s e tan arraigado entre muchos m a t e m á t i c o s , que, con r a z ó n , 
tememos haya quien encuentre a lgo exageradas las ideas que apun
tamos a q u í , si bien tenemos l a segur idad de que ellas pueden se rv i r 
para p r o m o v e r el desenvolvimiento de ciertas in te l igencias aletarga
das ó demasiado confiadas en sus maestros. 

E n ve rdad que cabe pregunta rnos : ¿ Q u é queda de la M a t e m á t i c a si 
qui tamos el teorema de Tay lo r? 

Ciertamente que nadie i g n o r a que, t a l como es tá const i tuida h o y 
l a ciencia, poco se salva de su inf luencia ; empero ¿es esto r a z ó n sufi-
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c í e n t e para que no procuremos sal i r de este c í r c u l o de h i e r ro en que 
nos hal lamos aherrojados? 

¿ L a s reglas de d e r i v a c i ó n son las ú n i c a s que pueden p r o p o r c i o 
narnos funciones que e s t é n enlazadas con las primeras? ¿No hay 
otras leyes que puedan p ropo rc iona r nuevas funciones secundarias? 
¿No descubr imos en la t e o r í a de las formas nuevos puntos de v i s ta 
de m á s alcance y m á s complejos? L a Jacobiana, por ejemplo, no es u n 
nuevo elemento a n a l í t i c o , que guarda í n t i m o parentesco con las d e r i 
vadas, b ien que con u n c a r á c t e r m á s general? ¿No p o d r í a m o s entre
lazar entre s í nuevos determinantes funcionales que gua rden cone
x i ó n con las funciones p r imi t i va s , s in necesidad de que apareciera 
en los t é r m i n o s del desarrol lo la marcha pesada y constante de las 
potencias crecientes y enteras de l a var iable independiente, o r igen de 
las series, elementos sospechosos y expuestos á m i l errores, de los 
cuales van siendo v í c t i m a s d i s t ingu idos m a t e m á t i c o s ? 

A h o r a bien, si de la p r i m e r a c u e s t i ó n pasamos á la segunda, su
ben de punto nuestras observaciones, pues tenemos la c o n v i c c i ó n de 
que el m é t o d o de los l í m i t e s debe quedar relegado á la h i s to r ia como 
el c é l e b r e m é t o d o de las fluxiones. 

E n la p r i m e r a c u e s t i ó n hemos v is to los per juicios que pueden re
sultar para la ciencia m a t e m á t i c a el ser demasiado esclavos del t eo
rema de Tay lo r ; empero como no se hayan encontrado a ú n nuevas 
leyes que puedan ven i r á sus t i tu i r le con ventaja, no estamos en el 
caso de abandonar lo del todo , si b ien estamos en el deber de trabajar 
para poderlo dar al o lv ido . N o sucede respecto al segundo punto lo 
p rop io , pues las discusiones de á ú l t i m o s del siglo pasado, a m é n de 
algunos estudios m e t a f í s i c o s del c á l c u l o hechos p o r ins ignes m a t e m á 
ticos en el s ig lo que se nos va, es suficiente para sentar bases só l i 
das y exactas sobre la verdadera n o c i ó n de cant idad, m a n i f e s t á n d o n o s 
al p r o p i o t iempo l a pobreza del m é t o d o de los l í m i t e s . 

E n una memor i a que t u v i m o s el gusto de r e m i t i r en el ú l t i m o Con
greso in te rnac iona l c ient í f ico celebrado en P a r í s y que m e r e c i ó l a dis
t i n c i ó n de insertarse en el Compte rendu del mismo, dimos á compren
der l a necesidad que existe de i n t r o d u c i r en M a t e m á t i c a s l a cant idad 
indefinida, como elemento fundamental , l ó g i c o y verdadero de la 
cantidad, ex t i rpando a s í de una vez el inf ini to y el cero, como a lgo r i t 
mos m a t e m á t i c o s . L a idea de la v a r i a b i l i d a d , siendo l a ú n i c a que nos 
puede quedar de l a cantidad cuando se l lega al fin de su genera l iza , 
c ión , no permi te conceder carta de naturaleza á lo que le falte esta 
nota precisa, como a s í sucede con el cero y el i n f in i t o . 

Verdaderamente que en lo indef in ido no se encuentra el va lor 
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cuant i ta t ivo; pero presenta la inmensa ventaja de que la r e l a c i ó n por 
cociente de dos indefinidos puede resolverse dentro de la finitud, f i n 
de terminat ivo de todo problema m a t e m á t i c o ; a d e m á s , en l a cantidad 
indef in ida pueden establecerse diferentes ó r d e n e s , const i tuyendo esta 
c o n d i c i ó n la esencia del c á l c u l o l lamado inf in i tes imal , c o n d i c i ó n que 
dentro de la buena l ó g i c a no puede concederse n i al cero n i al i n f in i t o . 

A s í , entre lo finito y lo indefinido, d iv id ido en ó r d e n e s y referido 
respectivamente á lo grande y p e q u e ñ o , establecemos una escala i n 
definida que, cual notas de la gamma musical , se pasa de lo m á s grave 
á lo m á s agudo, aunque dichas notas e s t é n escritas m u y lejos del 
p e n t á g r a m a ^ y aunque nuestro o ído sea incapaz de apreciar su tono. 
¿ H e m o s de creer, por ven tura , que no existe sino lo que pueden apre
ciar nuestros sentidos? ¿ P u e d e , en n i n g u n a o c a s i ó n , todo buen mate
m á t i c o dejar de aunar el mundo de la mater ia con el mundo de las 
ideas, siendo la ciencia de que se t rata la c o n d e n s a c i ó n de dichos dos 
mundos como reflejo del yo personal? ¿ P o d e m o s negar la existencia 
de l a belleza absoluta, porque no l legue á dibujarse en el espacio, ó 
p o r q u e no la alcance la punta del p ince l ó l a p luma del li terato? 

S é a n o s , pues, pe rmi t ido , en v i r t u d de las razones aducidas^ que 
demos s o l u c i ó n á la segunda parte que hemos presentado en este 
a r t í c u l o , admit iendo los indefinidamente grandes y los indef in ida
mente p e q u e ñ o s como ú n i c o s elementos para const i tui r l a base de la 
cant idad en M a t e m á t i c a s , sintetizados en lo finito, ú n i c o s y verdade
ros conceptos de cant idad que se enlazan directamente con la dife
renc ia l de L e i b n i t z . 

Nadie debe i g n o r a r que en la t e o r í a de los l í m i t e s se prescinde 
por completo de esa i n f i n i d a d de mundos que const i tuyen los dife
rentes ó r d e n e s de los indefinidamente p e q u e ñ o s , a s í como de los i n 
definidamente grandes; el pa r t ida r io de la escuela de los l í m i t e s cubre 
con velo tupido todo aquel lo que p o d r í a mor t i f icar le ; p o d r í a m o s de
c i r que, cual tenedor de l i b ros perezoso, se propone de u n solo ha
chazo destruir todos los edificios comerciales, donde se ha l la hacinada 
la r iqueza, á fin de evitarse el trabajo í m p r o b o á que le sujeta el debe 
y el haber, con que juega constantemente el capital . 

A d e m á s , para que desaparezcan de nuestros c á l c u l o s en cuanto 
sea posible el 0, y en par t i cu la r el signo co, p o d r í a m a s designar los 
indefinidamente grandes por I y los indef in idamente p e q u e ñ o s po r i . 
de esta suerte e v i t a r í a m o s que los citados s í m b o l o s , desprovistos de 
va r i ab i l i dad , ven g an á expresar de una manera i m p r o p i a todos los 
diferentes ó r d e n e s de los indefinidos, resul tando, p o r ende, confusio
nes s in cuento dentro del a n á l i s i s , como se puede apreciar cuando se 
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t rata de las formas indeterminadas expresadas por 

Jm — Jre & 

00 , &. 
O 00 

IT' a?; 
E n ve rdad que es difícil aver iguar lo que representan estas ex

presiones s e g ú n la buena lóg ica , mientras que s i se escribiera 
Jm 

en el concepto de que m j n representaran diferentes ó r d e n e s de los 
indefinidos, p o d r í a m o s f á c i l m e n t e s e g ú n fuese 

< 
m = n 

darnos cuenta de c ó m o se viene á parar á una cualquiera de las tres 
c a t e g o r í a s que hemos s e ñ a l a d o para la cant idad. 

H a y que advert i r , no obstante, que dichas tres c a t e g o r í a s de can
t idad no deben tomarse de una manera absoluta, pues cabe si tuarnos 
en u n mundo cualquiera de los muchos indef inidos que existen para 
colegi r inmediatamente c u á l e s e s t a r á n por encima y debajo de nos
otros, recabando a s í las ú l t i m a s t r incheras p o r donde l a in te l igenc ia 
humana puede extender su vuelo. 

Antes de dar t é r m i n o á nuestro reducido trabajo, debemos mani 
festar que fuera de u t i l i d a d que se estudiase desde la g e o m e t r í a ele
mental la cantidad en sus tres c a t e g o r í a s , para que muchas demos
traciones no fuesen tan laboriosas y , sobre todo, para que se presen
taran m á s francas, o lv idando u n poco á los gr iegos para recordar 
m á s á L e i b n i t z . 

De esta suerte, aunando lo moderno con lo ant iguo, obrando con 
l ibe r t ad de acc ión , s in i r regula r idades y con la l ó g i c a en l a mano 
se p o d r í a a l g ú n d í a manifestar de una manera clara y evidente de lo 
que es capaz la ciencia M a t e m á t i c a . 

i n w j c i i o n m í i m m m i m m de h, m m m 
PAR M . VÍCTOR SCHLEGEL 

Profeseur á l ' E c o l e Techn ique de H a g e n i / W 

(CONTINUACIÓN) 

L ' é q u a t i o n de (PiPa) est: 

(P, P2 «0 = 0, 
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ou 

ou 
a2 a3 *1 + a3 al ^2 — ai 2̂ ^3 = 0) 

/y» /y) 'V* 

^1 _|_ '•t/2 ^3 Q 

E t r é q u a t i o n de ( A j A a ) : 

ou 
( A j A2 x ) = O, 

ty* w fvt 

^ «2 «3 

E n comparant les é q u a t i o n s (7) et (24) on reconnai t a u s s i t ó t l a 
solut ion du p r o b l é m e : T r o u v e r la droi te c o n j u g u é e á u n po in t d o n n é 
P. — E t a n t d o n n é , au contraire , une dro i te 

p = P1 (<?, e3) + p2 e,) - h Pg e2), 

on t rouve les c o o r d o n é e s d u po in t c o n j u g u é P , en r é s o l v a n t les é q u a 
t ions 

J2 ) ai a2 

9 . Soit P u n point fixe, P' un po in t var iab le . A l o r s (PP') est u n 
r a y ó n quelconque du faisceau (P), et, en m u l t i p l i a n t les é q u a t i o n s 

P' = a / el - h a2' é2 + a3' e3, 

(7) 

(7') 

on obtient 

(25) = - «2«l') 0l*2) 

+ (agag' — oiga.,') {eües) -+- («ga/ — a^g') (^d,) 

Soit 
(26) ^ = ¿a + <̂ 2 62 + ^3 63 

le po in t c o n j u g u é au r a y ó n £. A l o r s , en remplacant dans l ' équa -
t i o n (24) les « par les a?, on t rouve : 

(27) ^ = a)3x3 (e^e3) + X3¿Ü1 {e3ei) + (e^e^) 

done, en comparant (25) et (27): 

£0^.2 = «^a' - « 2 ^ ' ; ^2^3 = S S ' - a3a2'5 ^3^1 = a3aí' — aia3'-

E n é l i m i n a n t les c o o r d o n n é e s var iables «!', a2', a3', on obt ient : 

(28) ^1 ^2 + ^2 ^3 + 0C2 ^3 = 0-
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Cette é q u a t i ó n r e p r é s e n t a n t le l i eu g é o m d t r i q u e du po in t a-, on peut 
enoncer le t h é o r é r a e : 

S i une droite \ tourne autour d\ in de ses points P, le point conjuguéTL 
décrit une coniquepassantpar les sommets du triangle rfo/me (e,e3e8), et 
vice versa. 

III. — Multiplication interiéure. 

10. S i l ' o i i é g a l e le segment de droi te {e^e^ji l ' u n i t é , on obtient: 

(29) (e, et) = 1. 

A l o r s on peut d é t e r m i n e r ohaoufi des points el et (?.2 par l 'autre. 
Pou r ce but nous posons 

(30) e2 = | , 

et nous appelons e.2 le snpplément de . 
Comme 

— (<?2^) = 1) o u [ « - . ( — < ? l ) ] = 1 > 

on a, selon la dé f in i t ion (30): 

(31) — ^ = | <?2. 

O n d é d u i t e n c o r é de (30) et (31): 

(32) | K = 1 *, = - ^ 

( («i l «i) = («i «J) = i; Os I«») = - fe O = fe «*) = i» 
I («j I es) = ^ ( e 1 e i ) = 0; 1 c,) = (<?.,«,) = 0. 

Si 
(34) a = ax ^ + a2<?.2, 

l a g randeur | a est dé fmie pa r l ' é q u a t i o n : 

(34íl) | a = a 1 | í | + a2 | e2 = a, — «, . 
De m é m e , s i 

(35) 
on a: 

(35a) 

(33) 

P i l i s : 

Done: 
(36) 

b = ^lel + e%t 

| b - ss i i 1 I e, = ^ ís — M i . 

( « | ¿ ) = a, p, + ,s p.2, ( ¿ | a ) = a, + p2 a., 

(a | ¿ ) = ( ¿ | a ) 

Si deux grandeurs (points) a et b sont d é r i v é e s des m é m e s po in t s 
^ et ^2, alors le produit interieur de «• et b est lo p r o d u i t do l 'uae g r a n -
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deur par le s u p p l é m e n t de l 'autre. On vo i t de (36) que la m u l t i p l i c a -
t idn i n t é r i e u r e est commutat ive, et que le t ra i t | peut é t r e r e g a r d é 
comme signe de cette m u l t i p l i c a t i o n . 

Si l ' on pose = on a: PJ^*,, P.2 = a¿) et 

(37) ( « | a) = + a/2. 
L a g randeur 

(a \ a ) — a? 

se nomine c a r r é i n t é r i e u r , et l a g randeur 

(38) + V ( « i « ) = + V < - + s"2 

valeur n u m é r i q u e de a. 
11. Les é q u a t i o n s du n u m é r o p r é c é d e n t admettent une autre i n -

t e r p r é t a t i o n , si l ' on suppose que ^ et e2 soient deux distances é g a l e s 
et normales entre elles, sortant du m é m e po in t (O). A l o r s , le s igne | 
peut é t r e i d e n t i ñ é avec l ' a n i t é imagina i re ¿ = V = 1 - L e p rodu i t (e^^) 
est l ' a n i t é p l a ñ e ( c a r r é , dont l ' a r é t e est é g a l e á 1), a e t b son deux dis
tances sortant du m é m e point O {a = O A , b = O B ) , et j ^ sont 
les c o o r d o n n é e s rectangulaires du po in t A ; É^, P2 celles du po in t B . 

Supposons, pour s impl i f ie r le calcul suivant , que a et b aient la 
m é m e longueur 1 que e.í et e.2. Soit en outre 

?i = Z ( ae , ) , (f.2 = / (be , ) , ^ — ?2 - T, 

a2 = s in tpn ^ = eos <f2, p2 = s in cf2, 

alors on a 

*, = eos 

Puis (34 y 35): 

( a ¿ ) = (aJ p2 — ^ p j ( ^ (?2) = sm 
ou 

\ ( a b y — s in (f. (39) 

De m é m e (34 et 35a): 

(40) ( a | = + a2 =:= cos ?• 

Si l ' o n m u l t i p l i e e n c o r é l a distance a par u n facteur n u m é r i q u e m , 
et de m é m e b par n , en posant 

ma = a l , nb = bx, 
on obt ien t : 

(39a) 

(40a) 

V(a1¿1)2 
(a, \ b l ) : 

= m n sm 

eos f . 



336 E L P R O G R E S O MATEMATICO 

Done on a le t h e o r é m e su ivan t : 
L a valeur n u m é r i q u e du PRODUIT EXTÉRIBUR de deux distances (ma, 

et n h ) est égal au p r o d u i t f m n ) de leurs valeurs numeriques et d u 
SINUS de Vangle f o r m é p a r elle; le PRODUIT BXTÉRIEÜR de deuoc distances 
est éga l au p r o d u i t de leurs valeurs n u m é r i q u e s et le COSINUS de Vangle 
f o r m é p a r elles 

A i n s i Taire d 'un para l le logramme f o r m é par les aretes ^ et bi est 
r e p r é s e n t é e é g a l e m e n t par les deux membres de (39a). ( V o i r (19)) .— 
E t si ax, bn G1 sont les aretes d 'un t r iangle quelconque, e t m , w, p leurs 
valeurs n u m é r i q u e s , on obtient, en é l é v a n t l ' é q u a t i o n 

«i + h = c1 

( v o i r n.0 1) au c a r r é i n t é r i e u r 

(41) a 1 l + 2]{aí | b , ) + b , ! = c , ! 

ou en regardant (40rt) et observant que 

(42) m2 + 2 m n eos ta + = _p2, 

ce q u i est le t h é o r é m e g é n é r a l i s é de Pythagoras . 
12. Si Ton ég-ale le segrnent de p l a n ( ^ g2 ̂ 3) á l ' un i t é , on peut 

t i r e r des é q u a t i o n s (22a) les suivantes: 

(43) 
{e2e3) = | ( g g ^ ) = | e,, ( ^ ^ ) = | e3, 

L o s d é v e l o p p e m e n t s suivants s'effectuent analog-uemente comme 
au n.0 10. De m é m e on donne á ees formules une i n t e r p r é t a t i o n re la -
t ive á l'espace, en suposant que e^ £2, éz soient t ro is distances é g a l e s 
et normales entre elles, sortant du m é m e point . 

(a^) = 0, ou b ien â 1 = 0 

IV.—Multiplication algébrique.—Équation d'une courbe.—Pole et pelaire. 

13. Soit a une droi te quelconque et x u n po in t var iab le , alors 
l ' é q u a t i o n 

(44) 

d i t que le po in t x est s i tué sur l a droi te a (20). Done (44) est Véquat ion 
de cette droite. E n remplagant x par sa va leur (26) on t rouve: 

(45) (a + (a e%) X., + (a e3) x3 = 0. 
(Se c o n t i n u a r á ) . 



E L P R O G R E S O M A T E M A T I C O 337 

-

P r i n c i p i d i L ó g i c a esposti secando le doctrine moderne d i D r . A l b i n o 
Nagy . To r ino , 1891 .—La obra que publ ico poco ha el profesor de 
filosofía del Liceo de V e l l e t r i Sr. N a g y resume en u n tomo de 214 p á 
ginas en 4.° menor los resultados de las i n v e s t i g - a c í o n e s que en estos 
ú l t i m o s a ñ o s se deben p r inc ipa lmen te á los filósofos y m a t e m á t i c o s 
ingleses y norteamericanos, y que ahora e s t á e x p o n i e n d o en su obra 
magis t ra l , de que y a me he ocupado (y aun v o y á ocuparme en el 
n ú m e r o p r ó x i m o ) , el sabio m a t e m á t i c o y filósofo Sr. Schroder. De 
manera que la obr i ta del Sr. N a g y forma una preciosa s í n t e s i s de la 
l ó g i c a exacta, ó del A l g e b r a de L ó g i c a , m u y ú t i l pa ra los p r i n c i p i a n 
tes, y que d e b í a de corresponder á una as ignatura de la 2.a ense
ñ a n z a , adecuada para desenvolver el h á b i t o del razonamiento , y de 
c a r á c t e r educativo conforme con las tendencias de l a é p o c a actual. 

D i s t i ngue el Sr. N a g y la parte de la l ó g i c a que considera la forma 
y no se ocupa del contenido, que deja indeterminado, y que se l l ama 
doctr ina de las formas elementales, de la que se l l ama doctr ina de las 
formas s i s t emát icas 6 metodología , que a d e m á s de la fo rma tiene en 
cuenta el contenido (siempre inde te rminado) , las cuales cons t i tuyen 
la lógica p u r a teorét ica ó f o r m a l (en un sentido m á s estricto) en cuanto 
estudia l a forma del pensamiento dejando, como se ha dicho, indeter
minado el contenido, y que t iene u n c a r á c t e r un ive r sa l como el á l g e 
bra, que represente con s í m b o l o s cantidades cualesquiera. 

L a pa r t e p r i m e r a t rata de las formas elementales: el concepto, el 
j u i c i o y el s i log i smo á que corresponden la palabra, la p r o p o s i c i ó n y 
el razonamiento; formas independientes entre s í . Define el concepto 
p s i c o l ó g i c a , me t a f í s i c a y l i n g ü í s t i c a m e n t e , y sus dist inciones absolu
tas por las que son ind iv idua les concretos ó abstractos y generales 
concretos ó abstractos, a s í como las relat ivas, considerando las rela
ciones fundamentales entre los conceptos, á saber: l a s u b o r d i n a c i ó n (*) 
( i n c l u s i ó n ) , l a interferencia ( i n c l u s i ó n ó e x c l u s i ó n parc ia l ) y la d i syun
ción ( e x c l u s i ó n total) , l l egando d e s p u é s de muchos ejemplos y cons i 
deraciones á def inir la suma de dos conceptos a j b 'como el m í n i m o 
concepto que contiene á a y ¿, y su producto como el m á x i m o con
cepto contenido en ambos . 

(*) Tiene cuidado de distinguir la subordinación de la SZÍSSMÍÍCÍOW, teniendo ésta lugar 
entre el concepto (concreto) de un objeto y el (abstracto) de una cualidad, pudiéndose la sub-
sunción convertir en subordinación, Así: Rosa blanca os una subsunción que se convertirá en 
subordinación cuando la rosa se considero como objeto blanco. 

(**) El Sr. Peano, en su obra Calcólo geométrico secondo VAusdehnnngslehre di IT, Gras-
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Pasa á examinar l a suma de todos los elementos de u n concepto 
ó su esfera {extensión) y e l producto de todos los conceptos del que es 
parte {comprensión), la n e g a c i ó n de u n concepto y modo de represen
tarse, a s í como su r e p r e s e n t a c i ó n g r á f i c a mediante las fig-uras g e o m é 
t r icas l lamadas s ímbolos eulerianos, las dos operaciones inversas: de
t e r m i n a c i ó n y g e n e r a l i z a c i ó n , mediante la a g r e g a c i ó n ó s u p r e s i ó n de 
factores, a c o m p a ñ a n d o como complemento una extensa c o l e c c i ó n de 
ejercicios y de problemas. 

E x p o n e var ias acepciones relat ivas al j u i c i o de algunos filósofos, 
d i s t inguiendo de la s u b o r d i n a c i ó n la subsunc ión . Tra ta del caso de la 
s u b o r d i n a c i ó n r e c í p r o c a ó igua ldad , y de los ju i c ios existenciales 
cuyos s í m b o l o s son: 0 < A , A = 0 , que expresan: A es, ó A no es, ó no 
existe. A d e m á s , no siendo siempre los t é r m i n o s del j u i c i o {a, b) idén
ticos á l o s conceptos por él expresados, presenta dichos t é r m i n o s « y b 
como funciones de los conceptos A y B 

a * > i ( A ) , ¿ = M B ) , 

siendo A y B la mater ia y tp, ^ la forma. Esto le conduce á considerar 
l a cantidad y la calidad, la suma y el producto de j u i c io s y sus re lacio
nes sintetizadas en el cuadrado lóg ico , que expresa las relaciones en 
que se ha l l an las proposiciones como contrarias, contradictorias, etc. 
r e d u c i é n d o l o todo al a lgor i tmo de la L ó g i c a exacta. 

A s í , representando como es costumbre por a y por e las proposi 
ciones universales af i rmativa y negativa, p o r i y po r o las pa r t i cu la 
res af i rmat iva y negativa, de 

a = l , se deduce ¿ = 1, de ¿ = 0 se deduce a = 0 , etc. 

De a = 1 se deduce ^ = 1 y e = 0 , de <?=1 , ̂  = 1 , a = 0 , etc. 

T ra t a enseguida de los j u i c io s d isyunt ivo y conjuntivo, divisivo y 
definitivo ó definitorio, teniendo és te l uga r cuando son v á l i d o s s i m u l 
t á n e a m e n t e los ju i c ios . 

a < bd, h d < a , por lo que a — bd 

mann, que aplica & las formaciones geométricas, Us operaciones de la lógica deductiva designa 
con la notación A - B ^ C . . . ó ABC... la máxima clase contenida en las clases A, B, C,... ó 
sea la clase formada por todos los entes que son BimultAneamonte A, B y C , . . . 6 conjunción do 
la lógica y con A w B « C la mínima clase que contiene A las clases A, B, C , . . . ó sea la clase d» 
los entes, que son ó A, ó B,... Piendo el signo - el de la disyunción de la lógica. 

Aprovechamos osta ocasión para consignar que el señor Peano ha realizado en varios 
de sus trabajos osta representación mediante el nuevo algoritmo de las proposiciones geomé-
tricas Véase l - F n n c i p i <le Geometría lógicamente esposti i issi»), /„. , propositions ,lu nnauimt 
ItvredAnchdes reduit en formules, etc.- (Z. G. DK O.) 



E L P R O G R E S O MATEMÁTICO 339 

D e s p u é s de r educ i r e l j u i c i o < ¿ á l a forma = 0 (pues m u l t i 
p l icando por bl se tiene abĵ  < , < 0, y en v i r t u d de la de f in i c ión 
del cero, ab^ > o = 0 ) , y el j u i c io elemental entre var ios conceptos. 

/ ( a , b, c , . . .n ) <<D (a , b , c,... n) á / (a , b, c . ) y { a , b, c . .^ = 0 

ó F (a, b, c . ) = 0 ó su n e g a c i ó n á F { a , b , c . ) > 0, 

t ra ta del p rob lema que consiste en obtener el n ú m e r o de ju i c io s ele
mentales universales y par t iculares correspondiente á n conceptos, 
y t e rmina el c a p í t u l o I I I con una c o l e c c i ó n m u y n u t r i d a de ejercicios 
m u y adecuados para dar á conocer este c á l c u l o aplicado á las dife
rentes clases de j u i c io s . 

E l c a p í t u l o I V e s t á destinado á exponer l a doc t r ina del s i logismo, 
que comprende: D e f i n i c i ó n . — D i s t i n c i ó n del s i log i smo.—Transforma
c i ó n y r e s o l u c i ó n de las relaciones elementales ( inversiones, s i logis
mos i n m e d i a t o s ) . — E l i m i n a c i ó n de las relaciones elementales (s i logis
mos media tos) .—La figura s i l o g í s t i c a . — T r a s f o r m a c i o n , r e s o l u c i ó n y 
el iminaciones de las relaciones compuestas (si logismos compuestos). 

N o vamos á seguir paso á paso el desarrol lo de l a doc t r ina de l s i 
log i smo que hace el autor con c lar idad y sensillez y en confo rmidad 
el o rden de ideas de q u e y a e s t a r á el lector suficientemente enterado p o r 
nuestra r e s e ñ a , pues, a d e m á s , ya acerca de la n o t a c i ó n que se sigue por 
el Sr. N a g y hemos hecho t a m b i é n indicaciones pert inentes al objeto* 

Nos b a s t a r á ci tar , po r ejemplo, de entre todos los modos y figu
ras del s i logismo que examina con arreglo a l a lgor i tmo de l a L ó g i c a 
exacta, el s iguiente: 

Sean las premisas a < b y a < a ) 

que se pueden escr ib i r as í : xbl = 0, = 0. 
M u l t i p l i c a n d o la p r i m e r a por a y la segunda por b ^ y sumando, se 
tiene 

ab^i + « ¿ j ^ i = 0 ó a61 (^ + ^ j ) = 0. 

De esto resul ta « ^ = 0 ó a < b . 
E l c a p í t u l o V trata de la doctrina de las leyes del pensamiento, ocu

p á n d o s e de las leyes de la cantidad lóg ica , p r i n c i p i o s de ident idad , 
c o n t r a d i c c i ó n , etc. 

L a parte 2.a de la obra trata de las formas s i s t e m á t i c a s , que com
prende: 1.° L a t e o r í a general , en la cual se trata de la definición y 
d iv i s ión en general . 2.° L a doctr ina s i s temát ica del concepto, en que 
explana la t e o r í a de l a def in ic ión y de l a d i v i s i ó n á que corresponden 
respectivamente las f ó r m u l a s 

x — a b c , w ~ a + b + c + . . . 
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siendo ju ic ios de ident idad conjunt ivo y d i syun t ivo . 
O t a m b i é n . 

^ = 1 1 a i 
i = l 

= ^ h 
Jc=l 

e x t e n d i é n d o s e en varias par t icular idades, entre ellas el que sean las 
definiciones a n a l í t i c a s ó s i s temát icas , nominales, reales, etc., t e rminando 
con l a clasificación. 

3.° D o c t r i n a s i s temát ica del ju ic io . E n este c a p í t u l o trata de la ar
g u m e n t a c i ó n que es s in té t ica (ó p rogres iva y a n a l í t i c a (6 regresiva) , 
siendo sus esquemas respectivamente: 

a > 0 ¡ 3 > a p V < í P i < T 
(d i rec ta) a > 0 ' Y = 0 7 < 1 

J > 0 J > 0 ( indirecta) p ^ p - | 7 ^ T 

Por ú l t i m o , l a doctrina s i s temát ica del silogismo conduce al autor 
á t ratar del m é t o d o en general , del m é t o d o inventivo, coordinativo y 
expositivo. 

Z . Gr. DE G. 

O X J E S T I O r T E S R E S X J E L T . A . S 

Cuestión núm. 62 (véaso t. II, págs. 128 y 184). 

Resolver el sistema de ecuaciones 

= a, 
¿c1 + x y - \ - y ^ 

x + y 
= b 

( R . Guimaraes). 

Otra solución de M. H. BROCARD (véase t. I I , pág. 184). 

Haciendo 

a = 2 a , ^ = 2 p , ai + y = t , x — y - = z 

se obt ienen las ecuaciones 

í 3 - 6 a ¿ 2 4 - 3 (p2 + 3«8) t - 8afi2 == 0 

& — + 3 + 3 ^ ) ^ _ sp̂  -2 = 0 

que por las sustituciones 
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se reducen á 

uA + 3 (p2 - «4) w + 2a (a2 - p2) = 0 

v3 + 3 (p2 - a2) v 4 . 2 p (a2 — p2) = 0 

á las que es aplicable l a f ó r m u l a de Cardan, j da para los valores de 
u y de v las expresiones: 

u = A B ( A + B ) , v = A B (A + B ) 

donde se ha puesto, para abreviar , 

Solución por el SK. SCIIIAPPA MONTEIEO. 

De las ecuaciones propuestas se deduce l a e c u a c i ó n h o m o g é n e a 

* — 2/) ( « ' + í/'2 + • ̂ ) = « ( « 4 - y ) (¿P' + y2 - a#) (1) 

en l a que se hace * i g u a l á zy, y resulta, 

6 (*8 — 1) = a (¿3 + 1) (2) 

y por consiguiente. 

z0= 
a + b 

b — a 
(3) 

Sust i tuyendo ahora x p o r ^ en la p r i m e r a e c u a c i ó n propuesta, 
se t e n d r á 

de donde 

«4-1 
«2 + z + 1 

(4) 
— 1 

^ 4 - 1 
(6) o os = az 

z* - 1 

3̂ - 1 

(5) 

(7) 
22 1 

S ó l o falta reemplazar en estas ecuaciones el va lo r de z de l a ecua

c ión b i n o m i a (3). 

OBSERVACIÓN: E n el caso par t i cu la r en que ot = ¿ se tiene y = 00 

y # = a. 
Solución del Su SOLLERTINSKY. 

D i v i d i e n d o 

+ ^ (1) por ̂ - ^ + ̂ =¿ (2) 
« + y ce — y 
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se obtiene ^ 

^ - y3 á . ' , 
— — - — . == — de donde — r 
«3 - h y3 b y* 

b + a 
(3) 

E n fin, restando (2) de (1), d e s p u é s de haber quitado los denomi
nadores, se t e n d r á : 

2 ¿vy =; {b + a ) y — (b ~ a ) x 

de donde 

b + a ( b - a ) 
y 

Cuestión núm. 12 (Véase 1.1, pág. 239). 

Sean A B la tangente en A á una circunferencia O; D K A/ j»"!,ir del 
punto A con r e l a c i ó n d o t ra circunferencia O'. H a l l a r el lugar geomé
trico de la in tersecc ión M Za* rectas A B , D E cuando él p lmtb A 
cr¿5<? la circunferencia Q.—Zahradnih . 

Solución por el Su. V. RETALI, profesor en el R. Liceo Bocearla de Milán. 

Resolvamos el p rob lema genera l para dos c ó n i c a s C'2, K2. Sea a la 
tangente en A á l a c ó n i c a C2; a l a po la r de A respecto á K'2. D e t e r m í 
nese el l uga r g e o m é t r i c o del punto { a a ) cuando A describe la có
nica Cs. E n tanto resul ta manifiesto que el l uga r buscado pasa por los 
cuatro puntos comunes á las dos c ó n i c a s C2, K2 y por los cuatro pun
tos en que la c ó n i c a K2 toca á las tangentes comunes á C2, K J. 

Cuando A recorre K2, l a tangente a describe u n haz de segunda 
clase y a otro haz de segunda clase proyect ivo con el p r imero . E l l u 
gar del punto (aa'), i n t e r s e c c i ó n de los pares de radios h o m ó l o g o s do 
los dos haces, es, pues, una curva de cuarto orden. 

Es fácil ve r en seguida que esta cu rva tiene u n punto doble en 
cada uno de los v ó r t i c e s del t r i á n g u l o conjugado c o m ú n á C'2 y K*. 

E n efecto, las tangentes á C2 en los dos puntos #a, en los que 
é s t a se ha l la cortada por u n lado x de dicho t r i á n g u l o , encuentra]] á 
las polares de x l y a?a respecto á K2, en el v é r t i c e X opuesto á x \ p o r 
consiguiente X es u n punto doble del lugar . Podemos, pues, conc lu i r 
que el l uga r buscado es una cu rva de cuarto orden y de sexta c lase , 
y que tiene sus tres puntos dobles en los v é r t i c e s del t r i á n g u l o con
j u g a d o c o m ú n á las dos c ó n i c a s dadas, que pasan por los cuatro p i m -

(*) Se sabe que ¿»8 — y3 = — y ) + ^ + ya) ; 4. y3 = _f. yy 

(¿p2 — coy + y*) . 
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tos comunes á las c ó n i c a s supuestas y por los cuatro puntos de con
tacto de K2 con las tangentes comunes á C2 y K2. 

Cuestión 12 (Véase t. II, pág. 216). 

Sean A', B ' los vér t ices de los t r i á n g u l o s e q u i l á t e r o s construidos ex
ter ior ó interiormente sobre los lados A B , BC de u n t r i á n g u l o A B C . S i 
sobre B ' A se construye el t r i á n g u l o equ i l á te ro B ' K A , el c u a d r i l á t e r o 
A ' C K A s e r á t m paralelogramo. 

Solución por D. RICARDO CARO, alumno de la Universidad de Zaragoza. 

P r i m e r caso — Supongamos que los t r i á n g u l o s e q u i l á t e r o s A B A , 
y B C B ' , son exteriores al t r i á n g u l o dado A B C . 

L o s t r i á n g u l o s B ' C K y B ' A B son iguales, 
po r tener B ' A = = B ' K y B ' B = B ' C por lados de 
t r i á n g u l o s e q u i l á t e r o s , siendo el va lo r de los 
á n g u l o s comprendidos 

Z B B ' A = ZAB 'C - Z A B ' C = 60° - A B ' C 
y Z-CB'K — Z A B ' K — Z A B ' C = 60° — A B ' C 

Resulta, por lo tanto, 

KC = A B = A A ' (1) 

T a m b i é n son iguales los t r i á n g u l o s B ' B A y C B A ' , por tener 
C B — B ' B y B A ' = B A por lados de t r i á n g u l o s e q u i l á t e r o s , siendo el 
va lo r de los á n g u l o s comprendidos 

ZCB A ' = ZA'BA-f-ZABC=60o+ABC 

y z A B B ' - Z B ' B C + Z A B C = 6 0 o + A B C 

luego C A ' = A B ' = A K (2) 

Las igualdades (1) y (2) nos dicen que el 
c u a d r i l á t e r o A ' C K A , tiene sus lados opues
tos iguales; luego es u n para le logramo. 

Segundo caso.— Cuando los t r i á n g u l o s 
e q u i l á t e r o s A B A ' y B C B ' son in ter iores al 
t r i á n g u l o dado A B C , basta apl icar los razo
namientos anteriores á l a figura adjunta, 
para l l egar á la d e m o s t r a c i ó n . 

Cuestión nún. 398 (Véase tít. I, pág. 184). (*) 

Desde u n punto M se t razan á una p a r á b o l a tangentes M A , M B que 

(*) Este número os el de la cuestión en el Journal de Math. elem. de M. de Longchamps. 
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cortan a l eje de ésta respectivamente en los puntos A ' , B ' . Demost ra r que 

M A M A ' 

M B M B ' 

Solución por el SB. RETALI, profesor del Liceo Becearia do Milán. 

De este p rob l ema se d ió y a una s o l u c i ó n a n a l í t i c a en la p á g . 208, 1.1. 
T a m b i é n puede darse otra s o l u c i ó n g e o m é t r i c a s e n c i l l í s i m a : 

T r á c e s e l a cuerda A B (**), y unamos el punto me
dio C con M . Enseguida t r á c e s e p o r B la paralela al 
eje de la p a r á b o l a hasta encontrar á M A en D . 

Siendo M C paralela al eje de l a p a r á b o l a , y por 
consiguiente á la B D , s e r á A M = M D ; pero 
M A ' : M A = M B ' : M B ; luego M A ' : A M = M B ' : M B 

93. H a l l a r el l u g a r de las proyecciones del centro de una elipse 
sobre las cuerdas comunes á esta elipse y á sus c í r c u l o s osculadores. 

94. S i en u n t r i á n g u l o A B O se tiene: • 1 + 256 eos A eos B eos C = 
3 (s iendo ««> el á n g u l o de B r o c a r d de A B C ) , el c í r c u l o de B r o -
c a r d j el c í r c u l o de Longchamps t ienen el mismo radio.—(JG1. Lemoine). 

95. E n t r e los n ú m e r o s enteros de cuatro cifras só lo hay uno ta l , 
que si se escribe á su derecha el n ú m e r o inmediatamente superior , se 
obtiene u n n ú m e r o de ocho cifras, cuadrado perfecto. H a l l a r este n ú 
m e r o , — ( H . Van Aubel) . 

96. Supuesto insc r ip to u n t r i á n g u l o A ' B ' C en otro t r i á n g u l o 
A B C , se unen los v é r t i c e s B y C del segundo á un punto cua lqu ie ra O 
del lado B ' C del p r imero . L a recta OC encuentra á A ' C y A B en 
E y F . O B encuentra á A ' B ' en D y A C á A ' C en F . Demost rar : 
1.° que los tres puntos A , D , E se ha l lan en l í n e a recta; 2.° que las 
tres rectas B B ' , F G , O A ' pasan por un mismo p u n t o . — ( i í . Van Aubel) . 

97. Se propone establecer de una manera elemental la iden t idad 
t g n A + t g n B + tgwC = tgwA. tgwB. tgnC, para n = 2' [ H . B r o c a r d ) . 

98. U n c í r c u l o ve r t i ca l de radio dado se mueve rodando sobre u n 
c í r c u l o h o r ú s o n t a l fijo de i g u a l radio . 

Se p ropone estudiar l a superficie reglada engendrada por u n d i á 
met ro del c í r c u l o m ó v i l , (secciones planas, l í n e a de e s t r i c c i ó n , con 
t o r n o aparente, pares de generatrices opuestas, etc.—(ÍT. B roca rd ) . 

(*) La figura adjunta es la publicada para la solución citada que dió D Nicolás Uo-artn 
á la que debe agregarse la cuerda AB y la recta MC, y la paralela á MC trazada por el punto 
B y prolongada hasta encontrar á MA en el punto D. 

Zaragoza. — Imprenta de C. Ariño, Coso, 100, bajo». 


