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1. Derinicrones preLiviNares.— El general Frolow ha presen-
tado accidentalmente & la Academia de Ciencias ") una Memoria so-
bre lo que ha propuesto llamar las igualdades de varios grados.
Recordaré desde luego la definicién que sirve de base ala Me-
moria citada, y, para limitarme, consideraré solamente en esta Nota
las igualdades de dos grados.
Cuando dos series de niimeros
My Ay oue Ap Ay 5 %z 50 Ep
satisfacen simultineamente & las dos igualdades
@ +tta +. 0P =% +2g F.oatap
ata+. . FapP=ata+. At
que se pueden eseribir mas sencillamente
in

Pl b

34 = 3, Tt — 3

diremos con el general Frolow, que estos nimeros verifican una
igualdad de dos grados(*),

(*) A pesar de que este artfeulo se publicd en el afio 1828 en Journ. de Math. élémentaives
del Sr, Longchamps, ereemos que serd oportuno el ofrecer a los lectores de EL PROGRESO MA-
TEMATICO su traduceidn, por las curiosas y poco divulgadas propiedades que en ¢ se desen-
vualven por su autor.

(**)  Comptes-rendus, séance du 19 novembrs 1888, Viase también 1 Bulletin de la Seciété
mathdmatique de France, 1859, p. 69,

(*) Para demostrar, por un ejemplo evidente, la existencia de estas igualdades, basta

tomar la sorie ab, be, e
ba, ch, ae;

designando a, b, ¢ cifvas cuslesquiera (ab=10a-}+b;...)
Igualmente abe, bea, caly;

ach, bac, chi ete,




.
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Si N es un nimero, y v una cifra en el sistema de numeracion que
adoptamos, de base 0; entonces el simbolo Nv representa, en la con-
vencién ordinaria, el ntimero obtenido escribiendo v 4 la derecha de N.

Segun esto, se tiene

Nv=N X 04+ v

Para més sencillez en la redaceién que sigue, supondremos 0=10,
¥y tendremos

(1) Nv=Nx 10 4+ 1.

HEsta igualdad prueba que se fiene

(2) (Nv)*=N?* x 100 + 20N x v +2*()
identidad evidente que utilizaremos en los desarrollos que siguen.

Para evitar repeticiones se sobreentenderd que las letras

@B A St
representan eifras.
2. TrorEma.— Si
(3) &y By ya o A T S

constituyen una igualdad de dos grados; los nitmeros
(4) aP, BY, Y2, ... ab, be, ca, .
poseen la misma propiedad.
Razonemos con tres cifras.
l.o Tenemos
of +fr +y2=11(zx +p+7)
ab 4+ be 4 ca = 11(a + b - ¢)
Por consiguiente, la igualdad
at+f+y=a+b+e,
conduce 4 la siguiente
af 4By +yz=ab-+be+ca.
2.0 Falta verificar que
(@B)*+(BY) -+ (ya)* = (ad)* +(be)*+(ca)?
Ahora
(@8)* =100 . a*+ B2 4-20q X B
¥ por consiguiente

(2B = (BY)2 + (ya)* =101 (2* P24 4%) - +20 (2 X B4-P X y4-1 X %)

(*) Conviene notar aguf, con cuidado, la diferencia que existe entre las dos escrituras
NeyN ¥ »
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Pero

(B +v)'=a+ B+ 1" +-2(2 X B4-B X 1471 X %)
De estas dos igualdades se deduce
(F) (@B 40 +12) =91 (e + 5+ + 10(a+B+7)*

Segilin esto, silas series (3) forman una igualdad de dos grados, lo
mismo sucede con las series (4).
Eiempro (0, — Las cifras
1,68 9240

forman una igualdad de dos grados, puesto que se tiene

1+6+4-8=15 1*++6*+-8*=101
2+444-9=15 J 2247 4-9°=101
Lios niimeros
16, 68, 81; 24, 49, 92;

forman también una igualdad de dos grados, se tiene, en efecto:

16+ 68+81 =165, ] 16246824812 =17441,
94 +49-+92—=165,

24°4-49*+02°=11441.

3. Trorema.— Si las dos series

af 4Py +ya
ab—+-be+ca
Jforman una igualdad de dos grados, las series
=, 1B, *;
ba, cb, ac;
forman tambidn wna igualdad de dos grados.
1o Se tiene
af+By+ya=11(a+B+7)
¥y asi mismo
Ba+-1B+ay=11(a+F+7)
de donde
- (2] (o] ap
af+py+r2=PFa+71f -a.
De esta observacién se coneluye

Ba—t-yft-ay=ba-+-cb+ac.

(*) ste ejemplo estd tomadn de la Memoria del general Frolow (Bulletin de la Societé
mathématique, 1889, p. T5).
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9.0 La férmula (F), arriba establecida, prueba que se tiene
(#B)*—(B7)* 4 (12)*=(B=)* -+ (1F) +(21)",
luego, ete.
Esempro,— Hemos hallado que las series
16, 68, 81
0 a2
24, 49, 92
constituyen una igualdad de dos grados. Segin el teorema prece-
dente, las series
61, 86, 18;
42, 94, 29;
gozan de la misma propiedad.
Se tiene, en efecto,

614+86418=165 | 61*+86*+18'=11441
424944 20=165 [ 24 14992 =11441
4. TroremMA.—Sean
a, B ¥, a, b, ¢
cifras que forman una igualdad de dos grados; los nimeros
aft, ?J.-, Te, ax, fa:i Y -

Jorman tambicn una igualdad de dos grados.
En efecto, haciendo
a+-fr=a-+b+4e=8,
x'-'—|—[‘lf+-.‘"-'f:,f.*'—[—]ﬁ_{_,»: T.
aXat+bx [3—;-,-): y=P,
se tiene
aaf-t-b+ye=aat-bi+tey=118
(2@)*+(B8)*+(ve)*=(ax)*+ (BE)* +(cy) =101 T+-20P
Esemrro.— Con las cifras ya empleadas se obtienen, por aplica~
cién del teorema precedente, las series
12, 64, 89;
1-.’.'_, -1“_\ ‘:]'."1‘;

uede verificar, en

que constituyen una igualdad de dos erados. Se I
efecto, que

12-4-644-89=21+ 464-98=165
1224642489 = 21*-1-46° +-98*=12161



5. Se generalizardn sin dificultad las propiedades precedentes de
las que se pueden deducir varios corolarios. Por otra parte, por apli-
cacion del método indicado, se establecen ficilmente otras proposi-
ciones andlogas. Véase, para cada ejemplo, la marcha que debe se-
guirse.

Llamemos caracteristicas de una serie dada A, B, C,... las canti-
dades p, 5.

p=A+B+C+... e=A+-B+0*, ..
y hagamos

A esta serie se puede agregar, de una infinidad de maneras, ofra
serie

T L e

cuyos diferentes términos son funeiones de las cantidades dadas
Ay O

Suponiendo que dos series formen una igualdad de dos grados;
para ver si las series agregadas gozan de la misma propiedad, se
debe verificar que sus caracteristicas son iguales.

Asi, para citar el caso mis evidente, siendo de dos grados las series

=
a2, ]E,! T:

a, Do )

(py 7 %)
siendo de dos grados las series
B+, v+, @+
b+-e, e+, a4 b;
son también de dos grados; y sus caracteristicas son
2p ¥ 202«
Eaempro.— Las series arriba consideradas dan
14,9, T; 13, 11, 6;
Igualmente las series
aly, Byz, v20; abe, bea, cab;
dan las igualdades de dos grados, cuyas caracterisficas son

111p, 101017422207,

R R
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TEOREMAS, PROBLEMAS Y MET0O0OS GEOMETRICOS

CONTINUACION (Véase phgs, 195-207)

24. PropoSICIONES CONTRARIAS, —Hay teoremas contrarios de otros
que se forman negando la hipdtesis y la tesis de éstos.

Ejemplos: Los teoremas. Todo punto situado wx la perpendicular
levantada d una recta en su punto medio, EQUIDISTA de Sus exiremos: St
dos rectas forman con una secante ANGULOS ALTERNOS ( CORRESPON-
DIENTES IGUALES, serdn paralelas, tienen por contrarios los siguientes;
Todo punto situado vuEra de la perpendicular levantada ¢ una recta en
su punto medio p1sTa pEsiGuALMENTE de los extremos de ésta. Si dos rec-
tas forman con una secante ANGULOS ALTERNOS O CORRESPONDIENTES DES-

IGUALES, No serdn paralelas.

25. Hay muchas cuestiones que tienen cuatro partes ¢ que estin
expresadas completamente por cuatro teoremas: dos directos, contra-
rios entre si, y sus dos reciprocos.

Ejemplos: A la cuestién de la posicién de un punto respecto 4 los
extremos de una reeta, se refieren los teoremas:

I.' — (Directo afirmativo). 2.0 — (Directo 1egativo).

Todo punto situado en la per-
pendicular trazada & una recla
en su punio medio, equidista de
SUS extremos.

Todo punto que equidista de
los extremos de una recta, se
lalla en la perpendicular traza-
da 4 ésta en su punto medio.

A la cuestidn de una recta que
teoremas;

lo— [D!ruoto afirmativo).

Si 4 dos rectas paralelas se
corta por una secante, forma-
ran eon csta angulos alternos-
internos izuales.

. 3.0 — (Reciproco afirmativo).

Si dos rectas forman con otra
angulos alternos-internos igua-
les, serdn paralelas.

Todo punto situado fuera de
perpendicularirazadad una ree-
ta en su punto medio, dista des-
igualmente de sus extremos.

4.0— (Reciproco negative).

Tedo punto que dista des-
izalmente de los extremos de
una recta, esta fuera de la per-
pendicular trazada en su punto
medio,

corta 4 otras dos, se refieren

2,0 — (Directo negalive).

Si 4 dos rectas no paralelas
seé corta por una secante, forma-
ran con esta dngzulos alternos-
internos desizuales.

1 3,'_': (Reciprooo negativo).

Sidos rectas forman con otra
angulos alternos-internos des-
1guales, no serdn paralelas,

los
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CAPITULO II

Analisis geométrico

I5. Elanalisis geométrico, generalmente atribuido 4 Platon 0, con-
siste en suponer lo que se busca como obtenido, y caminar de conse-
cuencia en consecuencia hasta llegar 4 reconocer como cierto 0 obte-
nido lo que se trata de demostrar G obtener. Asi Euclides en el libro
trece de sus Elementos lo define diciendo que <El Andlisis es la admi-
»8i6n de la eosa buseada como obtenida para deducir de ella conse-
»euencias que conducen & alguna verdad admitida». Pappo (Pappus)
de Alejandria, que admite dos géneros de andlisis, el teordtico cuyo ob-
jeto es la demostracidn de la verdad y el problemdtico cuyo objeto es la
ejecucion de algo propuesto, dice; <« En el género {eorético, suponien-
»do eierfo aquéllo de que se trata, y considerando como verdaderas
»las eonsecuencias que se deducen, como lo son en efecto qng'fm la
»hipdtesis, avanzamos hasta que llegamos 4 algo conoeido. Si esto es
»cierto, la proposicién lo serd también, y la demostracion se verificard
»en sentido inverso al del analisis. Pero si hemos llegado 4 algo falso,
»la proposicién serd por si falsa. En el género problemdtico, conside-
»ramos como ejecutado lo que se ha propuesto; y segiin las conse-
»cuencias que resultan, tratamos de llegar & algo conceido. Si esto es
»posible y factible, lo que los gedmetras llaman dada, la propuesta lo
»serd también, y la demostracidn se hard en sentido inverso al del
»andlisis. Pero siaquéllo & que hemos llegado se reconoce que es im-
»posible, el problema también lo serd. La deferminacion en la discu-
»si6n que ensena cuando, edmo y de cudntas maneras el problema es
»posible.

Siguiendo 4 Duhamel ® diremos que; « Cuando se buseca la demos-

b

(1) El Sr. Gino Loria, profesor de la Universidad de Génova, en su obra Nicola Fergola
é la Seuwoln di matematici che lo ebbe a duce reivindica para la escuela pitagérica, no sélo la
invencion del andlisis geométrico atribuido & Platen, sino que también la de las secciones ¢d-

nicas y la de los lugares geomdétricos ( § 8.0 Une rivendicazione).
«Recurriendo, en efecto, & la obra magistral de Allmann (Grel Geometry from Thales to

wboracion gradual del método de andli

Euclid) sabremos quo la e 8 yrr-mrh ico, mediante el

que la matematica se elevd sobre 1 ,
stu Teodoro Cireme ¥ Archita de Tarento, que fueron mapsiros de
ta
Platén 4 Leodama de Taso; asf como 1as secciones ednicas fueron inventadas por Menechimo,....
¥ en fin, los lugares geométricos fueron conocidos y empleados anteriormente & Plutdn.s

; elementos, es debida & los filés desde el

fundador de la escuala h

Platon en la matemdtica, y fué practicado por Hipderates de Clio y transmitide solame de

()  Des Méthodes dang les sciences de raisonnement,
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»>tracién de una proposicién enunciada, se buscard primeramente si
»puede deducirse como consecuencia necesaria de proposiciones ad-
»mitidas, en cuyo caso deberd ella ser admitida, y quedard demostra-
»da. Si no se ve de qué proposiciones conocidas puede ser deducida,
»se buscard de qué proposiciones no admitida podria serlo, y enton-
»ces la cuestion se reducira 4 admitir la verdad de esta tltima. Si ésta
»puede deducirse de proposiciones admitidas, quedard reconocida
»como verdadera, y por consiguiente la propuesta: sino se buscara de
»qué proposicién no admitida podria deducirse, y la cuestién quedard
sreducida & demostrar la verdad de esta tltima. Y se continuard asi
»hasta llegar 4 una proposicién reconocida como cierta; y entonces la
s»verdad propuesta quedard demostrada.»

Asi, pues, el método qne se llama analisis consiste en establecer
una cadena de proposiciones que comienza por la que se quiere de-
mostrar, acabando por una proposicién conocida, y tales, que partien-
do de la primera, cada una sea una consecuencia de la que le sigue;
resultando que la primera es una consecuencia de la wiltima, y por con-
siguiente verdadera como ella V),

16. Cuaso en que puede invertirse la dependencia de las proposiciones.
Si dos proposiciones son reciprocas, puede considerarse la segunda
como deducida de la primera en lugar de considerar que tiene 4 la
primera por consecuencia. Asi, pues, cuando se trata de proposiciones
ciertas con reciprocidad, la cuestion se reducirad & establecer el encadena-
miento demanera que cada proposicidn sea consecuencia de la que le an-
tecede hasta llegar « una reconocida como verdadera.

17. Método analitico en la resolucidn de los problemas. — El método
analitico en la resolucién de los problemas consiste en reducir el pro-
puesto 4 ofro en que se trate de hallar nuevas relaciones entre los
objetos de que se trata que tengan como consecuencia las correspon-
dientes al primer problema, y asi sucesivamente hasta llegar 4 un pro-
blema inmediatamente resoluble. En seguida se retrocederd por un
encadenamiento inverso desde el tiltimo problema hasta el primero que
se encontrara resuelfo.

Observacidn.—Cuando las relaciones sustituidas & las supuestas en
el problema primero, no les son reciprocas, toda solueién del segundo
problema serd solucidn de aquél; pero podria haber resoluciones del
primero que no lo fueran del segundo.

En el caso de ser reciprocas las condiciones de los dos problemas,
tambien las soluciones del primero lo serdn del segundo, de manera

(1) Tdem pag. 41.

“‘! '
|
|
|
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que al resolver éste no se perderd ninguna solucidn, Por consiguiente:

St en los problemas que se sustituyan sucesivamente, d partir del pro-
puesto, las condiciones de dos conseentivos son reelprocas, las soluciones
del primero son idénticas con las del ltimo vy con cualquiera de los dmufs_

Cuando las relaciones sustituidas son simplemente consecuencias
de las propuestas, toda solucién del primero serd solueién del segun-
do: pero todas las del segundo no lo son necesariamente del primero.
Por consiguiente:

Si de los problemas sustituldos sucesivamente & partir del propuesto,
las condiciones de una cualguiera son consecuencias del precedente, las
soluciones de uno cualquiera de ellos contienen todas las del propuesto, y
pueden contener ofras extraias.

18. Esta hipdtesis facilifa el obtener una figura, con la cual pue-
den combinarse otras figuras 6 lineas au-
vilictees, que se juzgnen como las mds
adecuadas para llegar & deducir de sus
relaciones con la supuesta, la verdad 6 re-
sultados propuestos.

Ejemplos:

1o Trazar una tangente comun d dos

circunferencias dadas (figura 5.2).

HipoTETICAMENTE (anali- PrAcTICAMENTE (sInlesis),
818}, 8¢ principia por con- A la CONSTRUCNION FINAL 8i-
siderar:

1.2 T'T tangente & las
dos circuriferencias.

2.0 De esta hipotesis, Yata rekultadd 1.2 Trazar la tangente
unidadlas CONSTRUCCIONES  deducido de By 4 la cireunferencia de ri-
AvuxiLIAREs: radios OT y  poner resuello . T e ’

(\- ‘}\I-.J,i ]_'\ll_ . radios C # el problema con dio R —R y df.‘..‘aflﬁ 85
) yia duce,

O'M|»4 TT
resiilias 2.0 Trazar los radios
O'M largente 4 circunfe- Ty O g O
renciaderadio R=R’, pues

O'Mes | 40T,

guiente.

] y 3.2 Trazarla
3.2 Deduciéndose, en fin o TT" 4 MO
que: Wi .
. TT es & 4 MO’ que resuelve el problema.

Asi el cuadro:
O'M tangente 4

syt IT tangente ne: Construcs) "1y oiveunferen-
Hipotesis. .| dida cidn final. .. la l.ll:_.l'_tl_l_ remn
{ da. - . cia auxiliar,
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3 Realizacidn) T A

\ . AT = . | + ] l o=
oo irgdios OT vy O'T g MO 2L ety
Construeeio- Sy 1 R 97, delas¢ '”'"”I pendiculares &

nesauxilia-{ que son perpen LEUCCEOTRE S yor oy y SON 11-

ok serarn { dignlares & T suxilaresd T RS
res o mer- v O'M ['ll]‘iill.'lﬂ aud I.L] 28,1 dios, y 'l pa-
medias . . A TT ) }K.I:E‘ = HpO=1" salelas A MO’
|1 Glicas. .

] Luego: O'M es Realizacidn) TT' es tambien

Solucidn “‘! tangente 4 la de la hipé«[ tangente 4 la

nal. . . . circunferencia tesis pri-{ circunferencia
) auxiliar. mera, . » o'

hace ver mds claramente que el anterior, la perfecta reciprocidad ¢ in-
version del problema en su fase mrorgrica (andlisis), y en su fase REAL
(sintesis ¢ construceion final).
2.2 Sea demostrar que:
Si dado un punto M de una circunferencia se trazan perpendiculares
¢ cada uno de los lados de un tridngulo ABC inscripto en la misma, sUS

PIES SE HALLARAN EN LINEA RECTA.

Supongamos los puntos D, Ey F en linea reeta, lo
cual equivale & suponer,

ang. FEA = dng. BED

De esta hipdtesis, unida 4 las perpendiculares del
Fig. 6.5 enunciado y 4 la construceidn de las lineas auxiliares

MA, MB, resulta;

ang. AMF = dng. BMD,

pues &ng. AMF = dng, FEA y ang. BMD = éing. BED,

en los cuadrildteros inseriptibles AMEF y MEBD, en virtud de los én-
gulos rectos en T, B y D.
Anadiendo & ambos dngulos el angulo FMB, resulta:

iang. FMD = ang. BMA;

. AMB también

o

pero dng. FMD es suplemento de dng. C; luego el dn;
lo serd: luego el punto M pertenece d la circungfer eneia.
SIENDO BS

ro ciErTo, también sEr4 crerra la relacidn supuesta
ing. DEA = dng. BEF,
y el teorema queda demostrado.
I18. El andlisis geométrico lleva consigo la necesidad de susmiruir

unas cuestiones 4 otras, y por esta razén puede muy bien llamarse
METODO DB BUSTITUCIONES SUCESIVAS,
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CAPITULO III

El método sintético

20. La sintesis ya se sabe que es el encadenamiento inverso al
obtenido en el andlisis geométrico desde que se ha llegado 4 una pro-
posicidn admitida 6 4 un problema inmediatamente resoluble. Solo en
este caso el encadenamiento estd regulado, ¢ mejor, caleado sobre el
que sirvié en el analisis.

En ofro caso, la sintesis no se somete 4 ninguna regla, pues su
éxito depende tan sdlo del eaudal de conocimientos que posee el que
resitelve una cuestién y de la oporfunidad con que vienen 4 su me-
moria aquellas proposiciones mis adecuadas ¢ mas conducentes para
lHleear al resultado.

Esta indeferminacién ¢ falta de reglas fijas en sus procesos que
caracteriza al método sintético esta suplida en parte: 1.c por mul-
titud de métodos particulares 6 procedimientos. 2.2 Por el empleo de
ciertos teoremas capitales, que por efecto de sus miiltiples consecuen-
cias se constituyen en el hilo conductor de 1a inteligencia hacia su fin-

21. Estos procedimientos lo mismo se emplean en el método de
invencidn, que contribuyen é formar la sintesis ¢ el organismo cienti-
fico, ¥ son: 1.0 La duplicacion de los datos mediante las figuras simé-
tricas. 2.0 Hl géro al rededor de un punto, 3.2 El rebatimiento al rede-
dor de una recta. 4.° El movimiento sin deformaeién de una figura
para pasar de una posicidn 4 otra, ete.

Todos estos procedimientos corresponden ¢ son formas diversas
del método de superposicidn, que mas bien pudiera llamarse de identi-
Jicacidn, porque lo esencial no es que se haya llegado & la superposi-
cidn efectiva, sino que se haya demostrado que existen las condiciones
necesarias y suficientes para dicha superposicion, lo cual depende de
los teoremas que tratan de los easos fundamentales en la igualdad de
tridngulos.

La parte de la Geometria que frata de la igualdad se halla consti-
tuida por el empleo de estos procedimientos ),

Ofro procedimiento que es el de la demostracidn ad absurdun,
aunque, como dice Lacroix ®), es andlisis, no siendo método inventivo.
Por ¢l no se halla 11 obtiene ninguna nueva verdad, pues s6lo consiste

{1) Por esta razdn hemos dividido nuestra Geometria elemental, 2.+ edicidn (1888) en dos
partes: Teorfa de la igualdad y desigualdad y Teorian de la proporcionalidad.

2y Essais sur Uensdignement, ote. (paga. 210-211),




324 EL PROGRESO MATEMATICO

en hacer explicitos dos casos de una proposicién implicitamente con-
tenidos en los otros dos que ya se demostraron (directo y reciproco, 6
directo y contrario, ete. Véase Complemento de Geometiia, 1881, 6 Con-
sideraciones sobre la convewiencia de un nuevo plan para la enseianza
de las matemdticas, 1877).

Otros métodos particulares son los que sirven para constituir la
segunda parte de la Geometria (que en mi Geometria elemental he lla-
mado Teoria de la proporcionalidad geométrica) y estriban en el em-
pleo de razén y la doble razin 6 relacidn anarmdinica. Mediante el
primero se determina un punto ¢ una recta, y de ello tenemos nu-
merosos ejemplos en los tratados elementales, y también sistemas de
puntos con relacidn 4 otros sistemas (figuras homotéticas). Mediante el
segundo, se determinan inmediatamente sistemas de puntos en una
recta (series homogrdficas y en involucion) ¢ de reetas al rededor de un
punto (sistemas de haces homogrdficos y en involucion).

El empleo de productos conduce & las figuras inversas, ete.

Ejemplos: La teoria de igualdad de tridngulos y poligonos se basa,
ya en la superposicién, ya de una manera mis breve en los casos fun-
damentales de la ignaldad de tridingulos. La teoria de las perpendicu-
lares y oblicuas se halla en el mismo caso. La de paralelas se esta-
blece haciendo la superposicién mediante un giro. Asi al demostrar
Lacroix en su Geomelria elemental, que si dos rectas forman con una,
secante dngulos alternos internos iguales, son para-

lelas; hace girar la figura al rededor del punto me-
| dio del segmento de secante comprendido entre las
dos rectas, para concluir, que, si estas se encontrasen
4 un lado se encontrarian al otro, y entonces dos rec-

Fig: 7.8 tas tendrian dos punfos comunes sin eoincidir; y
otros autores, frazando por dicho punto una perpendicular & una de
las rectas forman dos fridngulos, que al superponerse, mediante el
giro, conducen & que tambidn dicha perpendicular lo serd ¢ la otra; y
por consiguiente serdn paralelas.

Las propiedades del paralelogramo se establecen ensecuida, como
consecuencia de los casos elementales de igualdad ¢ desigualdad de
tridngulos, transformando ademds la condicién de [HI-I‘-‘I]IL'“H!III} en
ignaldad angular ¢ reeiprocamente.

La determinacién del punto ¢ de la recta por medio de una razdn
constituye una generalizacién del método de superposicién 6 de ignal-
dad de tridngulos, pues en la primera parte de la Geométria en que
se emplean, sdlo se trata del caso de la igualdad, 6 sea el en que la
azon de segmentos 6 angular es ignal 4 la unidad. En este primer
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caso entra la consideracién de rectas especiales, como las bisechrices,
las medianas y las alturas. En el segundo caso se puede tratar de pun-
tos y de rectas cualesquiera, pues una razon numérica, entera fraceio-
nada 6 aun incomensurable deferminan un punto 6 una recta corres-
pondientes al valor de la misma.

El prineipio fundamental de la determinacién del punto, se enuncia
diciendo que: En la recta que une dos puntos ewisten dos y solamente
dos tales, que la razdin de sus distancias d aquéllos es una cantidad
dada (V. Este |ll‘itl"j]li*1 iITI]J“:';I Ya el coneepto de contiauidad.

El teorema reciproco del siguiente: Toda paralele ca d la base AC
de un f:'f‘r!ln:_ﬂ.r(rﬁ BAC, divide a los otros dos lados en partes proporcio-

e al3 th
nales, 6 sea que: si - =
r'_\ al}

s uin caso

la recta ab serd paralela da la base AB,

varticular del teorema de Menelao, el en
que la transversal ea (figura 8,2) es paralela 4 la base,

es decir, en que el punto b estd en el infinito, pues
entonces en la relacidn
]';lf- (_‘-{j ;_\r"

— .- ="
Ca Abd Be !

Ch
Ab
Asi, pues, el teorema de Menelao debe seguir 4 dicho teorema;

tiene que ser igual & 1.

como el teorema que determina la paralela por medio de dngulos al-
ternos internos iguales sigue al prineipio de la exvistencia de la pa-
valela ),

Observaremos, ademds, que con dichos teoremas se¢ ha hecho un
empleo tieito en todos los tratados de Geometria del fridngulo de
referencia, en la Geometria del plano y de los puntos bases en la Geo-
metria de la recta.

Ademds puede observarse que en el caso de la transversal ca, pa-
ralela 4 la base AC del tridngulo, el cuadrilitero completo ACacBb,
tiene el vértice b en el infinito, y el lugar geométrico del punto mévil m
es la mediana BM, lugar de los conjugados armdnicos del punto & res-
pecto 4 los lados del dngulo B, lo cual puede demostrarse directa-
mente diciendo que por los tridngulos semejantes mom’ y mMC, num'a
y mMA,m es la interseceidn de la mediana BM con la paralela ea & la
base m, es la de las diagonales Aa y Ce, resulta

{11 Teniendo en cuenta el signo como se debe, existe uno solo.

(@)  En el caso de ser la igualdad de productos, queda determinada la racta antiparaleln

(8) Viase mi Geometria Elemental, 1.0 poarte, pag 21 (2. adicidn, 1888).




mamn em’ ' m'd em’ am’
e e ey
mM CM mM MA. "’
También por los trigngulos Bem' y BAM, Bm'a y BMC,
em' am’ AM CM :
— = — luego—— = ———; luego AM = CM.
AM CM =M AM
Después que la razon simple determina un punto en una rectd
dada por los dos puntos de referencia (los infinitos puntos de la recta
estdn determinados por la serie de valores de esta razén comprendi-
dos entre —w y -+ o), se determina un punto con relacién & otro me-

>OM  AM

diante la doble razdn ¢ relacidn anarmdénica; y desde este momento
queda establecida la teoria del punto en la recta, ¢ la Geometria de
una dimengidn.

El primer caso que se presenta en la Geomefria de la determina-
cién de un punto con relacién & otro es el de los conjugados armdnicos
en un tridngulo, mediante las bisectrices de uno de sus dngulos
(Geom. Elem., p. 2.8 piag. 130)
la direccidn de la base del tridngulo, resultando de aqui determina-
dos el polo y la polar, con respecto 4 un angulo, pues cada bisectriz es
la polar del punto de interseccidn de la otra con la base del tridngulo.

;¥ es elaro que esto es independiente de

22. Nos hallamos ya en la linea divisoria de las dos regiones de
la Geometria, es decir, la Geometria elemental y la Geometria llamada
superior, moderna, proyectiva, ete, Lia primera estd caracferizada por
el predominio de la idea de igualdad, de la que se destaca la de la pro-
porcionalidad. La segunda toma como punto de partida este superior
concepto de la proporcionalidad, que la permite extenderse indefini-
damente mediante nuevas relaciones que se derivan por combinacio-
nes ulteriores de este eoncepto.

En la segunda rama de la Geometria, el empleo de las proporeio-
nes resultaria demasiado prolijo y difieultoso; por esto toma como
puntos de partida nuevos elementos que condensan en sf ya propor-
ciones, ya otras relaciones mds complejas diversamente eombinadas.

23. No es posible en la exposicién de la ciencia proceder por
sintesis rigurosa de lo general 4 lo particular. Asi es que en dicha
exposicidn el andlisis suele combinarse con la sintesis, por mis que
haya predominio de ésta sobre aquél.

Por ejemplo: en la teoria de paralelas se demuestra ante todo que
dos perpendiculares d una recta son paralelas, y de este teorema se de-
duce el mis general, que dos rectas que forman con otra ;E;a:,farfrj.-c alter-
nos internos iguales, son paralelas.

En cambio la igualdad de los #ridngulos rectingulos se establece

4_

SRR
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como un easo particular de la igualdad de los tridngulos cualesquiera

El fin esencial de la (teometria es la deferminacidn, y éste se ob.
tiene encadenando unas figuras con otras por medio de las construc-
ciones awxiliares, que son en el razonamiento geométrico lo que los

]
} términos medios en el razonamiento silogistico, términos medios que
! deben ser eliminadog, reduciéndose la demostracién 4 la eliminacidn
I de los elementos introducidos en las construceiones, unida 4 la legitima
|

cion de relaciones que los ligan con los extremos.
! 24. La Geometria elemental se limita & emplear el paralelismo,
la perpendicularidad y la biseceion como procedimientos fundamenta-
fl les que la eonducen en su ultimo grado, segiin ya se ha dicho, al em-
pleo de las proporciones como su instrumento de mayor eficacia y de
1 superior generalizacidn.
Aqui de detuvo la Geometria elemental y aqui comienza una
nueva rama ¢ un desarrollo de esta ciencia mis amplio, que tiene por
‘ punto de partida la relaeién anarmonica (6 en un easo particular la
| armonica), conforme hemos también manifestado; y nuestra insisien-
cia en este punto tiene por objeto el presentar algunos ejemplos de

eliminacion mediante la cual los geémetras de la antigiiedad, basan-
w dose en el paralelismo de rectas y en la igualdad de razones llegaban
| 4 proposiciones de orden superior al de los elementos.
En efecto, los enunciados de los lemas I y II de Pappus son:
: : : : pA oP - ;
e I. Sea la figura bBQPaA, sea ;ﬁf"a = ‘Q unase ms Se tendra
l que mp es paralela ¢ pB (fig. ‘
'I IL.  Seala figura BOQaAR I’ S. 8 BR es paralela « ab y se liene ade-
; BA QP
! mds que — - = 3 ; los tres puntos S, m, R estin en linea recta.

DenostracioN.—Para el lema I, tracese por el [.] P la | * PL 4 Q#,
y tnase Li con A. Se tendrd

pPA  oP
—— =" (hipot. Il']"
o3 pl pA ol y
= t luego——=-"—;luego LA es ||* 4 4B;
| B ,’«L d % l:h
! ———=——— (econstr.,
| pQ  #b
| ab ftS | 1 as  am
uego - ) ;luego o
Lok AS o SECAS C Pm
P ' (a)
. o o \ = >
‘ ademas —— lr'unsh‘.)\ luego PAes || ™ 4 mbS.
L Pm ! -

i equivale en el lenguaje moderno & suponer una invelucidn entre los
puntos A, B; P, Q ¥ el punto eentral P (éste corresponde al punto en el infinite R).




328 EL PROGRESO MATEMATICO

Para el lema II (fg. 10), tracese LP || & 4 aA, y unase L con Q.
Se tendra

QP HE - s ) o LB wmP PQ
[;J\_: l{a\ ':\;”P”-‘i-_', f{.‘“ . i n (i S

i3 luego

_ \ “LP a8 AS _ :
LP||* & aA I\.-':_'n.:.ez‘.:'.,:n: -.U (.Jl._'- T (e). ’

7 B, QF |
Siendo, pues (d) —= —
Al AB

QP RP
r ade fg ——=—— (hipot.); |
y adema BA R, ] [
ser L I_’ = e (¢): I'
AS tA i |

lueco los [.J* R, m, S estin en linea | * (13, constr.)
En la demostracidn del primer lema, la hipdtesis unida 4 la cons- '

|
|
- I!!,I
truccidn, permite eliminar el término medio ;” ; ¥ la igualdad resul- /
2 |
tante produce la determinacién de la recta LA ’=.
como paralela & 4B, Este paralelismo permite 4 l,"
su vez continuar el encadenamiento de nuevos f;
segmentos en proporeidn, y la eliminacidn de la |
- flx’: L |
razon comun entre las relaciones (@), condu-
al?
4 |
. : a L - . |
) aldad final — = _— al paralelismo de PA y mS. |
ciendo la igualdad final —— I lel le PA y mS !
:\:"‘ I'Ht .;||
Z. G. pe G. 4[
(Se continuard). |
N . ! |

NUEVOS PUNTOS DE VISTA EN MATEMATICAS

ror D. Lavro CrLARIANA

Catedritico de la Universidad de Barcelona

Sy |

Obsérvanse en la inteligencia humana ciertas irregularidades que
desdicen del noble fin 4 que debe dirigirse, y que se acentian cuando
se trata de que dicha inteligencia siente sus reales en el terreno de la
Matematica.

Desde los pristinos tiempos deseiibrese en dicha ciencia una como
tendencia hacia lo abstracto ¢ indeterminado: empero esta tendencia
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a la generalizacion dista mucho de haber adquirido todo su apogeo
en la actualidad; aun nos molestan los moldes estrechos entre los
cuales nos movemos, no siendo ficil encontrar la linea media que nos
debe facilitar el avance en nuestra mareha; por eso, unas veces nos
estacionamos, y otras, cansados de buscar el sendero que nos inte-
resa sin hallarlo jamas, en medio de nuestra desesperacién tomamos
el hacha con la mano para destruir todo lo que se nos presente al
paso. Estos dos eseollos se manifiestan de una manera muy visible en
dos cuestiones fundamentales: en el desenvolvimiento de una funcidn
v en el concepto verdadero de cantidad; no parece sino que las nebli-
nas de la Gran Bretana vengan 4 empainar el cielo azul y transpa-
rente de las naciones del mediodia de Europa.

Vamos, pues, & manifestar en este trabajillo y 4 grandes rasgos:
1.0 Que los conceptos de Taylor procuran un eierto estacionamiento
para la ciencia. 2.2 Que la teoria de los limites de Newton destruye
ciertas cantidades importantes, que no deben eonfundirse, ni mucho
menos despreciarse cuando se trata de ensanchar los conceptos hasta
lo dltimo.

Respecto al primer punto, puede decirse que las tenftativas de
Wronski, Fus, ete. acerca de los desarrollos de funciones en Faculta-
des, factoriales, grupos, ete. demuestran de un modo fehaciente el de-
seo que se tiene de salirse del estacionamiento en que nos ha eolo-
cado Taylor.

Ciertamente que podra objetarse que esas invesfigaciones aun no
han dado los resultados que fueran de apetecer; pero no por eso de-
bemos desmayar en nuestra empresa; esto es, no debemos cejar en
procurar nuevos puntos de vista para el desenvolvimiento de las fun-
ciones; véase, si no, el impulso que ha tomado la matematica por la
idea feliz de Cauchy al suponer que la variable independiente de una
funeién, en vez de moverse por una sola recta, tome movimientos
cualesquiera sin sujetarse 4 rail alguno.

Sin embargo, fuerza es confesar que el espiritu de Taylor y New-
ton hillase tan arraigado entre muchos matemdticos, que, con razén,
tememos haya quien encuentre algo exageradas las ideas que apun-
tamos aqui, si bien tenemos la seguridad de que ellas pueden servir
para promover el desenvolyvimiento de ciertas inteligencias aletarga-
das ¢ demasiado confiadas en sus maestros.

En verdad que cabe preguntarnos: ¢Qué queda de la Matemitica si
quitamos el teorema de Taylor?

Ciertamente que nadie ignora que, fal como estd constituida hoy
la ciencia, poeo se salva de su influencia; empero ¢es esto razén sufi-
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ciente para que no procuremos salir de este circulo de hierro en que
nos hallamos aherrojados?

¢Las reglas de derivacién son las tinicas que pueden proporcio-
narnos funciones que estén enlazadas con las primeras? ¢No hay
otras leyes que puedan proporcionar nuevas funciones secundarias?
¢No deseubrimos en la teoria de las formas nuevos puntos de wvista
de més aleance y mis complejos? Lia Jacobiana, por ejemplo, no es un
nuevo elemento analitico, que guarda intimo parentesco con las deri-
vadas, bien que con un caricter mas general? ¢No podriamos entre-
lazar entre s nuevos determinantes funcionales que guarden cone-
xion eon las funciones primitivas, sin necesidad de que apareciera
en los términos del desarrollo la marcha pesada y constante de las
potencias crecientes y enteras de la variable independiente, origen de
las series, elementos sospechosos y expuestos & mil errores, de los
cuales van siendo vietimas distingnidos matematicos?

Ahora bien, si de la primera cuestidon pasamos 4 la segunda, su-
ben de punto nuestras observaciones, pues tenemos la conviceién de
que el método de los limites debe quedar relegado 4 la historia como
el eélebre método de las fluxiones.

En la primera cuestién hemos visto los perjuicios que pueden re-
sultar para la ciencia matemaitica el ser demasiado esclavos del teo-
rema de Taylor; empero eomo no se hayan enconfrado aiin nuevas
leyes que puedan venir 4 sustitnirle con ventaja, no estamos en el
caso de abandonarlo del todo, si bien estamos en el deber de trabajar
para poderlo dar al olvido. No sucede respecto al segundo punto lo
propio, pues las discusiones de 4 iiltimos del siglo pasado, amén de
algunos estudios metafisicos del ealeulo hechos por insignes matemé-
ticos en el siglo que se nos va, es suficiente para sentar bases séli-
das y exactas sobre la verdadera nocidn de cantidad, manifestindonos
al propio tiempo la pobreza del método de los Iimites.

En una memoria que tuyimos el gusto de remitir en el dltimo Con-
greso internacional cientifico celebrado en Paris y que merecis la dis-
tincidon de inserifarse en el C-‘.mulh’ rendu del ]Ii]'.\_‘.mlr.l dimos a compren-
der la necesidad que existe de introdueir en Mateméaticas la eantidad
indefinida, como elemento fundamental, ldgico y verdadero de la
cantidad, extirpando asi de una vez el infinito y el eero, como aleorit-
mos matemdticos. La idea de la variabilidad, siendo la tiniea uiu..n n0s
puede quedar de la cantidad cuando se llega al fin de su generaliza.
cién, no permite conceder carta de naturaleza a lo (que le falte esta
nota precisa, como asi sucede con el cero y el infinito.
Verdaderamente que en lo indefinido no se encuentra el valor
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cuantitativo; pero presenta la inmensa ventaja de que la relacién por
cociente de dos indefinidos puede resolverse dentro de la finitud, fin
determinativo de todo problema matemadtico; ademds, en la cantidad
indefinida pueden establecerse diferentes drdenes, constituyendo esta
condicidn la esencia del edleulo llamado infinitesimal, condicidn que
dentro de la buena ldgica no puede concederse ni al ¢ero ni al infinito.

Asi, entre lo finito y lo indefinido, dividido en drdenes y referido
respectivamente 4 lo grande y pequeiio, establecemos una escala in-
definida que, cual notas de la gammae musical, se pasa de lo mis grave
4 lo mas agudo, aunque dichas notas estén escritas muy lejos del
pentigrama, y aunque nuestro oido sea incapaz de apreciar su tono.
¢Hemos de ereer, por ventura, que no existe sino lo que pueden apre-
ciar nuestros sentidos? ¢Puede, en ninguna ocasidn, todo buen mate-
matico dejar de aunar el mundo de la materia con el mundo de las
ideas, siendo la ciencia de que se trata la condensacidn de dichos dos
mundos como reflejo del yo personal? ¢Podemos negar la existencia
de la belleza absoluta, porque no llegue 4 dibujarse en el espacio, 6
porque no la alcance la punta del pineel 6 la pluma del literato?

Séanos, pues, permitido, en virtud de las razones aducidas, que
demos solucién i la segunda parte que hemos presentado en este
articulo, admitiendo los indefinidamente grandes y los indefinida-
mente pequeilos como dnicos elementos para constituir la base de la
cantidad en Matemdticas, sintetizados en lo linito, dnicos y verdade-
ros conceptos de cantidad que se enlazan directamente con la dife-
rencial de Leibnitz.

Nadie debe ignorar que en la teoria de los limites se prescinde
por completo de esa infinidad de mundos que constituyen los dife-
rentes drdenes de los indeflinidamente pequenos, asfi como de les in-
definidamente grandes; el partidario de la escuela de los Iimites cubre
con velo tupido todo aquello que podria mortificarle; podriamos de-
cir que, cual tenedor de libros perezoso, se propone de un solo ha-
chazo destruir todos los edificios eomerciales, donde se halla hacinada
la riqueza, 4 fin de evitarse el trabajo improbo & que le sujeta el debe
y el haber, con que juega constantemente el capital.

Ademds, para que desaparezcan de nuestros caleulos en cuanto
sea posible el 0, y en particular el signo o, podriamas designar los
indefinidamente grandes por I y los indelinidamente pequefios por i
de esta suerte evitariamos que los citados simbolos, desprovistos de
variabilidad, vengan & expresar de una manera impropia todos los
diferentes drdenes de los indefinidos, resultando, por ende, confusio-
nes sin cuento dentro del andlisis, como se puede apreciar cuando se
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0 «
trata de las formas indeterminadas expresadas por et
En verdad que es dificil averiguar lo que representan esfas ex-

presiones segiin la buena légica, mientras que si sc¢ escribiera

im m

_.‘__ .I . NG

in ) R
en el concepto de que m y n representaran diferentes drdenes de los
indefinides, podriamos facilmente segin fuese

darnos cuenta de edmo se viene & parar 4 una cualquiera de las tres
categorias que hemos sefialado para la cantidad.

Hay que advertir, no obstante, que dichas tres categorias de ecan-
tidad no deben tomarse de una manera absoluta, pues eabe situarnos
en un mundo cualquiera de los muchos indefinidos que existen para
colegir inmediatamente cudles estarin por encima y debajo de nos-
otros, recabando asi las tltimas trincheras por donde la infeligencia
humana puede extender su vuelo. B

Antes de dar término 4 nuestro reducido trabajo, debemos mani-
festar que fuera de utilidad que se estudiase desde la geometria ele-
mental la cantidad en sus tres categorias, para que muchas demos-

traciones no fuesen tan laboriosas y, sobre todo, para que se presen- i
taran mas francas, olvidando un poco a los griegos para recordar
mds 4 Leibnitz.
De esta suerte, aunando lo moderno con lo antiguo, obrando con
libertad de accidn, sin irregularidades y con la ldgica en la mano -

se podria algiin dfa manifestar de una manera clara y evidente de lo
que es capaz la ciencia Matematica.

L e o

INTRODUCTION AUX METHODES GEOMETRIQUES DE H. GRASSMANN

PAR M. VicTror SCHLEGEL

Profeseur a 1'Ecole Technique de Hagen i W

(CONTINUACLION)

I’équation de (P, P,) est:

(Py Py ) =0,
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onu
%y %y &y = Ry Ay — & 2y By =)
ou
@ t @y
el R P ALY
&, %, -1

Et Péquation de (A, Ay):

(A Ay )=
o
i Ly @,
+ 24 2y,
e % g

En comparant les équations (7) et (24) on reconnaif aussitit la
solution du probléme: Trouver la droite p conjuguée & un point donné
P.— Etant donné, au contraire, une droite

1 iy o il )
p=py(e5¢;) —+- ij-_- (€€ [j -+ j'-r':-_ I_I’.’l @),

on frouve les coordonées du point eonjucué P, en résolvant les équa-
tions
g o= aia = & = 0

:: i, | s ) Ll

3*

9. Soit P un point fixe, P' un point variable. Alors (PP‘) est un
rayon quelconque du faiscean (P), et, en multipliant les équations

{T_l P= %y €y -|- %, 0y =, e,

(7°) P'=a'e +2, 0,4 a5 ¢,
on obtient
(25) E—(EP j={(ain; = gty ) (€1 65)

+ (22, — 2a,") (0y05) 4 (22" — a,2,7) (e5¢,)
Soit
(26) =0 8, + Xyl Tyt

le point conjugué an rayon . Alors, en remplagant dans I'équa-
tion (24) les = par les @, on trouve:
[27] 5 -“[ IIjt’:: E’;-} _:'" m['-q-’: ( l‘I"?'."]'

=, &5 (eney) + @

done, en comparant (25) et (27):

J —_— I 5 —— g b — s -
Wy == %0y — &%, My¥ly = &% Ay y Wl % 08 %y %,

Kn éliminant les coordonndées variables ", ., 2,', on obtient:

(28) %y @, @y - % Wy Wy %y By =0




EL PROGRESO MATEMATICO

b ¥

Clette dquatidn représentant le lieu gédométrique du point @, on peut

énoncer le théoréme:
ST une droite E tourne auwtour d'un de ses l,r.h'r'.l.'f-‘ P, I JJ““’Ir-'f -'-'H_.r‘-’-’_f.l'-f“'.‘i
decrit une conique passant par les somunets du triangle donné e, 048y), et

vice versda.
I, — Multiplication interiéure.

10. 8Sil'on égale le segment de droite (¢ e,)a 'unité, on obtient:

1_.‘_3:!. le, e, 1.
Alors on peuf déterminer chacun des poinis e, et ¢, par l'antre.

l)uili;' (]3] ]|I_]': nous ]l\'lrilll’.-h'
(at) &3 (0
et nous appelons e, le supplément de e,.
Comme
—(ege;) =1, ou |e, a) =15
on a, selon la définition (30): .
(51) — ¢ = | €.

On déduit encore de (30) et (31):

(32) | Ay oy i) #
(( (g ] &) =(ee)=1; (e5] &)= (ese,)= (e, 0,) =1,

(53) ( (e, | &) =—(ere,)=0; (eq | (e,e,) =0

Si

(34) a %8y + @y 8, p -

la grandeur | @ est définie par I'équation:

(34a) | a=a | e + 2 | & a0y — %y 6.
De méme, 8

(35) b=p,e + Be

on a:

aQr ] L »] 1 & £

(Do) | 1/ P | &+ P ! ¢  F A

Puis:

(@|b) =28, + 2085, (b|a)=0 a2 + fx,.

Done:

(36) (a|b)=(b|a)

Si deux grandeurs (points) @ ef & sont dérivées des mémes points

€) @l Pay alors le f}}'l}r}”f‘i’ interdour de a et b esl le ]"""]'Ijl de 'une oran-
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deur par le supplément de I'autre. On voit de (36) que la multiplica-
tién intérieure est commutative, et quele trait | peut étre regardé
comme signe de cette multiplication.

8i l'on pose b=a, on a: §,=%,, f,==,, et

(87) (e |
La grandeur

a)=a’ 42’

| ) 4

(a | a)=a?

se nomme carré intérieur, of la grandeur

(38) = '\ (a]a) =+ ‘\’ %® + a2

valewr numdrique de a.

1. Les équations du numéro préeédent admettent une autre in-
terprétation, sil'on suppose que ¢, et ¢, soient deux distances égales
et normales entre elles, sortant du méme point (O). Alors, le signe |
peut étre identifié avee l'unité imaginaire i=+4/—1. Le produit (ee,)
est 'unité plane (carrs, dont I'aréte est égale & 1), e et b son deux dis-
tances sortant du méme point O (a = 0A,; b = 0B), et 2, y %, sont
les coordonnées rectangulaires du point A; £, B, celles du point B.

Supposons, pour simplifier le caleul suivant, que @ et b aient la
méme longueur 1 que ¢, et ¢,. Soit en outre

¢ = £ (ae), by = L(bey), P =1

alors on a

2, = GOS @y, 4= 8in ¢, B, = €08 ¢y, By = 8in %y,

Puis (34 y 35):

(ad) = (=, Ps — 23 8,) (¢, ¢,) = — 8in 2,
ou
(39) =+ \ (ab)* = sin .
De méme (34 et 35a):
(40) (@|b) =o B +a P, =cos g.

Si I'on multiplie encore la distance « par un facteur numérique m,
et de méme & par n, en posant

ma = day, nb="b,,
on obtient:
3 :
(39q) V (a,8,)* = mn sin ¢

(40a) (a, | )= mn cos ¢.
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Done on a le théoréme suivant:

La valewr numérique du propuir EXTARIEUR de deua distances (ma
et nb) vest dgal aw produit (mn) de lewrs valeurs nuwmeriques et du
sivus de U'angle formé par elle; le proDUIT EXTERIEUR de deua distances
est égal aw produit de leurs valeurs numdriques et le cosizvs de Uangle
Jormé par elles

Ainsi 'aire d’un parallélogramme formé par les arétes a, et &, est
représentde également par les deux membres de (39a). (Voir (19)).—
Bt sia,, b,, ¢, sont les arétes d'un triangle queleonque, et m, n, p leurs
valeurs numériques, on obfient, en élévant I'équation

a, + b = ¢

(voir n.° 1) au carré intérienr

(41) a2 4+ 2(a, | b))+ 02 =0¢2
ou en regardant (40a) et observant que
g = VR == e R =i
(42) m? + 2mn cos e + 0¥ = p*,

ce qui est le théoréme généralisé de Pythagoras.

12. Sil'on éeale le segement de plan (¢ ey ¢;) & lunité, on peut
tirer des équations (22a) les suivanfes:

e ‘ (eaes) = | €, (63¢) = | €5, (€,6) = | €y,

(43) ‘ : : k. 3

a | =(e06), 6=|(eg¢), e5=| (e ¢).

Los développements suivants s'effeciuent analoguemente comme
an n.° 10. De méme on donne & ces formules une interprétation rela-
tive a l'espace, en suposant que e, ¢,, ¢, soient trois distances dgales
et normales entre elles, sortant du méme point.

IV.—Multiplication algébrique.—Equation d'une courbe.—Pole et polaire,

13. Soit « une droite quelconque et # un point variable, alors
'éguation
(44) (zz) =0, oubien a2 =10

dit que le point @ est situé sur la droite « (20). Done (44) est Uédguation
de cette droile. En remplagant @ par sa valeur (26) on frouve:
(45) (e ), + (2e;)@; + ‘Ir‘_!].f"i.‘__.“_
{Se conlinuara ).
N o e
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Prinecipi di Logica esposti secondo le doetrine moderne di Dr. Albino
Nagy. Torino, 1891.— La obra que publicé poco ha el profesor de
filosofia del Liceo de Velletri Sr. Nagy resume en un tomo de 214 pi-
ginas en 4.° menor los resultados de las investizaciones que en estos
iltimos anos se deben principalmente & los filésofos y matematicos
ingleses y norteamericanos, y que ahora estd exponiendo en su obra
magistral, de que ya me he ocupado (y aun voy & ocuparme en el
nimero proximo), el sabio matematico y filésofo Sr. Schrider. De
manera que la obrita del Sr. Nagy forma una preciosa sintesis de la
l6gica exacta, 6 del Algebra de Ldgica, muy util para los prineipian-
tes, y que debia de corresponder 4 una asignatura de la 2. ense-
fianza, adecuada para desenvolver el hdbito del razonamiento, y de
cardcter educativo eonforme con las tendencias de la época actual.

Distingue el Sr. Nagy la parte de la l6gica que considera la forma
v no se ocupa del contenido, que deja indeterminado, y que se llama
doctrina de las formas elementales, de la que se llama doctrina de las
Jormas sistematicas 6 metodologia, que ademas de la forma tiene en
cuenta el contenido (siempre indeterminado), las cuales constifuyen
la logica pura teoretica 6 formal (en un sentido més estricto) en cuanto
estudia la forma del pensamiento dejando, como se ha dicho, indeter-
minado el contenido, y que tiene un cardcter universal como el dlge-
bra, que represenfe con simbolos cantidades cualesquiera.

La parte primera trata de las formas elementales: el concepto, el
juicio y el silogismo & que corresponden la palabra, la proposicién y
el razonamiento; formas independientes enfre si. Define el concepto
psicoldgica, metafisica y lingiifsticamente, y sus distineiones absolu-
tas por las que son individuales concretos ¢ absfractos y generales
concretos ¢ abstractos, asi como las relativag, considerando las rela-
ciones fundamentales entre los conceptos. 4 saber: la subordinacion )
(inelusion), la interferencia (inclusion 6 exclusion parcial) y la disyun-
cion (exclusion total), llegando después de muchos ejemplos y consi-
deraciones 4 definir la suma de dos conceptos a y dtomo el minimo
concepto que contiene 4 @ y b, y su producto como el miximo con-
cepto contenido en ambos (*.

(*) ‘Tiene cuidado de distinguir 1a subordinacidn de la subsuncidn, teniendo ésta lngar

entre el concepto (conereto) de un ohjeto y ol (abstracto} de una cualidad, pudiéndose la sub-

Rosa blanca 8 una subsunoion que e convertivrh en

suncidn convertir en subordinacidn, As
subardinacién cuando la rosa se considere como objeto Llanco,

(**) El 8r. Peano, en su obra Calcolo ye omebirico secondo -"'.[N.v‘fflfrr.wu.-;.’.#»-.’rrr di H, (Fras-
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Pasa 4 examinar la suma de todos los elementos de un concepto
6 su esfera (extensidn) y el producto de todos los conceptos del que es
parte (comprensiin), la negacion de un conr:eptlu y nmdu» de represen-
tarse, asi como su representacidn grifica znmlmutehlas hg‘ums geomeé-
tricas llamadas sfmbolos eulerianos, las dos operaclones inversas: de-
terminacién y generalizacién, mediante la agregacién 6 supresidn de
factores, acompaiiando como complemento una extensa coleccidn de
gjercicios y de problemas.

Expone varias acepciones relativas al juicio de algunos filésofos,
distinouiendo de la subordinacion la subsuncion. Trata del caso de la
55111:(:1“&111:131'[_'111 reciproca ¢ igualdad, y de los juicios existenciales
cuyos simbolos son: 0<<A, A=0, que expresan: A es, 6 A no es, 6 no
existe. Ademds, no siendo siempre los términos del juicio (a, &) idén-
ticos 4 los eonceptos por él expresados, presenta dichos términos a y &
como funciones de los conceptos A y B

a=g¢(A), b=4(B),

siendo A y B la materia y ¢, ¢ la forma. Esto le conduece 4 considerar
la cantidad y la calidad, 1a swma y el producto de juicios y sus relacio-
nes sintetizadas en el cuadrado légico, que expresa las relaciones en
que se hallan las proposiciones como contrarias, contradictorias, ete.
reduciéndolo todo al algoritmo de la Lidgica exacta.

Asi, representando como es costumbre por @ y por ¢ las proposi-
ciones universales afirmativa y negativa, por i y por o las particula-
res afirmativa y negativa, de

a=1, se deduce i =1, de i = 0 se deduce a=0, ete.
De a=1 se deduce ¢,=1y ¢=0, de e=1, a,—=1, a=0, ete.
Trata enseguida de los juicios disyuntive y conjuntivo, divisivo y
definitivo G definitorio, teniendo ¢éste lugar cuando son validos simul-
tineamente los juicios.

a<bd, bd <a, por lo que a = bd

mann, que aplica & las formaciones geomdtricans, las opertei
eon la notacldn A ~B ~ C,.. d ABC... Ia mixima olase co

es de In ldgiea doductiva designa
enida en las clases A, B, C,... 6
sea In clase formada por todos los entes que son simultdnear
la ldgica y con A — B — € la minima clase que contiens i las
log entes, que son 6 A, 6 B, , .,

mte A. B ¥y O . .00 r'...-u'rrru'r'uri e
o8 A, B, C,... 08en la clase de
eiendo el signo ¥ ol de Ia di syuncidn de la logiea

Aprovechamos esta ocasion para vonsignar
te sus trabajos esta ropresentacldn medi
tricas, Véase [, Principi de Geometria logicament esposti (1889), Les propositions du eingquidme
tivre d' Buclides reduit en formules, olo— (Z. G. pE G ) y

que el sefior Peano ha realizado en varios

anto ¢l nuevo algoritmo do laa proposiciones geome-

LY
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Después de reducir el juicio @ < b 4 la forma ab, = 0 (pues multi-
plicando por &, se tiene ab, < bb,, ab, << 0,y en virtud de la definicién
del cero, ab, > 6 = 0), y el juicio elemental entre varios conceptos.

[ (a0, e,...m) <®(a; b; ¢, ) & f(@; 0, 6.0) p(a,b,e.), =0

i I (a, b, ¢...)=0 6 sunegacién & F (a, b, ec..) >0,
trata del problema que consiste en obtener el niimero de juicios ele-
mentales universales y particulares correspondiente & n conceptos,
y termina el capitulo IIT con una coleccién muy nutrida de ejercicios
muy adecuados para dar & conocer este cdleulo aplicado 4 las dife-
rentes clases de juicios.

El eapitulo 1V estd destinado & exponer la doctrina del silogismo,
que comprende: Definicién.— Distincion del silogismo.— Transforma-
ecién y resolueién de las relaciones elementales (inversiones, silogis-
mos inmediatos).—Eliminacion de las relaciones elementales (silogis-
mos mediatos).—La figura silogistica.—Trasformacion, resolucion y
eliminaciones de las relaciones compuestas (silogismos compuestos).

No vamos 4 seguir paso 4 paso el desarrollo de la doetrina del si-
logismo que hace el autor con claridad y sensillez y en conformidad
el orden de ideas de que yaestara el lectorsuficientemente enterado por
nuestra reseina, pues, ademas, ya acerca de la notacion que se sigue por
el Sr. Nagy hemos hecho también indicaciones pertinentes al objeto-

Nos bastard citar, por ejemplo, de entre todos los modos y figu-
ras del silogismo que examina eon arrveglo al algoritmo de la Légica
exacta, el siguiente:

Sean las premisas r<hbya<we
que se pueden eseribir asi: xb =0, ar, =10.

Maltiplicando la primera por « y la segunda por 4, y sumando, se
tiene

abe, + abw, =0 o] ab‘ (@ + @) = 0.
De esto resulta aby=0 6 a<<b.

El capitulo V trata de la doctrina de las leyes del pensamiento, ocu-
pandose de las leyes de la cantidad ligica, principios de identidad,
contradiceidn, ete.

La parte 2. de la obra trata de las formas sisteméticas, que com-
prende: 1.° La teoria general, en la cual se trata de la definicidn y
division en general. 2.0 La doctrina sistemdtica del concepto, en que
explana la teoria de la definicion y de la divisidn 4 que corresponden
respectivamente las formulas
p=a+b+e¢+...

2= abt..,
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siendo juicios de identidad conjuntivo y disyuntivo.
O también.

i

-

"
a—J ) 4 x= 3 b
=1 =1

el

—

extendiéndose en varias particularidades, entre ellas el que sean las
definiciones analiticas 6 sistemdtivas, nominales, reales, ete., terminando
con la elasificacidn.

3.0 Doctrina sistemdtica del juicio. En este capifulo trata de la ar-
gumentacion que es sintética (0 progresiva y analitica (6 regresiva),
siendo sus esquemas respectivamente:

lrj'l = ».[;
(directa ) el y=20
(indirecta) 7 —3
)8 =
=1

Por dltimo, la doctrina sistemdtica del silogismo conduce al autor
4 tratar del método en general, del método énventive, coordinativo y

expositivo.
Z. . pE G.
B e e
e
CUESTIONES RESUELTAS
Cuesticn mim. 62 (viase . IT, pigs, 138 y 184),
Resolver el sistema de ecuaciones
L3 . 1 | T S " 2
2oy +y b &y +y b .
2+ i @+ y

(R. Guimaraes).

Otra solucion de M. H. Brocanp (véase t. I1, pig. 184).
I l{i ciendo
a=2x, b=28, e

se obtienen las ecuaciones

que por las sustituciones

{

— 4 — g
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se reducen &
w' 4+ 3 (B — a?) u + 2z (a? — B2 =0
v+ 3B —a?) v 428 (x*—pY) =0

a las que es aplicable la formula de Cardan, y da para los valores de
w y de v las expresiones:

u= AB (A 4+ B), v = AB (A 4+ B)

donde se ha puesto, para abreviar,

Solucién por el Sg. SCHIAPFA MONTEIRO.

De las ecuaciones propuestas se deduce la ecuacion homogénea

blo—y) (2 +y*+ay) =a(@+y) (2" + y* —xy) (1)
en la que se hace @ igual a zy, y resulta,
—— r "
b(*—1)=a(®+1) (2)
v por consiguiente,
; a+ b P
2 — — {-jj
g b —a
Susfituyendo ahora @ por zy en la primera ecuacién propuesta,
se tendra
z+41 : gt —1 <
= — _..'i_" (4) 0 = (5)
L 24241 =

(1l' lI[II]I]P'

o = L -

(6) 0O &= az —

S6lo falta reemplazar en estas ecuaciones el valor de z de la ecua-~
cidn binomia (3).
Opservacioy: En el caso particular en que @ = b se tiene ¥ = o
Yy &=
Solucidn del Sn SOLLERTINSKY.
Dividiendo
- ]
x* + xy + y* @t —ay + y*
gy Y=t (1) pert - .
@+ Y g ==

— (2)
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se obtiene

at =y @ 2° b+ a !
LY 2 dedonde —=-r (3)
2 4=y b v b—a

En fin, restando (2) de (1), después de haber quitado los denomi-
nadores, se fendra:

Qay=(b+a)y—(b—a)
de donde

1 @ 1] 167 @
t=—|bta—0bB—a)—| y z|0+a):——(b—a)
2 ; g2l e v
Cuestivn nim. 12 (Véase t. I, phg. 280),
Sean AB la tangente en A d una cireunferencia O: DE la polar del
punto A con relacion d otra circunferencia O'. Hallay el lugar geomi-

trico de la interseccion M de las rectas AB. DE cuando ¢l punto A des-
eribe la civeunferencia O.— Zahradnilk.

Solucién por el 8r, V. RETALL, profezor en el R, Liceo Beecarla de Milin,

Resolvamos el problema general para dos cdénicas C?, K* Sea a la
tangente en A 4 la ednica C% @' la polar de A respecto 4 K* Determi-
nese el lugar geométrico del punto (aa’) cuando A describe la ed-
nica C* En tanto resulta manifiesto que el lugar buscado pasa por los
cuatro puntos comunes a las dos eénicas (%, K* y por los euatro pun-
tos en que la ednica K* toca 4 las tangentes comunes & C* K%

Cuando A recorre K2, la tangente @ deseribe un haz de segunda
clase y a' otro haz de segunda clase proyectivo con el primero. El lu-
gar del punto (aa’), interseccién de los pares de radios homdlogos de
los dos haces, es, pues, una curva de cuarto orden.

Es facil ver en seguida que esta eurva tiene un punto doble en
cada uno de los vértices del tridangulo conjugado comin 4 O v K.

En efecto, las tangentes & C* en los dos puntos 2,, #,, en los que
ésta se halla cortada por un lado @ de dicho tridngulo, encuentran 4
las polares de @, y @, respecto & K? en el vértice X opuesto 4 ; por
consiguiente X es un punto doble del lugar. Podemos, pues, concluir
que el lugar buscado es una curva de cuarto orden y de sexta clase,
y que tiene sus tres puntos dobles en los vértices del triangulo con-
jugado comiin 4 las dos ednicas dadas, que pasan por los cuatro pun-

(% 8esabe que 2* — '.U:l =(a—y ) (@ + 2y -+ .U": Ve o + (2

T & =)
{1?3- = .?‘-‘y + y"']
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tos comunes & las cénicas supuestas y por los cuatro pnntos de con-
tacto de K* con las tangentes comunes 4 C* y K2,

Cuestion 72 (Véase t. 11, phg. 216).
Sean A', B' los vértices de los tridngulos equildteros construidos ea-
terior o interiormente sobre los lados AB, BC de un tr iangulo ABC. Si

sobre B'A se construye el triangulo equildtero B'KA, el camd?‘tfutf?'o
A'CKA sera un paralelogramo, 5

Solucion por D. RicArpo Cano, alumno de la Universidad de Zaragoza.
Primer caso.— Supongamos que los tridngulos equildteros ABA,
y BCB', son exteriores al tridngulo dado ABC.
Los tridangulos B'CK y B’'AB son iguales,
por tener B'A=B'K y B'B=B'C por lados de
triangulos equiliteros, stendo el valor de los
dngulos eomprendidos
/BB'A=/ABC - /AB'C=60>— AR'C
y fCBK=/ABK—-/AB'C=600—AB'C

Resulta, por lo tanto,
KC = AB= AA’ (1)
También son iguales los triangulos B'BA y CBA’, por tener
(B=B'B y BA'=BA por lados de tridngulos equiliteros, siendo el
valor de los 4ngulos comprendidos
/CBA'=/A'BA+/ABC=60°+ABC
y /ABB'— /B'BC+ /ABC=60°+ABC
]ug-gu U.’!LT;@H:‘&I{ f.!'}
Las igualdades (1) y (2) nos dicen que el
cuadrilatero A'CKA, tiene sus lados opues-
tos iguales; luego es un paralelogramo.
Segundo easo.— Cuando los tridngulos
equiliteros ABA' y BCB' son interiores al
tridngulo dado ABC, basta aplicar los razo-
namientos antferiores 4 la figura adjunta,
para llegar 4 la demostracidn.

Cuestion nin. 39§ (Véase Ut T, pag. 184), (*)

Desde un punto M se trazan ¢ una parabola tangentes MA, MB que

{*} Este ndmero o8 ol de la cuestién en el Journal de Math. elem. de M. de Longchamps,
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cortan al eje de ésta respectivamente en los puntos A’y B'. Demostrar que
MA MA'
‘MB ~ MB'
Solucién por el Sk, RETALL profesor del Liceo Beccaria de Mildn,

De este problema se di6 ya una solucién analitica en la pdg. 208, t. L.
También puede darse otra solucién geométrica sencillisima:
Tricese la cuerda AB *"), y unamos el punto me-
dio C con M. Enseguida tricese por B la paralela al
eje de la pardbola hasta encontrar & MA en D.
Siendo MC paralela al eje de la paribola, y por
consiguiente 4 la BD, seri AM = MD; pero
MA': MA = MB': MB; luego MA": AM = MB": MB

CUESTIONES PROPUESTAS

93. Hallar el lugar de las proyecciones del centro de una elipse
sobre las cuerdas comunes & esta elipse y 4 sus eireulos osculadores,
94. Sien un tridngulo ABC se tiene: 14256 cos A cos B cos C=
3 tg*w (siendo w el angulo de Brocard de ABC), el circulo de Bro-
card y el circulo de Longchamps tienen el mismo radio.— (E. Lemoine).

95. Entre los niimeros enteros de euatro cifras sélo hay uno tal,
que si se esoribe 4 su derecha el nimero inmediatamente superior, se
obtiene un nimero de ocho cifras, cuadrado perfecto. Hallar este nii-
mero.—(H. Van Aubel).

96. BSupuesto inscripto un tridngulo A'B'C' en otro tridngulo
ABC, se unen los vértices B y C del segundo 4 un punto cnalquiera O
del lado B'C’ del primero. La recta OC encuentra 4 A'C' v AB en
E y F. OB encuentra 4 A'B" en D y AC 4 A'C' en F. l_h_.~|11|mt['&lr:
1. que los tres puntos A, D, E se hallan en linea recta; 2.2 que las
tres rectas BB', F(, OA’ pasan por un mismo punto.—(H. Van Aubel).

97. Se propone establecer de una manera elemental la identidad
tgnA + tgnB 4 tgnC = tgnA. tgnB. tgnC, para n = 2! (H. Brocard).

98. Un circulo vertical de radio dado se mueve rodando sobre un
eirculo horizontal fijo de igual radio.

Se propone estud'ia.r la supprﬁcie reglada engendrada por un dig-
metro del eirculo mdvil, (secciones planas, linea de estriceidn, con-
torno aparente, pares de generatrices opuestas, ete.—(H. Brocard).

(*) La figura adjunta es la publicada para la solucidn eit i

i E 8 ) ada ]
A 1a que debe agregarse lu cuerda AB y la recta MC, y la pur'u[‘ulnllflh'
B y prolongada hasta encontrar & MA en e! punto D,

dié D, Nicolds Ugarte,
MC trazada por ol punto

Zaragoza,— Imprenta de C. Arifo, Coso, _lH{l, hv\;;;_




