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49. PRINCIPIOS RELATIVOS A LA PROYECCION DE LAS FIGURAS.—Uno
de los recursos de gran eficacia para facilitar las demostraciones de
los teoremas ¢ la resolucién de los problemas geométricos, que en
manos de Poncelet se convierte en un método general, es el procedi-
miento de la proyeccién de las figuras sobre un plano situado de una
manera conveniente, de modo que la proposicidn:

Una figura plana cualquicra que contiene un sistema de rectas ¢ de
curvas que se cortan en un punto, puede siempre considerarse como la
proyeccion de otra del misno género 1 orden, en la eual el punto de in-
terseccion ha pasado al infinilo y las rvectas corvespondientes han pasado
a ser paralelas, y reciprocamente una flgura que contiene un sistema de
rectas 6 curvas, pavalelas ¢ concurrentes en el
infinito liene en general por proyeccidn en un
plano cualquiera wna figura del mismo género
en la que las lineas correspondientes concurren
en un comitn  distancia finila, proyecciin del
punto del primer sistema, constituye un prin-
cipio fundamental de la teorfa de Ponecelet,
prineipio euya exactitud se reconoce en cuan-
to se elige como plano de proyeecidn uno que
gea paralelo & la recta que une el punto co-
mtn del primer sistema con el centro de proyeceién, seglin se ve en
la fig. 47.

Pero sobre todos tiene extraordinaria imporfancia y numerosisimas
aplicaciones que Poncelet desarrolla en sus dos obras citadas, el sf—
guiente: Una figura plana cua lquiera en que hay una recla y wna seccion
cdnica, puede, en general, considerarse como la proyeccian de otra, en que

Fig 4T.
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la recta ha pasado totalmente al infinito y la seccion conica se ha redu-
cido d un elreulo.

Tratando, por ejemplo, del teorema de Carnot concerniente & los
segmentos que los lados de un poligono 6 sus prolongaciones forman
en una transversal, Poncelet observa que, siendo la relacién por de-
mostrar por su naturaleza proyectiva, basta establecerla para el caso
en que la transversal pasa al infinito, lo que se consigue mediante la
proyeccidn de la figura sobre un nuevo plano, pues haciéndose fodos
los segmentos infinitos, la relacién de dos cualquiera de ellos es igual
& la unidad.

Para demostrar que los lados correspondientes de un tridnglo cir-
cunscripto 4 una cénica, y el inseripto formado unien-
do con rectas los puntos de contacto del primero, se
encuentran en tres puntos de una recta KL considera
la curva como proyeceién de un circulo y KL como la
proyeccion de una recta situada en el infinito; y como
entonces la figura se reduce 4 la 48, en la que los lados

Rl 4 ab y AB, ac y AC, be y BC se encuentran en la recta -
en el infinito, esto se verificard también para su proyeccidén que es la
figura propuesta.
También considerando la fig. 49, en la que evidentemente 1as dia-

gonales del tridngulo inscripto y del para- .
lelogramo cireunseripto se encuentran en
el mismo punto O medio de todas ellas
como proyeccidn de la figura formada por . I8

un cuadrildtero inscripto en una cénica y la
recta que une los puntos de interseccidén de
los lados opuestos, concluye que, para la
figura general 50. 1.0 Las cuatro diagona-
les de los dos cua-
drilidieros se en-
cuentran en un
punto P. 2.0 Que los puntos de interseccion de
los lados opuestos del cuadrildtero inscripto
y del circunseripto se encuentran en ly polar
' de dicho punio P, etc.

£ 28 50 Asimismo, para demostrar que en la figu-
ra 51 los puntos O, O',... se hallan en linea recta, suponiendo la ednica
y el punto @, reducidos respectivamente 4 ser un cireculo y un punto
en el infinito, que reduce aquella figura & la 52, deduce de esta pro-

Fig. 4.
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piedad, evidente en el caso actual, la misma propiedad para su pro-
yeecidn, 6 sea la figura del enunciado.

Por q1ltimo, las figuras 53, 54, 55 y 66 indican al

lector otros dos casos en que Pon-
rcelet emplea su método de demos-
tracidn, esto es, al demostrar la pro-
piedad de las transversales ab’ y a'b,
be' y b'e, efe., que unen inversamen-
te los puntos de interseceién de los
rayos de un lado con dos rectas
fijas (figs. 53 y 54), consistente en que estos se hallan en linea recta, y
y al demostrar (figs. 55 y b6) la propiedad
de los fridngulos homoldgicos.

Ademés del prineipio de eontinuidad, de
que tan importantes aplicaciones hace Pon-
celet con auxilio de los elementos ideales y
en el infinito, objeto de la breve exposicién
que precede, ocupa un lugar importantisimo
el prineipio de reciprocidad geomdtrica hoy
llamado de dualidad 4 que se refieren sus Fig. td.
teorias de las figuras homoldgicas y polares reciprocas, las cuales basta
que citemos ahora.

Fig. 52,

Fig. 61.

Fig. 4. Fig. 55. Fig 56

8 2,°— EL"cALCULO BARICENTRICO DE MorBius

50. El célculo barieéntrico de Moebius es un sistema de Geome-
teia analitica que este eminente gedémetra dié 4 conocer en 1827 (), y
constituye el primer sistema de coordenadas homogéneas que apare-
ci6 en Alemania casi al mismo tiempo que Bobillier en Francia expo-
nia su sistema fundado en la determinacidn de un punto de un plano
por sus distancias 4 los tres lados de un tridngulo fundamental, 6 4

(*) Darstellung des barycentrischen Calculs und einer daraul gegriindeten analytischen
Goometrie (Erster Abschnitt).
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las cuatro caras de un tetraedro fundamental, si el punto se considera
en el espacio, sistema de coordenadas superabundanies (puesto que
una de ellas esta incluida en las restantes ¢ determinada por una re-
lagién que las liga
—aA—IB—eC=285 6 —aA—biB—-cC—dD=3V)

como las llama M. Paul Serret en su Geometrie de Divection, donde se
halla ampliamenfe aplicado dicho sistema & multitud de cuestiones
sobre curvas y superficies.

El sistema de Moebius tiene, eomo se sabe, por fundamento, la con-
sideraeidn del centro de gravedad de varios puntos ligados cada uno
a un eoeficiente, que hoy se llama el centro de las distancias proporcio-
nales, el cual tiene la propiedad de que, cuando por A, B, C,... P se
trazan rectas paralelas en cnalquier direceidn, y un plano cualquiera
las corta en los puntos A’, B, 0',... los segmentos paralelos AA’, BB/,
CC,... se hallan ligados por la relacién

2. AA'4BBB.COC'+...=(af-p41-1...) PP
(supuesto #4-f-4y+-... distinta de cero, pues si no el centro de gra-
vedad no existiria ¢ estaria en el infinito), siendo, por consiguicnte,
aA {:B—i—]’c-l_.-.
la éapresion baricéntrica del punto P.
Hsto conduce 4 demostrar que cuando
aA-+B =0,
C (que es el centro de gravedad del sistema de puntos A y B) est4 en
linea recta eon A y B, teniendose ademais la relacién a:5=BC:CA, 6
lo que es ignal, la expresién homogénea de la linea recta
aA+-0B+¢C=0 con larelacibn a:0:c=DBC:CA:AB,
y continuando las deducciones, que euando
aA-+bB+¢C=D

Y A, B, C no estdn en linea recta, D se halla en el plano de los fres
primeros puntos, teniéndose ademés la relacién
a:b:e=ADBC: ADCA: ADAB
(Pues si a-+b se supone distinta de cero ™, serd

aA+bB=(a-+0\Z y D=(a-}+d)%+cC

(*). Una ds las tres sumas a0, b de, ad » por lo menos que ser nula pues sino

a+bJ-c seria =0,
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Y por estar en linea recta C, D y Z

a+b:¢=CD:DZ=BCD : BDZ=ACD : ADZ, (1)
Iuego DBZ:DZA=DBC:DCA,

¥ por hallarse Z en la recta AB,
a:0=BZ:ZA=DBZ:DZA, y a:0=DBC:DCA,

también

b:a+b=DZA :DBZ+DZA=ADZ: DBA; (2)
y de (@) y (2) resulta

b:¢=ACD : DBA=DCA : DAB)
O expreséndose mis simétricamente: Si
aA—+bB~+cC+dD=0,
los puntos A, B, C, D se hallan en un plano y ligados por la relacidn:
a:b:¢c:d=BOD:—CDA :DAB: — ABC®™

En fin, para el caso més general del espacio, enuncia Moebius el

teorema siguiente: Si
aA-+bB+cC+dD=E,
vy A, B, C, D no se hallan en un plano, existen las relaciones
a:b:c:d=las piramides BCDE : CDEA : DEAB : EABC
O mas simétricamente: Si
aA+0B4-e0+4-dCH-eE=0,
los puntos A, B, C, D, E se hallan lizados entre si por la relacién
BCDE : CDEA : DEAB: EABC: ABCD=a:b:c:d:e

Lo que acabamos de expresar coanstituye el fundamento del siste-
ma de Geometria analitica que da 4 conocer Moebius en su obra Der
Baricentrische Caleul. Asi: 1. Tomando A y B como puntos fundamen-
tales, pA+¢B es la expresién de todos los puntos de la recta que los
une, correspondientes 4 los valores de la relacidn %

2.0 Siendo ABC fres punfos fundamentales de un plano (4 BC,
CA, AB llama las rectas fundamentales y 4 ABC el tridngulo funda-
mental), pA-+¢B+rC es la expresién de cada punto P del plano
que corresponde & los valores de las relaciones p: ¢: .

3.0 Siendo A, B, C, D cuatro puntos, no situados en un plano, los

(*) Tanto en los segmentos AB, BC, AC como en les tridngulos ABC, ete. 4 en los tetraedros
ABCD, etc. Moebius considera las direceiones opuestas correspondientes 4 los signos +y —
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puntos fundamentales, AB, AC, etc., BOD, CDA, ete., y ABCD, ete. las
lineas, planos y tetraedros fundamentales, pA-}g¢B-}rC-+4sD esla
expresidn de un punto en el espacio determinado por los valores de
las relaciones entre los coeficientes, p, ¢, 7, s.

Las eomeras indicaciones que preceden son suficientes para cono-
cer el sistema geométrico de Moebius que en la obra citada aplica 4
las teorias de las lineas, superficies, semejanza, afinidad, colineacidn,
doble razdn, ete.

& 3.°—M¥TODO DE LA €RELACION ANARMONICA» DE CHASLES

51. Ya se ha tratado varias veces de las investigaciones de Chas-
les sobre los porismas de Euclides, cuya adivinacién obtuvo basan-
dose en los lemas de Pappus, exponiéndose edmo este geémetra llevé
4 cabo su empresa tomando como guia las huellas que en dichos le-
mas se encuentran de las teorfas de las fransversales, las relaciones
armonica, angrmonica, ete., hasta el punto que, eomo dice en su obra,

Les trois livres de Porismes d Euelide (pag. 13), <era preciso dar pre-
viamente 4 las tres teorias de la relacidn anarmdnica, de las divisiones -
homogrdficas y de la involucidn los desarrollos de que son suscepti-
bles los gérmenes que se encuentran de ellos en los lemas de Pappus,
lo que ha pretendido hacer, afiade, en el Traité de Géomdirie supéridu-
re,0obra cuyas bases forman esta teoria.» -

Antes de publicar esta obra, en que Chasles reunid bajo unidad de |
plan, no sélo los conceptos importados de la ciencia griega, sino de
los gedmetras del siglo xvi, con objeto de crear la citedra de Geome- '
tréia superior, fundada por el Ministro de Instruceién piiblica en Fran-
cia, ya este gedmetra habia expuesto en su Apergu historique sur
Uorigine et le développement des methodes en géometrie la importancia
capital del concepto de la relacion anarminica, considerando como
fundamental la proposieidn 129 de Pappus, 6 sea que: cuando cuatro
rectas parten de un punio, forman en una transversal, trazada arbitra-
riamente en su plano, cuatro segmentos que tienen entre si cierta relacidn
ac  be i - ]
P constante cualquiera
que sea la transversal, y 4 la cual Chasles did el nombre de relacion G
funcidn armdnica.

Ademds anade en la Nota IX de su Apercu, destinada 4 dicha fun-
cién, que ésta tiene otra propiedad capital, & saber, que: §i desde un
punto tomado arbitrarigmente, se trazan rectas é cuatro puntos en linea
recta, la funcion armonica de estos cuatro punios tendrd precisamente por

constaate, es deeir, que la relacidén
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valor el que adquirvird esta funciin cuando en ella se sustituyan d los
cuatro segmentos que la componen, los senos de los dngulos que forman
entre si dichas rectas,

En su Gédomelrie supérieure, pues, para presentar en cuerpo de
doetrina esta nueva ciencia, expone desde luego un conjunto de pro-
posiciones sobre la relacion anarmdnica que dan origen 4 tres teorias
que constituyen el desarrollo de un mismo teorema fundamental, 6 sea
las de la relacion anarmdnica, de las divisiones y haces homogrdficos y
de la involucion; dicho teorema fundamental es el arriba ecitado que
establece la relacién

ac  be _sen (A,C) sen (B, C)
ad ° bd ~ sen (A, D) ~ sen (B, D)

entre cuatro rectas trazadas por un punto y los cuatro segmentos que
forman con una transversal cualquiera, y que puede servir de enlace
entre las partes de una figura para establecer las relaciones que cons-
tituyen sus propiedades; y asi, por ejemplo, pueden pasarse de rela-
ciones de sistemas de cuatro puntos 4 otros sistemas analogos por el
intermedio de otros haces, ete.

Ofros conceptos, como son los que conciernen & los signos de los
angulos y segmentos, 4 las entidades émaginarias y 4 la dualidad pre-
dominan en la sistematizacién que lleva & cabo Chasles en su tratado
de Geometria,

Asi, sus procedimientos de demostracidn se apoyan en proposicio”
nes que implican el principio de los signos, que introduce sisteméti-
camente en la exposicién de su obra, de manera que una sola propo-
sieion (la arriba citada) que expresa la igualdad de dos funciones an-
arménieas de segmentos y de senos, forma la base de toda su obra y
permite introducir el principio de los signos.

En cuanto 4 los objetos imaginarios, puntos, lineas 6 cantidades, ob-
serva que no entran explicitamente en los razonamientos, hallindose
representadcs por elementos siempre reales que pueden servir para
determinarlos, de igual manera que en la Geometria analitica, las rai-
ces de una ecuacidén no entran por si en los edlculos, hallindose re-
presentadas colectivamente por los ecoeficientes, asi la consideracién
de dos puntos imaginarios en una recta, equivale a admitir que los dos
datos 6 elementos que determinan 4 aquéllos, 4 saber, su punto edio
y el reclangulo de sus distancias 4 un origen comiin, dan lugar 4 una
expresidn émaginarie de las distancias de estos puntos al origen, 0
bien que la ecuacién de segundo grado suficiente para representarlos
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tiene sus raices imaginarias. De esta manera consigue Chasles intro-
dueir en su Geometria con la nocién explicita de las imaginarias de-
mostraciones tan rigurosas y tan generales como las de la Geometria
analitica, empleando proposiciones que se refieren 4 propiedades ab-
solutas 6 permanentes de las figuras y no tan sélo 4 las propiedades
contingentes.

Expuestas en la primera seccién de la obra las teorias de la rela-
cidn anarmonica, de las divisiones homoyrdficas y de la involucion, deri-
vadas todas ellas de un solo teorema fundamental, como desenvolvi-
miento de un concepto que hace resaltar la unidad en el fondo varia-
ble constituido por dichas teorfas, las demds secciones estdn destina-
das 4 aplicaciones varias de esta doetrina de la relacién anarmdnica,
al tridngulo, cuadrilitero y en general 4 los poligonos, 4 la deserip-
cién de la recta por puntos, 4 los centros de las distancias medias y
de las medias armdnicas, ete., al establecimiento de sistemas de coer-
denadas que conducen 4 las transformaciones de las figuras que ori-
ginan las figuras homogrdficas y correlativas.

Esta rigurosa unidad que se observa en la Geometria de Chasles,
basada en el tinico concepto de la relacién anarmdnica referida 4 las
figuras rectilineas, se conserva atin, cuando se trata del circulo y de
las secciones ednicas.

En cuanto al circulo, que es el objeto de la 4.8 seeeidn de la Geome-
tria superior, le basta establecer los dos teoremas fundamentales so-
bre la relacidn anarmonica de cuatro puntos de una circunferencia y so-
bre la relacidn anarmdniea de cuatro tangentes 4 la misma, de modo que:
cuatro puntos de una circunferen- | cuatro tangentes 4 una circunfe-
cia se unen 4 unquinto puntocual- | rencia cortan 4 una quinta tan-
quiera de la misma por cuatro rec- | gente cualquiera 4 la misma en
tas que forman un haz cuya rela- | cuatro puntos que forman un sis-
cidn anarmdnica es constante. tema cuya relacidn anarmdnica es

| constante.
propiedades que permiten establecer, conforme al principio de la dua-
lidad, las propiedades concernientes 4 la circunferencia como ya se es-
tablecieron las que se referian & puntos situados en linea recta & la
par de las que se referian 4 rectas concurrentes en un punto.

IFinalmente, en virtud de que la relacién anarmdnica, tanto de un
haz de euatro rectas como de cuatro puntos en linea recta, permanece
invariable en las proyecciones, y de ser las secciones ecdnicas pers-
pectivas 6 proyecciones centrales del eirculo base de un cono, los
principios de la relacién anarménica de cuatro puntos ¢ de cuatro
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tangentes al eirculo se extienden al caso en que éste se ha sustituido
por una cénica, y asi en su Traitd des sections coniques, Chasles esta-
blece los dos principios fundamentales arriba citados para el easo del
circulo, y con sdélo ellos desenvuelve la teoria de estas curvas.

R RS

CUESTIONES RESUELTAS
CUESTION 1i29.
(Véase t. I11, pig. 191)
Inseribir en un segmento (G sector) civcular un rectingulo de peri-
metro dado,
(SOLLERTINSKY)

Solucidn por el Sr. SCHIAPPA MOSTEINO,
Consideremos desde luego la inscripeién del rectingulo en un
segmento, y enseguida en un sector circular.

Caso del segmento cireular.

Supongamos el problema resuelto, y sea »rryy (fig. 1) el rectin-
gulo de perimetro dado 2p inscripto en el segmento svs” del cireulo C
también dado.

Sean m y m, los puntos medios de los lados rr; y r», de este rec-
tingulo 6 de sus interseeciones con el didmetro vv" del efreulc C per-
pendicular 4 éstos; y sobre las prolongaciones de dichos lados tome-
mos los segmentos rn y rn, iguales 4 mr, y se tendrd el rectingulo
mnn;m, igual al rectingulo inscripto pedido, 6 tal que se tenga el se-
mi-perimetro

mn-nn,=p.

Asi el vértice n debe pertenecer al lugar de los puntos cuya suma de
las distancias o las rectas rectangulares sms' y vinyv' sea igual ¢ p, es
decir, @ la hipotenusa p,ide un tridngulo rectdngulo isosceles p,m,i
cuyos catetos my p, y m, i son iguales @ p.

Luego el vértice » del rectingulo pedido »r 7,7, se encuentra tam-
bién en la mediana irg.,.

De esto resulta que para obtener uno de los vértices » del rectdn-
gulo buseado 7,7, se tomardn en la cuerda ss; y en el didmetro vv’
del eirculo (C), &4 partir de su interseccion m,, l1os segmentos m ., y

L

my? respectivamente igualesd —-p y 4 p, de modo que el segmento
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rectilineo i, cortard al arco del segmento circular dado svs’ en este
punto #, y el rectingulo que se busea »rry, quedard determinado.
Tomando el segmento m,¢"=—m,¢ sobre m,v, y trazando el seg-
mento #'-,, la interseceién ' de éste con el arco del segmento svs,
suplementario del primero, se tendra el rectingulo »'r', »'y>"'y inserip-
to en este segundo segmento circular.
Diseusidn.—Como se ve, solamente los puntos de interseccién » y

»' de la circunferenia (C) con los segmentos rectilineos p y p.é si-
tnados entre el punto p, y cada uno de los puntos ¢, 7' ¢ situados so-
bre estos segmentns, dan las soluciones rolativas 4 los segmentos
circulares suplementarios srs’ y sv's’, puesto que si estos puntos de in-
terseccién » y ' se hallasen sobre la prolongacién de estos segmentos
rectilineos, sucederfa lo mismo 4 los puntos correspondientes n y »'
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sobre los segmentos rectilineos p,i, p,¢'; y entonces se tendria la dife-
rencia de las distancias de estos puntos ¢ las rectas rectangulares vv' y
8s’ dgual 4 p, en vez de su suma, segiin los datos del problema.

Es claro que para cada uno de los segmentos circulares puede ha-
ber dos soluciones, una 6 ninguna, segin que cada uno de éstos corte
4 los segmentos rectilineos correspondientes p,7y pé en dos, en un
punto 6 no les corten.

Como se sabe, uno de estos segmentos rectilineos puede focar al
arco del segmento circular correspondiente; y 4 su punto de contacto
corresponders ignalmente una sola solucién, y este contacto tendra
lugar al mismo tiempo sobre estos dos segmentos circulares, cuando
sean iguales ¢ se reduzean 4 semieireulos.

Se pueden también determinar los limifes de p entre los que el
problema tiens solucidn para cada uno de los dos segmentos ecircu-
lares.

En efecto, si se considera el segmento svs” y se le traza la tangente
InT paralela 4 la mediana p,7 del tridngulo rectdngulo im,p, que de-
termina sobre la euerda 23’ del circulo (C) el sezmento rectilineo m, T,
se reconoce que para que haya solucidn, el semiperimetro deberd te-
ner los valores de los segmentos m,v y 2m,T 6 SS', segiin que el pun-
to de contacto 0 se halle en el segmento IT 6 en su prolongacidn, o
bien eoincida con el punto s.

Se llega 4 resultados andlogos para las soluciones relativas al
segmento sv's’.

Caso del sector civeular.

Supongamos asimismo el problema resuelto, y sea rr ., (fig. 2) el
rectingulo de perimetro 2p inscripto en el sector Csvs” del eireulo (C).

Por el vértice » tracemos prg, paralela al radio Cs y que corte en
el punto g, al didmetro »»' perpendicular i la cuerda ss'. Esto sentado,
sobre las prolongaciones de los lados g0 y COry del paralelogramo
7 Cpy equivalente al rectingulo pedido »r,».r;, ¥ trazindose desde
los extremos del lado Cp, las perpendiculares p,q y Cqy, se obtiene el
rectinculo ¢q,Cps; y puesto que se tiene

g.'."":i—i_qgl =P
el vértice se hallar4 en la hipotenusa p,i de un tridngulo rectingulo
is6sceles p,Ci cuyos catetos son iguales 4 p. Asi, el punto medio
t de gg, se hallard al mismo tiempo en la mediana ¢ de este tridn-
gulo y en el ecateto rr, del tridngulo rectangulo buscado.

Luego trazando en p, la perpendicular p,p 4 CD y que corte al ra-
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dio Cs en p, la recta ip pasaré por g, y la recta érp sera la mediana del
triangulo iCp.

Desde entonces, para obtener el vértice » del rectdngulo pedido
rm7ar, situado sobre el arco sws' del sector, se trazara el didmefro
vCy" perpendicular 4 la cuerda ss', y el diametro DCD" que le es pa-
ralelo, tomando sobre el primer didmetro el segmento Ci=p y sobre

1
el segundo el segmento 09023 p, y en el punto i, de ésta levantando

la perpendicular pp que corte al radio Cs, y en fin, trazando el seg-
mento pi, su interseceién » con el arco svs’ serd el vértice del rectan-
gulo pedido rr ryr,.

Si se considera el sector Csv's’ suplementario del primero, se to-
mard el segmento Ci'=—Ci sobre C’, y trazando el segmento i,
la interseccidén »* de éste con el arco sv's’ determinari el rectingulo
»'ry'r' ', inseripto en este segundo sector.

Discusion,—Considerando, como para el segmento circular, los
puntos de interseccién de los arcos de los dos sectores suplementa-
rios Csvs’ y Csv's’ con los segmentos rectilineos correspondientes pi y
-4, se reconoce que se pueden tener dos soluciones, una 6 ningund, se-
gun que haya dos de estos puntos de interseccion, uno 6 ninguno. Es
claro que estas lineas, pudiéndose tocar, el punto de contacto respon-
derd también 4 una sola solucién.

Se pueden también hallar los Iimites de p entre los que el proble-
ma es posible, siguiendo el mismo camino relative 4 la inseripeidn de
un rectingulo en el segmento circular.

Consideremos, pues, el sector Csvs’, y sea IfT la tangente en el
punto 6 de su arco svs” paralelo 4 la mediana pi del tridngulo iCp, y
que determine sobre el radio Cs el segmento CT, siendo los segmen-
tos Cs, y CT, las proyecciones de este radio y de este segmento sobre
el didmetro DCD'.

Segiln esto, para que haya solucidn, el semiperimetro p deber4
tener respectivamente por limites las magnitudes de los segmentos
Cv y 20T, 6 2Cs,, segiin que el punto de contacto 9 se encuentre so-
bre el segmento IT ¢ sobre su prolongacién, ¢ bien coincida con el
punto s.

Para el otro sector Csv's’ la discusién serd en todo andloga.

Observacion general.

Si se hace mover la recta DCD’ paralelamente 4 la cuerda ss” del
circulo (C), el punto C recorreri el didmetro vCv" y las rectas sCy
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8'C girarén alrededor de s y &', de lo que resulta que el sector isdsceles
homocéntrico Csvs' se transformara en un sector isdsceles exeéntrico con
relacidn al circulo (C), y en el que se puede también inscribir un rec-
tangulo de perimetro dado 2p, empleando construcciones andlogas &
las precedentes.

Cuando el punto C se halle en linea recta con los puntos s y &', el
sector isosceles circular se reduce & un segmento circular, y se volverd
4 las construcciones ya presentadas para este caso, que, como se ve,
es un caso partioular del que acabamos de considerar,

Como se sabe, la inscripeién del rectangulo en un sector circular,
¥y por consiguiente, como caso particular, en un segmento, puede ha-
cerse con el empleo del dlgebra, pero de una manera menos sencilla,
y para esto juzgamos innecesario continuar.

Se puede todavia extender el problema y las construcciones res-
pectivas 4 los casos de los sectores & segmentos elipticos, hiperbolicos y
parabdlicos en que el didmetro vy’ se convertiria en un didmetro con-
jugado & la cuerda ss, pudiendo el punto C tener una posicién cual-
quiera sobre este diimetro,

En este caso, se tendria un paralelogramo de perimetro dado 2p
inseripto en estos sectores ¢ segmentos, y cuyos lados serian parale-
los 4 estas rectas conjugadas el cual llegaria 4 ser un rectangulo
cuando vv' fuese un eje.

Desde entonces los tridngulos auxiliares pond (fig. 1) y p,0i
(fig. 2) rectingulos é isdsceles cuando vv' es eje, serdn solamente isds-
celes en el caso general.

Podriamos reducir mucho la solucién de la cuestién propuesta
por el sabio matematico Sr. Sollertinsky, considerando la inscrip-
cién del rectangulo en el segmento ¢ sector ecircular, como un caso
particular de su inseripeién en un sector isdsceles circular execéntrico,
presentando solamente la solucién para este caso; pero no lo hemos
hecho, teniendo presente la redaceién de este problema que parece
indicar que el ilustre autor deseaba que éste fuese el orden por se-
guirse en la solueidn.

Bolucion por el 8z, SOLLERTINSKY (B.)

En la perpendicular en A 4 la cuerda AB se toma AC=AB, y en

la perpendicular del centro O sobre AB se toma O0'=p, siendo 2p
el perimetro dado.
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Sea D el punto en que la circunfe-
rencia descrita desde O’ con el radio OA
encuentra 4 la recta CM que une C al
medio M de AB.

La perpendicular del punto D sobre
AB encuentra 4 la cuerda y al arco del
segmento en los vértices P y Q del rec-
tingulo busecado, y su tercer vértice R
serd el simétrico de P relativamente 4 M.

Se tiene, en efecto,

Luego
QP4+PR=QP+DP=0D=00"'=p

CUESTION 131
(Véase toma III, pigina 191).
Establecer la siguiente identidad
(&.2 +y?+3‘2} (y?:ﬁ__l_zixﬂ _*_‘,r!y?)
= (2% Twz?) + (2y Ty 2*) - (eyze-atsy %)
en donde los signos se corresponden.

Solucion por el B8R, SCHIAFPFA MONTEIRO A),
Consideremos la férmula
(a*+0+") (A% B4-CY |
=(aA-+bB+cC)P+(aB—bA)*+(aC —cA)* 4 (6C—cB):... (1)
que muesira que una suma de tres cuadrados multiplicada por otra

da, en general, una suma de cuatro cuadrados.
Esta féormula se deduce de la siguiente dada por Euler:

((@A+¥B+cC+-dD)? \
(@Lp o rv+B*+Cﬂ+D‘~’)J +(aB—bA~+cD—dO)Y| <
e |4+ (@C—bB—cA +dB)? \ %

+(aD-+4-5C —cB—dA)*

para mostrar que una suma de cuatro cuadrados da una suma de cua-
tro cuadrados, y haciendo d=0 y D=0,

Como se sabe, esta férmula de Euler es un caso particular de otra

dada por Lagrange y otras férmulas andlogas para grados superiores.
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Esto sentado, podemos transformar facilmente la (1) en la siguiente:

(@*4-d2-c*) (A4-B*4-C?)
=(a0=cB)*+(bCFcA)* 4+ (cC+bA—+aB)*+(aA—BB)'...  (3)

de la que resulta la identidad buscada, haciendo
a=—2 0 b=y, ‘e—2 ¥y A=yz, B=wz, U=2y.

En este caso, se tendrd aA—bB=0, y por consiguiente la (3)
muestra que para estos valores de a, b, ¢; A, B, C la suma de tres cua-
drados, multiplicada por una suma de tres cuadrados, serd igual ¢ la
suma de tres cuadrados,

CUESTION 130
(Véase tomo III, pigina 182).

La suma de los cuadrados de las rectas que unen los centros de los cua-
drados construidos exteriormente sobre los lados opuestos de un cuadri-
latero y los centros de los cuadrados construidos interiormente, sobre és-
tos mismos lados es igual a la suma ds los cuadrados de las diagonales
del cuadrilatero.

(H. Van Auser).

Bolucidn por el 8n. D, A, ScHIAPPA MOXTEIRO.

Sean ABA'B’ el cuadrilatero dado, y K, E' los centros de los cua-
drados ABB,A;, A'B'B,"A,’, construidos exteriormente sobre los la-
dos opuestor AB y A'B’; y sean I, I' los centros de los cuadrados
ABB,A;, A'B'A/A," construidos interiormente sobre estos mismos
lados.

Es evidente que los puntos A, E, B, Iy A’, E', B, I' determinan
dos cuadrados que tienen por centro los puntos M, M’ medios de AB,
A'B', lo que nos conduce 4 demostrarque

BE" 411" = AX? 4 BB ... 0

es decir que: dados dos cuadrados cualesquiera, la suma de los cuadra-
dos de las distancias EE', II' de dos pares de vértices opuestos, es igual ¢
la suma de los cuadrados de las distancias AA" y BB' de los olros pares
de wértices opuestos A, A' y B, B’ tomados de wna manera andloga al
primer par.

Luego si por los vértices del cuadrado A’E'B'T’ se trazan las ree-
tas A'a’, E'e, B'd’, 1'¢, respectivamente equivalentes 4 las semidiago-
nales AM, EM, BM, IM del cuadrado AEBI, se tendri el cuadrado

-
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a'¢'d't’, determinado igualmente por las rectas Ma', M¢', MY/, Mi’ tra-
zadas por el centro M de este ultimo cuadrado, y respectivamente
equipolentes 4 las rectas AA’, EIY’, BB, IT. Segiin esto, nos vemos en
el caso de considerar solamente el cuadrado a’¢'s’i’ y el punto M,
y demostrar que: El'rfn’g—i—mgzﬁr?u—f— WB, es decir, que dado un cua-
drado a'e'b’i' y un punto M, la suma de los cuadrados de las distan-
cias Ma’, Mb' de este mismo punto d dos vértices opuestos e', i’ es igual @
la suma de los cuadrados de las distancins @ los otros virtices a', b’ (.

Ahora, los tridngulos ¢'Mi" y a'M¥’, teniendo comiin la mediana
MM’, dan:

Me '+ M7 = 2 MM — 2 M7 (3)

y Ma!"+Mb"=2, MM +2. M (4)
pero sefiene Me'=M'a’; luego

Mo+ M =Ma’ + M) @)

6 R4 °—AA"+ 55" 0

OBsErvAcION.—Asimismo se reconoce que: La suma de los cuadra-
dos de las rectas que unen los centros de los cuadrados construidos eate-
riormente sobre los lados opuestos de un cuadrildtero, a los centros de los
construidos interiormente sobre los mismos, es igual ¢ la suma de los cua-
drados de los otros dos lados del cuadrilatero.

Tgualmente se vé que la cuestion propuesta puede exlenderse d la geo-
metria del espacio, considerando un cuadrildtero alabeado ABA'B' y los
dos planos paralelos trazados por dos ladss opuestos AB y A'B, y
construyendo en estos planos y sobre cada lado, un par de cuadrados
ABB,A;, ABB,A; y A'B'B,'A,; A'B'B,’Ay".

CUESTION 138
(Véase tomo II, péagina 182).

Demostrar que
q

Y yta 1y+2a y+n—1a y+1 y+4l1+4na
(1L )2 Py, S i e o= .
1+4-a (14-a) (1-4-a) (1+a) : @ a(l-+ta _JJl
deduciendo como inmediata consecuencia el conocido resultado
c n—1 n 2-1n
1 2 3 €) =S
= | — =]
—é- + —:_”- —}- 2t —|—.--.+ 2:-'&—1 l— 2;.{ 2”.

(*) Es claro que ¢ste teorema ten i también lugar cuand
plano del cuadrado, es decir, cuando sea el virtice do una pir

cuadrado,

I punto M se halle fuera dal

nide quo tenga por baso este
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o bien
—1 ~n—2 ah—=8 - f gt 5
1.9 +2.2"°4-8.9" " (n—1)2 0. 20 =2(2"—1)—1
(Juan J. Duran Loriga)
Bolueién por el Br. ScHIAPPA MONTEIRO (A)

Poniendo la expresién dada bajo la forma

Yy 1 1 1
SRR R RO T +....+4]
I—l—ﬂ'. l+{"‘ Ll+6{-}' {:I_I_a'l}“—l
2 1 n—1

+___tr- Lo i gt 93 o
(1+a)* e " (Fa T aga (

¥y observando que, como se sabe, se tiene

1+

1 | 1 1-+a 1 ol
s e e vy +d"7n_1 @)
+a  (1+a) (14-a) & a(l+a)
1 1 1
e | :
f 14 e ey T (14a)* >
(4@ =1 a—1  (14ae}  1+4na =
(5”(1—|—fe)”'_:j a(l4a)" " @ a*(14-a)" c b
resulta que la expresién (1) se reduce 4
1 ] {1
sl o
S a(l-4-a) & a(l4a)
luego
Y y-t+a y+2a S y4n—1a y+1 y+4lina
e " (te) " (4a) " e @ g(14a) @)
Haeciendo y=—a=1, se tendri
1 2 3 n—1 n 2+4n §
?_}_ 92 t 93 et gh-1 I ot S -__._2}{_ (®)

- n-1 n—3a n ol B 3 L gy . S
4 1.97 12,2 "3.2" —i—m»—i—{H.—i__=:3’—|—v3.12"':2|\‘_4!f — 1)—n  (6)

CUESTION 135
(Véase tomo IIT, pagina 193),
Dado el eje focal de una conica, solamente en posicion, un punto de
dsta y el centro del cireulo osculador en este punto, delerminar los focos.

(C. Jiménez Rueda).
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Solucién por el Br. SCHIAPPA MONTEIRO (A),

Designemos M y y el punto dado y el centro de curvatura corres-
pondiente, y sea N la interseccién del radio de curvatura My=p con
la direceidn indefinida XX’ del eje focal.

Representando por R la proyeccidn de la normal MN=N sobre
uno de los radios vectores desconocidos, ¢ el radio de curvatura en
los vértices focales igualmente desconocidos, la expresién del radio

de curvatura es
]

3 (1)

7

a=

I

Seg1in esto, si en el punto N se levanta la perpendicular RNR' 4
la normal, y sobre el radio de curvatura My como didmetro se des-
cribe, una circunferencia (C), ésta cortard dicha perpendicular en los
puntos R y R’ tales, que las rectas MR y MR’ cortarin & XX’ en los
puntos / y / que serin los focos buscados.

En efecto, se tiene

P

'\"3
R E . e
MR}*=,.N y MR= R
de lo que resulta la expresién (1)

Observacion.—Se obtiene también directamente el centro de la ed-
nica (%), si lo tiene.

Para esto, se traza la perpendicular y» 4 XX/, que cortard 4 RR' en
el punto », de modo que M cortard 4 XX' en un punto O, que seré el
centro buscado.

Podriamos entrar en ciertas investigaciones sobre esta cuestidn
propuesta y su reciproca, pero hemos creido preferible reservarlo
para una Nota sobie la solucién de la cuestion 65, que presentaremos
bien pronto.

CUESTION 137
(Véase tomo 111, pagina 102),

La suma de los cuadrados de las rectas que unen entre si los centros
de los cuadrados construidos exteriormente sobre los tres lados de un
tridngulo, es igual d la suma de los cuadrados de estos lados mds seis ve-
ces el drea de este triangulo.

(H. Van Aubel).
Solucién por el ScHIAPPA MONTEIRO (A.)

Sean AA B,B, BB,C,C y CC,A,A los tres cuadrados construidos
exteriormente sobre los tres lados AB, BC y CA del tridngulo ABC y
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cuyas diagonales se cortan respectivamente en los puntos M, N y P,
desde los cuales se bajan, sobre estos tres lados, las perpendiculares
M#O, Nv(0, PtO que las encuentran en u, ¥, £ y se cortan en O, cen-
tro del eirculo eircunecripto (O) 4 este tridangulo.

Esto sentado, consideremos los tridngulos AMP, BMN y CNP
que dan

MN® — BM' + BN® — 2.BM.BN. cos MBN
NP =CN 4+ CP*—2.CN.CP.cos NCP

PM = AP + AM' —2. AP.AM.cos PAM
de donde
o T C
MN® — LB_ 4 1‘_ + AB.BC.cos ABC
oo BC j A
I\Tl"’zj{———}-—T -+ BC.CA.cos BCA
b =
S JA AH
PM = b A.AB.cosCBA
Y por consiguiente
MN'4+ NP 4+ PM =AB +BO 4 CA° + 6 rea ABC r
CUESTION 80
(Véase tomo III, plgina 198). ok

Ui cireulo de radio constante liene siempre su eentro en una elipse,
w desde el centro de ésta se trazan tangentes. Hallar el lugar de los puntos
de contacto. Casos pa;'r‘fff..’erlts.l'c’a‘. !

(H. Brocard.)
Solucidon por el SR, BCHIAPPA MONTEIRO.

Sea O el centro y OA=a, OB=b los semiejes de la elipse dada (E)
sobre la que se considera un punto cualquiera C como centro del
efreulo movil (O) de radio constante r, cuyas tangentes trazadas por
O son O¢, O,

Elijamos este punto por polo y la recta OA por eje polar, haciendo

0C=3, 0t0¢t' =p, /COA=w, /CO{=t'0C=, /t'OA=2

Esto sentado, para un punto cualquiera ¢ del lugar pedido se tiene

= e R | lll
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Pero para el punto C de la elipse se tiene

o 14-tgim
8t=a?h? +ig

Pratg'e @)
luego
o DAat—rY)taf (Bt —r)tgin .
= b-j_}__agt 2 (8)
2%w
Siendo el dngulo » igual al a—-9, se tendra

tea—ttg0

B T gatgd v

7
¥y observando que tgo= = resulta

Plng—|—1
priga

Reemplazando este valor de tgw en (3) y reduciendo, se tendri
para la ecuacién polar del lugar buseado (T)

ol () _bigz (a*4-b*)r2—a?b?

tgw=

o =8 - = tota) o2
== PFaltgz e Pitattgia (1+4-tg*a) p
s [@=Wtge |, M@ —aWiitigl) o o
2 Battgta "7 2 " atg (6)

Para obtener los puntos de interseccién de la curva con el eje po-
lar haremos tgz=0, y resulta

{(! —I—f; }?‘"—Hﬂ' 252 ri—p2

6l o | %R L -
-+ - o*a? m 0 (7)

de lo que se obtiene
el o i = R ) —b . ;
2 i e = e ®)

S Y ey

6 p=F 5 VoI ©)
N s=—T_r4 =1 (10)

Estos son los dos pares de valores de p que dan dichos puntos de
interseccion.

La expresion (9) manifiesta que habri dos puntos de interseceidn ¢
puntos dobles B, B’ siempre que se tenga b_—>7.

Para tgz=o0 la ecuacion (6) se reduce &
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Si se hace »=0, resulta
2% . rrt—al [
T ST =0 (11)

e (,7|2_|._;)-.*}:i! T

[ a=
¥ por consiguiente

: 242 22 24 62 _
g |- ! __‘\/ il T (”r ?~f+w) 2 (12)
& a* a' a*

eorrespondiendo al signo - del radical dos puntos dobles reales a, %,
para los valores de » menores que «, los cuales son los puntos de in-
terseccidn de la curva (T) con el eje menor de la elipse (E)

Dejando la discusidén de la ecuacidén de la curva, atendida la res-
triecién de la cuestién propuesta, podemos considerar ya la segunda
parte de dicha cuestidn,

Casos particulares.

Curando se tiene a=»b=R, la elipse (E) se convierte en un eirculo,
¥ la ecuacién (6) da

r2=R2—p2 (13)
Si se hace r=0, resulfa
bi4-attg’x
LIRS T s il 9
pr=8t=0% T Fig (2)
ecuacidn polar de la elipse dada.
Para »=>b resulta '
(a*—bMtga 14-tg?z
4| 2 = ~d ?1 B 5:'
e b*~-attgta i Itg?z
—9p (a* —d*)tga ., (a*—b)ig’a —0 (14)

b aftgta e b*-artgis
y en este caso las expresiones (9) y (10 correspondientes a tga=0,
se convertirdn en
2=() 9)
¥y e 0*=0 6 p=—tbv —1 (10)'
Se ve que en este caso los puntos dobles reales § y B’ coineidirdn
con el polo O 6 centro de la elipse (E) y del eireulo imaginario (10)'.
En el caso en que se tenga r=—a, resulta
battgia " bi4-attgla
, @—bigs
b+atgie b+ attga

o'—+-2a

=0 (15)
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¥ la expresién (12) correspondiente & tg 2=m dard
p*=0 (12)
¥y p’4af=0 6 p=—tav—i (12)”

(&)

lo que manifiesta que los dos puntos dobles reales a y 2’ eoinciden con
el polo 0; ¥y por otra parte se reconoce que la curva expresada por la
ecuacidn (15) no tiene de real méds que este punto cuddruplo, teniendo
sus ramas imaginarias,
Suponiendo r=a=>b=R, resulta
=0 (16 y pLRA—0 6 g=—1Ry— (17
2

g il g b : e :
Para #, igual al semiparametro = de la elipse (E), se tiene

Lo b (a—btgx B (aR)0—a
P bBtattgita © T a*  b*-altgz
b (a2—0Wtg b a0 igtxr—at _
! )-.' “l'(.,—.,—-?-x— g % —:—\'—TJ ).,h- —— =0 (18)
a’ battgia a' b*ta’tgia '
y en este caso la expresién (9), reduciéndose &
=== Var—2* (10)

manifiesta que los puntos dobles § y B’ coinciden con los focos T y F
de esta elipse.
Observacion.—La ecuacidn de la curva (T) en coordenadas rectan-
gulares, tomando por ejes de las @ é y las rectas OA y OB, serd
[Da* a2 —a?b®H-(a*+-0%)r? (2t y2) — e (B*— D) — b (a?—12)y?)
—2r (a*—0%) (@*+y2+1r?) ‘?‘yv 2?4 .:)é =0 (20)
SRS P e
REVISTA BIBLIOGRAFICA

LEZIONI DI ANALISI INFINITESIMALE, del profesor G. Peano. v. I y II.
Torino. 1893.—La obra del director de la Rivista di Matematica ofrece,
tanto en su estructura general como en el modo de tratar diversas
materias, indiscutible originalidad.

Ya en la Nota con que coneluye su tomo II expresa que algunas
cuestiones se exponen conforme & desarrollos publicados de las mis-
mas en diferentes Revistas y Periddicos; de estas referencias eitaremos
la que concierne al articulo Swlla Formula di Taylor (Atti R. Accade-
mia delle Scienze di Torino, 1891), & la nota: Generalizzazione della
formula di Simpson (Atti Ace. Seienza, Torino, 1892) y 4 la nota Sur
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autor.

de complejos.

ultimo esta destinado 4 las ecuaciones diferenciales.

dehnungelehre, di H. Grassmann,

une formule d approximation powr la rectification de Uellipse comptes-
rendus des séances de I’Academie des Sciences de Paris, 1839).

El tomo I contiene cinco capitulos en que se trata de las Deriva-
das.—Derivadas sucesivas.— Integrales.— Métodos de integracion.—Se-
ries, que terminan con el articulo sobra los productos infinitos, obser-
vandose en toda la obra con frecuencia el empleo de notaciones abre-
viadas y simbélicas que se notan también en otras obras del mismo

El tomo II lo comienza el Sr. Peano con la definicién del niwmero
complejo de orden n, tratando de los vectores, de su reduceién 4 la forma
U=al+yl4-zK, de su producto de los numeros imaginarios de las
Jormas geométricas, que principia por la definicién de los tetraedros
destrorso y sinistrorso para los que se verifica la relacidn.

ABCD=—-BACD=—ACBD=—ABDC,
haciendoun desenvolvimiento de la teoria geométrica de (Grassmann (%)
Asi, pues, trata de las reducciones de las formas geoméiricas de 1.8, 2.8,
3.» y 4.* especie, de sus operaciones, de los bivectores, que representan
pares de fuerzas, de los trivectores. Al articulo destinado 4 las formas
geométricas, siguen los que tratan de sistenas de complejos, limites,
series de términos complejos y funeidn exponencial de variable imaginaria.

El capitulo siguiente trata de las derivaciones ¢ integraciones de los
complejos, comprendiendo las materias siguientes: Tangente 4 una
curva, diferencial del arco, formula de Taylor, plano osculador, cur-
vatura de las lineas, circulo osculador, esfera osculatriz € integracion

Sigue el capitulo titulado Funciones de varias variables, que com-
prende: Derivadas parciales y sucesivas, funciones implicitas, funecio-
nes homogéneas, maximos y minimos, plano tangente 4 una superfi-
cie, parametro diferencial, envolventes, curvatura de una superficie,
parametro diferencial, envolventes, curvatura de las superficies, inte-
grales miltiples y formulas para las dreas planas. El capitulo IX y

La enumeracidn que acabamos de hacer sobre las materias que
trata el Sr. Peano en su nueva obra bastan, creemos, para que el lec-
tor se forme idea de las novedades interesantes que contiene y 4 la
que Sse recomienda, desde luego, la competencia reconocida de su
ilustrado autor. (Z. G. o G.)

(*) De esta teoria tiene publicada el mismo autor la obra Calcolo geametrico secondo I Aus-

Zaragoza,— Imprenta de C, Arifio, Coso, 100, bajos,




