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kn el mero hecho de no haber estudiado los antiguos mas que el
circulo y las conicas se halla la razon de haber definido, al estu-
diar estas curvas, sus tangentes de modo que solo convinieran
tales definiciones a las curvas de segundo grado. Y aunque muy
probablemente daten estas teorias de la época de Platon, por ha-
llarse tan solo expuestas en las obras de Euclides y Apolonio, co-
menzaremos a exponerlas segtiin se encuentran en las obras de
estos dos célebres gedmetras.

Euclides dice, por definicion, que una recta que corta d una cir-
cunjferenciale es tangente, cuando prolongada muis alld del punto
de contacto, no la corta de nuevo, vy que dos circunferencias se
tocan, cuando encontrandose emn un
punto, no se encuenlian et oftro punto.

Euclides anade 4 estas definiciones
varios teoremas, de los cuales el mas
importante es ¢l siguiente: La perpen-
dicular levantada al didmetro en su
extremo A (fig. 1) es tangente d la cir-
cunfercncia, v entre esta tangente y la
circunferencia no se puede trazar nin-
guna olra recta. Si cavese segiin AB
se tendria S/ DBA =/ /DAB=1 recto;
el triangulo D BA tendria dos dngulos
rectos. Ademis, si entre A F v la cir-

. » : y ‘ Figura 1
cunferencia se pudiese trazar por A
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otra recta A H, la perpendicular D I H sobre A H daria ~ DHA
=1recto y DA >DH 6 DI > D H (lib. III, prop. VII).

A polenio, después de haber demostrado (lib. I, prop. XVI) que
las cuerdas perpendiculares al eje de una conica quedan corta-
das por ésteen dos partes iguales, demuestra (prop. XVII) que /a
paralela d estas cuerdas, lraza-
da por el extremo del eje es tan-
gente d la curva, pues si la cor-
tase en otro punto, el medio de la
cuerda estaria sobre el eje, lo que
seria absurdo.

Después (prop. XXXIII) hace
ver que el vértice A de la pard-
bola AC (fig. 2) corta d la sub-
tangente ED en dos partes igua.
les. En efecto, tomemos AE=AD, traccmos la secante ECF y
una ordenada cualquiera BGF, se tendra:

Figtira 2

BB I B* BGY ]

BA.AE 4BA ‘_,\ E

ED* CD® ~CD* DA DA.AE  ED?
lo que daria EB*<“4BA . AE, contrario al teorema de Euclides:
S7 una recta AB estd dividida igualmente en C v desigualmente
en K, el cuadrado construfdo sobre AC es mayor que el rectdn-
gulo de AK vy KE,

Apolonio demuestra enseguida que nin-
guna recta puede trazarse entre la curva y
la tangente, y trata las mismas cuestiones
para la elipse y la hipérbola.

Demuestra la propiedad caracteristica de
las asintotas de la hipérbola: la recta traza-
dadesde el centro C (fig. 3) por el extremo de
una ordenada en el vértice, igual al pari-
metro, no coria d la curva. En efecto, si la

FPigura 8
encontrase, por ejemplo en G, se tendria:
AH.HB AB ABY ~ BC* CH
HG®* BD AB.BD BD? GH?

de donde AH . HB= CH?, conclusion absurda, puesto que
AH.HB=CH*—BC:?2
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El génio de Arquimedes elevandose con poderoso impulso al
descubrimiento de una curva transcendente, la espiral, extendia
la cuestién; pero esto no daba ningtin acceso 4 una definiciéon de
la tangente, ni 4 su construcciéon en general. Aunque asi sea, lo
que sigue puede dar una idea de su trabajo, acerca de este asunto:

IN'.— Dadas dos rectas de longitudes A v T, se puede siempre
hallar una recta cuya longitud
esté comprendida entre ellas. Sea
I" —A=cyn:z: >4 se podra to-

A
mar la recta A +—
1"

V.—Dada la tangente BZ (fi-
gura 4) d la circunferencia K, se
puede hallar un arco BO tal, que
la relacidn de 7O d KO sea menor

Flanr que la de los arcos B® y AB.

Basta inscribir entre las parale-

las BZ y KH la recta BH tal, que ©® H sea mayvor que el ar
co BA, lo que determinard el punto © (*).

XVI.—La tangente en un punto
A de la espiral forma con el radio
correspondiente un dngulo agudo,
hacia el lado del origen. Tracemos
la circunferencia A A (fig. 5); sus ra-
dios son mayores que los de la espi-
ral antes de llegar 4 A y menores
después (**): lucgo el dngulo 1A A no
es acudo. No es tampoco recto, por-
que de otro modo, trazando A1 de
manera que se tenga:

Pl .. are _A_I’ .
AP TarcANT

lo que es posible, segtin V, se tendria: Flgura 3
z
(*) Yaque puede tomarse AB tan pequeno como s¢ quiera, la relucim =Y puede
hacerse tambien tan pequesia como se quiera. Este es el estilo del método de exhaun-
ecion: hoy 2e diria, siendo B Infinitamente pequeiio de primer orden, 26 esinfini-

tamente pequeno de segundo.

Esto se ha demostrado anteriormente.
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[ A arc PANT arcZHKO A A
AP T arcANT arcHK® — AA°

Pero la desigualdad

I A ..-\__‘\
AP T AA

es imposible, porque PA=A) yIA>AA

XVIII.— Consideremos la parte descrita en la primera revolu-
cion del radio A6, A levanlenos itna /’{‘J'[’('H{ff('”r’:"”‘ (he. 6)d A G
en A la fUH‘:.:'!':'Hrr' e esta per-
pendicular entre N vla tan-
genle es renal d la circunfe-
rencia de radio A©. Segin
X VI, esta perpendicular debe
encontrar d la tangente, puesto
que el Angulo £ O A es agudo.
Supongamos ahora que A se
> circ. A 0); se puede tomar,
segun 1V, una longitud A A
comprendida entre estas dos
longitudes.

\hora se tiene:

= A = A Kt
AAT AZ AK
Tracemos AN de manera
que se tenga:

NP 0A. e
P AN’
resultara NP & or e :ﬁll‘

PA™ AA — circ

de donde

NA _cire.4+0P AX
PA ~  cire. ~ AS
lo que es imposible, porque NA _>AX y AP = A0,

(*) Arquimedes demuaestra auteriormente la posibilidad de esta construceion.,
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Demuestra enseguida, de una manera analoga, que & A no pue-
de ser menor que la circunferencia.

XX.—T7angente en un punto cualquiera. Construccién v de-
mostraciones andlogas.

LLas primeras ideas generales sobre la naturaleza y la teoria de
las tangentes se deben 4 Apolonio. En ¢l quinto libro de su gran
obra sobre las conicas, se ocupa de diversas cuestiones relativas
d sus normales, que considera como de mdxima y de minima. Se
tenia asi una definicion de la tangente expresiva de una propiedad
general que podia conducir & su descripeién; pero era precisa la
consideracion del infinitamente pequcio, demasiado vagamente
entrevisto hasta cntonces, y el algoritmo algébrico, para conducir
este trabajo 4 feliz término. Ademas el bagaje cientifico de los
antiguos era todavia demasiado poco importante para que hubie-
ran pensado en clasificar sus investigaciones algo rudimentarias,
y darse cuenta de las lagunas y extensiones posibles, v en abor-
dar el estudio de los métodos generales, reservado 4 los modernos.

Este descubrimiento de la construccion general de las tangentes
a las curvas se debe a Descartes y 4 Fermat. En su Géométrie
impresa, como se sabe, con su Didptrique y los Météors 4 conti-
nuacion de su Discours sur la Méthode (ILeyde, 1637), Descartes
dié 1a primera solucion conocida de esta importante cuestion, que
cnuncia asi; ¢ . ... ie croirai avoir mis icy tout ce gui est requis
pour les élémens des lignes courbes, lorsque i’ auray généralement
donné la facon de tirer des lignes droites qui tombent a4 angles
droits sur tels de leurs points qu'on voudra choisir. Et i'ose dire
que ¢'est ceci le problesme le plus utile et le plus général, non
seulement que je sache, mais mesme que jaie jamais désiré de
scavoir en géométrie . . . . ». Hace ver que siendo .v la ordenada
del punto C (fig. 7) ¥ su abscisa, s la distancia de C 4 un punto
dado P, cuya abscisa es ¢, se tendra:

X= \-'J.s"-' —v* 4 2oy —y* 6 y=v+ \“ — A

lo que permitira, sustituyendo en la ecuacion de la curva, obtenet
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una ecuacion auxiliar en & y 7, 6 en ¥ y . Supongamos que se da
s: la ecuacién en y y v, por ejemplo, dard las abscisas AMy AQ
de las intersecciones de la circunferencia
P C y dela curva ANC.

Para que PCsea la normal, es preciso
que estas dos raices AM y AQ, de desigua-
les se conviertan en iguales. El proble-
ma queda asi reducido 4 determinar la
ecuacion auxiliar, de manera que tenga
dos raices iguales, lo que se hard mu!l-
tiplicando (v —e)* por un polinomio de
un grado inferior en 2, y cuyos coeficien-
tes se determinarin por la identificacion igurn 7
de los dos pelinomios,

Aplica el método & la elipse al tridente, 4 1a concoide y 4 los
dvalos. Anade que se¢ obtendran las tangentes (*) 4 una curva en
el espacio, proyectindola sobre dos planos perpendiculares y cons-
truvendo las tangentes en los puntos correspondientes de estas
proyecciones.

Licgamos d Fermat, considerado como el creador del cileulo in-
finitesimal, o adaptacién del andlisis &4 los métodos infinitesimales
de Euclides v de Arguimedes.

Después de haber expuesto en un escri-
to 4 Descartes en 1638 su método de ma-
ximds ef minimis, continua asi, (véase fi-
gura 8).

e De tangentibus imearum curvarunt,
Ad superiorem methodum inventionem
tangentium ad data puncta in lineis qui-
buscumgque curvis reducimus.

Si data, verbi gratia, parabole BDM
cujus vertex D, diameter D C, et punc-

Pizara i tum in ea ductum B, tangens parabolen,
: et in puncto E, cum diametro concurrens;
ergo sumendo quod libet punctum, in recta BE, et abeo ducendo

(*) Deseartes dice ¢perpendicularess (normales) en vez detangentes, lo que eviden-
temente es una inadvertencia.
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ordinatam O 1, ad puncto autem B, ordinatam B C major erit pro-
portio CD ad DI, quam quadrati BC ad quadratum OI, qui a
punctum O, est extra parabolen; sed propter similitudinem trian-
gulorum, ut BC, quadratum ad O I, quadratum, ita C E, qua-
dratum ad I E, guadratum: major igitur erit proportio CD ad DI,
quam quadrati CE, ad quadratum 1E, quum autem punctum B
detur, datur applicata B C, ergo punctum C; datur etiam C D: sit
igitur CD @qualis D, date. Ponatur CE, esse A; ponatur CI esse
E; ergo D, ad D — E habebit majorem proportionem, quam A* ad
A2+ E*— A, in E bis (*). Et ducendo inter se medias et extremas,
Din A*+D in E*—D in A in E bis, majus erit quam D, in A? - A?
in E, adaequentur igitur juxta superiorem methodum: demptis ita-
que communibus D, in E2—D, in A in E bis. A daequabitur A?in E,
aut quod idem est, D in E* + A% in E, adaquabitur D in E bis,
Omnia dividatur per E: ergo D in E 4+ A? adaequabitur D in A bis.
Elidatur D in E: ergo A* @quabitar D in A bis, ideoque A @quabi.
tur D bis. Ergo C E, probavimus duplam ipsius C D, quod quidem
ita se habets. _

Este método de Fermat ha sido, desde Descartes hasta los ul-
timos tiempos, objeto de diversas interpretaciones. En fin, gra-
cias 4 una carta del ilustre geémetra, hallada y publicada por
M. Ch. Henry (B, Bon. 1880), se ha comprendido que supone cons-
truida la tangente en B, y que compara por adaquation las orde-
nadas de la tangente y de la curva correspondientes 4 la misma
abscisa DI, lo que da el valor da la sub-tangente.

Descartes, tratando de corregir lo que encuentra de vago y aun
de dcfectuoso en este método, imagind otros dos: el primero (lettre
a Mersenne, 1638) consiste en hacer -
rar il rededor de un puntodadoE(fig.9)
una secante ED B, expresar enseguida
la relacion de las dos abscisas A C,
A G, y compararlas por adigualdades,
0 cuindo se transforman en raiz doble,
lo que determina la tangente E F. En
su segundo método Descartes (Lettre
a Hardy, el mismo afio) se propone tra-

I unra . - N
zar una tangente en B, haciendo girar
(*) Como Vieta, Fermat representa las ineognitas por las vocales A, E. . . . los datos

por las consonantes B C, . . .; la palabra in es el signo de la multiplicacidn,
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una secante al rededor de cste punto, y comparando por adigual.
dades las dos abscisas A C y A G. Como se ve, ¢s el método que
sirve hoy para la definicion de la tangente y para el calculo de
los elementos de su construccién (véase el tomo 1T de las Lettres
de Descartes, cartas LX y LXI); véase igualmente Duhamel, M énm.
sur la méth. de Fermat, en las Mém. de l' Acad. des sc, 1864).

En una carta 4 Mersenna de 1638, Descartes da su método de
construccion de las tangentes 4 las ruletas; 1a obtiene mediante la
consideracién de un poligono que rueda sobre una recta, y deduce
la construccion de la tangente 4 una czcloide cualquiera; da tam-
bién ¢l punto de inflexién de la cicloide acortada. Este método fué
publicado por Schooten en sus ediciones latinas de la GGéométrie,
de las cuales la primera data de 1649.

Descartes atacd también, sin dudar de su importancia, dos teo-
rias nuevas; la rectificacién de las curvas y la definicion de una
curva por una propiedad especifica de su tangente. Examinando
(Lettres, tome I, lettre LXXIV, 4 Mersenne) por qué debe reem-
plazarse un plano inclinado, cuando no s¢ hace abstracciéon de la
redondez de la tierra, llega 4 la consideracion de una curva plana
que corta todos sus radios vectores segun el mismo dngulo, v tal,
que dos arcos cualesquiera que comienzan cn el origen son entre
si como los radios gne terminan e¢n sus extremos: esta tultima pro-
piedad equivale 4 la rectificacion de la curva, que ciertamente sc
ha reconocido ser la espiral logaritmica.

Ha debido también llegar 4 la determinacion de sus célebre 6va-
los, dandose d priori ciertas propiedades épticas de sus tangentes,
arece que también Fermat considero cste método inverso de las
tangentes, como se le ha llamado durante
largo tiempo, poco despucs que su método
de las tangentes, 6 sea hacia 1629,

Ademas debe citarse el problema de De
Beaune, tratado por Descartes en una carta
4 este gedmetra, fechada en 1639 (Leltres,
tome III, lettre LXXI). Se trata, como se sa-
be, de obtener la curva cuya ordenada sea
4 la sub-tangente como una longitud dada a
la parte de la ordenada comprendida entre
la curva y una recta inclinada 45" respecto Figura 10
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al eje de las abscisas. Descartes resolvié este problema en cuanto
era posible entonces: Considerando dos tangentes muy préximas,
llega 4 concluir que esta curva tiene una asintota BN (fig. 10), que
la sub-tangente RN, medida sobre la asintota, tiene una longitud
constante, y en fin, que la curva puede considerarse como lugar
de las intersecciones de dos rectas que se mueven paralelamente
4 si mismas, la una GX uniformemente, la otra RX segtin una
velocidad que, en R, sea d la velocidad de GX, como AB es 4 GB.
Se reconocera facilmente que es una logaritmica deformada.

(Concluird).

= RS PR

SUR LES LIGNES CYLINDRIQUES

par Geminiano Plrondini, a Parme

Soient:

A (5, 1, ) une ligne placée sur un cylindre quelconque K ayant
les génératrices paralleles a 1'axe des 5, z et s le rayon de cour-
bure et l'arc de cette ligne; L (x, ¥, 0) la seccion droite de K pla-
cée sur le plan & = 0, 7 et s le rayon de courbure et 'arc de cette
ligne; A, la transformée de ‘A (ligne a laquelle se réduit A en éta-
lant le cylindre K sur un plan); 0 l'inclinaison de A sur les géné-
ratrices de K.

Y
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e
=
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d'ou il suit:

as [ S5 t'!:“

= ——sin faais =

l
\r{'r_, dv \d? r

id%s  dx ., a2z arx . dx any .
M e S c = .sin 4+ ——cosfi.— )sin 6
ds s 1% d s* ls

5" (L] @S

&y, dy dan .
—=3in f ——¢c0S 0 .—)sino
15 P ls { )

——

~ -

~ -~
e a

T 1 1%

-

-~

=

do i s
’rf:_

|- =-cos b ——= —§in?* 0
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Donc:

et (puisquu sin § = fi :) :
1 1 A /1 rdoy?
»  sin? ":\_ L (u’ q)

Le rayon de courbure géodésique :4 de A sur le cylindre K est
de A;. On a donc:

¢égal au rayon de courbure :,

5 1 dh ol @
&) — = =510 v .
S g ds (s

En désignant par : 1'angle sous lequel les plans osculateurs de

A coupent la surface de K, on a:

oS = =

=il
Conséquemment:
{ L sinf _ pg o o
ange=—, —— =—8m="
3 ¥ i 7

i s

Si 1'on remarque d'ailleurs que:

r

(5

tang = —=

on a par comparaison:

d'une formule connue relative a

Celle-ci est la genéralisation
1"hélice cylindrique.
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2

On peut toujours plier le plan d'une ligne A, sur un cylindre K
tel, que le rayon de courbure de la ligne A a laguelle se réduit A,
soit donné par une fonction arbitraire

5 _;"

de 1" arc.

En effet 1a transformée plane A, soit représentée par 1'équation
intrinséque:

on déduit de l'équation (2):

d 0

ds ()

Si donc on a recours a 1'égalité (1) et sil'on remarque de plus que
ds=ds.sinh,

on trouve:

= [sin[ [ la=+e,

¢ étant une constante arbitraire qu'on peut toujours déterminer
par un choix préalable de l'origine de 1'arc s.

[L"élimination de s entre les éguations (4) conduit & une certai-
ne relation

————— e —
tn

entre le rayon de courbure 7 et I'arc s de la ligne L; cette ligne est
donc déterminée. C'est le méme, par conséquent, du cylindre K.
Pour voir de quelle fagon on doit superposer le plan de A, a la
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surface du cylindre K, on suppose de donner a s une valeur parti-
culiere =; soit @ la valeur correspondante de s (déduite de 1a deu-
xieme équation (4)).

Les équations:

eg=d;. =Xl B=g, r=r(a)

définissent une couple de points correspondants A,, A sur les
lignes Ay, L.
D'ailleurs 1'équation:

r ((da .
=== = P (3),
AlG)

dans le point A, se réduit a:

(5) D)y =@

On a donc la construction suivante:

Apres d'avoir mené par le point A, une droite D inclinée a la
courbe A, de l'angle (9)a, donné par 1'égalité (5), on doit superpo-
ser le plan de A, au cylindre K, en plagant le point A, sur le point
A et la droite D sur la génératrice rectiligne de K passant par A.

La propriété énoncée est ainsi démontrée.

11 suit de 1"analyse précédente: Une ligne A a double courbure
est déterminée de forme quand on connait: 1) son rayon de cour-
bure en fonction del' arc. 2) la tranformée plane A , de cette ligne.

La transformée plane A, soit définie par 1'équation cartésienne:

(6) C; =F(5)
On a dans ce cas:
coth =F'(s)
x ds 1 1 F“(s)

) = S e
s l—‘—I:FQ(HJQ

et conséquemment.
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() { / - T 1078 J o\l TN
\O) : / [14F"(s)]? 37 (g)

1 | :
' r Y | [VIFF™E) . as

[.'élimination de s entre ces équations donne une relation entre
7 et s, ce qui définit 1a ligne L et conséquemment le cylindre K.

Apres cela, on doit superposer le plan de A, sur la surface de
K de facon, que 1'axe des £, (s = 0) coincide avec la génératrice
de K qui passe par le point de L. déterminé par les équations dé-
rivant des égalités (8), en y faisant s = 0.

Exemple.— Plier le plan d'un cercle N\, sur un cylindre de fa-
con a construire une ligne gauche A\ a courbure constante.

Dans ce cas on a:

‘:.fj\—_— ::l\lk‘: f-zr} S = — S -?— ,
s = fife)="ay ' gy =2AUS)=8; oty s R bcm(b)-’r?,

et conséquemment.

b VN — a*

| )
r 'th“-' — (5 — _h]'-’,;

en supposant d'avoir déterminé la constante ¢ des équations (4) de
fagcon, qu'il résulte s = 0 pour s = 0.

Le cylindre K est ainsi déterminé.

En remarquant que, pour s =0, on a: 6 =0, » =0, on voit que
pour la solution compléte du probléme on doit mener une tangente
D au cercle A, a un point quelconque A, et ensuite envelopper le
plan de A, sur le cylindre K de facon, que A, soit sur le point A
de L dans lequel » = 0, et la droite D soit sur la génératrice de K
passant par A.

LLe probleme: Swur un cylindre donné K décrive la ligne A
dont le rayon de courbure ¢ est une fonction donnée del'arc = peut
étre résolu théoriqguement par deux méthodes différentes.

1) On peut déterminer la transformée plane A, de A, en ayant
recours a la deuxiéme équation (8), qui conduit évidemment & une
équation différentielle du troisieme ordre en F (s).
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2) On peut déterminer 1'inclinaison 6 de L sur les génératrices
du cylindre K, en fonction de s ou de s; et pour atteindre ce but
on a respectivement les relations;

(',{-;-)'—' . sin* 0 iz

As, Ty ([sinb.ds) ¢*(9)
20 d rJ)'i | sint 0 B

sin s 2 I'::._ ol “d s\

i |\ /r—liﬂ fj '

conduisant a deux équations différentielles du deuxiéme ordre en 0.
Exemple.—On veul tracer une ligne a courbure constante sur
un cylindre circulaire.
Dans ce cas on a:

la détermination de 0 se fait donc au moyen de 1'équation diffe-

- (fM‘ 4 sint 1
sin*f - =
s r‘) bh* a’

Et puisqu' on dérive d'ici:

rentielle:

sinfid o |
- — = S + cont.®,
a

YL
EY
f — 2= SIS N
L& f;':

on voit qu'on tombe sur une intégrale elliptique: le probleme peut
¢tre donc résolu complétement.

D
W)

Si l'on a recours a 1"équation (:
trouve:

en se rappelant 1'égalité (7), on
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d' ot il suit:

I ;:“ S|

— =/ =5 - tang s
r  V14+F'2(s)

On conclut que I'on peut toujours déterminer le cyvlindre K sur
lequel on doit plier le plan d une ligne plane donnde A ,, pour que
les plans osculateurs de la ligne gauche a laquelle se réduit A,
sozent inclinés d'un angle = constant, oun fonction donnée de l'arc
s, sur la surface du cvlindre.

Exemple.—Si la ligne plane donnée A, est la parabole

on trouve:

et la section droite L du cylindre K est déterminée.
Pour = constante, on tombe sur une courbe trocoidale.
On dérive de la formule (3);

dh cot ¢
— = d s
sin 0 i
d'ou par intégration:
col €
1 / ds
) tang == e J

¢ étant une constante arbitraire.

On voit d'ici que guand on donne arbitrairement le cvlindre K,
on peut décrive, sur la surface, une infinité de lignes A\ jouissant

dela propriété que leurs plans osculateurs coupent la surface
sous un angle « constant oun fontion donnée de s.

[La construction de ces lignes A peut étre effectuée i 1'aide de l1a
relation (9) donnant l'inclinaison de la ligne i construire sur les
génératrices du cvlindre.
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Dans ce cas on peut trouver sans peine la ligne A, transformée
de A . En effet, on a (a cause de 1'égalité (2)):

] i cos i
ds '

et puisque le rayon de courbure ¢z, de A est égal & z4, on a que
la relation entre ¢y et s définissant la courbe )\, s'obtient en éli-
minant s entre les équations:

[ ] F d cos
k s s

(10) :
ds :
G / - + const ¢
sin 0

O tant donnde par l'égalité (9)).

En supposant que angle = soit une fontion connue de l'arc s de
la ligne A qu'on veut tracer sur le cylindre donné K, 1I'angle 6 est
défini par la condition:

d 0 cot = . .rf G

sin 7[[sinh.ds]’

conduisant & une équation différentielle du deuxieme ordre en 0.
e probleme est ramené aux quadratures, quand » est une
constante.
En remarquant que

on a: Les équations (10) dans lesquelles on suppose = constantie,
définissent la ligne plane A\ , dont le rayon de courbure est pro-
portionel an rayon de courbure de la ligne gauche )\ a laquelle
se reduit N\, en pliant son plan sur la surface d'un cylindre K
donné d'avance.

Nous terminons ce paragraphe en énongant la propiété suivante,
qu’'on démontre en appliquant les formules du §. 1 et 1'équation:

] de  sin:

— et 0,
de ' ¢
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donnant le rayon de torsion = d'une ligne A tracée sur le cylindre
K (ou, avec plus de généralité, sur une surface développable quel-
conque):

(Concluird.)

T RS TS TR

TEORIA FORMAL DE LAS PROGRESIONES

por D. Luis Octavio pE ToLEDO

Catedratico de la Universidad de Madrid

Nos proponemos en este articulo exponer la teoria de las progre-
siones segun su aspecto puramente formal, presentando bajo una
forma general y uniforme las propiedades de este algoritmo tan
poderoso y admirable del Analisis numérico.

|.—Algoritmo empleado.—Designemos por el simbolo —~, que
leeremos combinado con, el signo de una operacién aritmética
directa, que goce de las propiedades de ser asociativa y conmuta-
tiva, es decir, que si @, by ¢ son tres nuimeros cualesquiera, se
verifiquen las propiedades que expresan las igualdades siguientes:

a—b=0—a ?
(1)

(@a—~b)—~¢c=(a@a—~c¢c —~b=a—~b—~c)=a—~0b (‘S

[La operacion inversa de la expresada por el simbolo —, la de-
signaremos con el —, que leeremos nversamente combinado con,
de manera que se tendri, por ser conmutativa la operacion —, de

(c—a=20b
a—b r" "
!{‘ — b ::r’t“

Designemos, de modo analogo, por el simbolo =, que leeremos
doblemente combinado con, el signo de una nueva operacién arit-

mética directa, de categoria inmediatamente superior 4 la desig-
nada por €l simbolo —, operacién que podra ser, 6 no ser, asocia-
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tiva y conmutativa, pero que supondremos es distributiva respecto
a la operacién —~, al menos cuando ¢l elemento compuesto ocupa
el primer lugar, es decir, que si @, b y ¢ son tres numeros cuales.
quiera, la nueva operacion gozara de las propiedades expresadas
en las’igualdades siguientes:

d—~a—a....—~al=ag=10b /

ia—~0=c=(a=¢)— (b= {\

pudiendo gozar, 6 no gozar, de las expresadas por las igualda-

des (1).
Como la opericion = pucde no ser conmutativa podrin corres-
ponderle dos operaciones inversas diferentes; estas dos operacio-
]

nes las designaremos por lcs simbolos = y

—, que leeremos in-

versa y doblemente combinado con,; de manera que se¢ tendria, de

\ €= b=a|)
a= b=t }{_ : Ty ,’)\ -

Es evidente que si la operacién = fuese conmutativa, las dos
operaciones = y - serian idénticas,

Recordados estos simbolos, notaciones y propiedades pasemos i
exponer la teoria de las progresiones.

2.— Definiciones.—Se llama progresion una sucesion de niime-
ros tales, qute cada uno se deduce del que le precede operando so-
bre éste por la operacién — con un niimero constanle, que recibe
el nombre de RazON de la progresion.

[Los diversos numeros que constituyen una progresion se llaman
sus términos, y pueden ser en numero limitado ¢ ilimitado. Sefia-
lados 6 fijados dos términos de una progresiéon, los comprendidos
entre ellos reciben el nombre de medios.

De la definicién dada se deduce inmediatamente que cada tér-
mino de una progresion es también igual al resultado de operar
sobre el término que le sigue, por la operacion inversa —, con ¢l
nimero constante que hemos llamado razén. Aunque podria to-
marse esta propiedad como definicién de las progresiones, es mas
I6gico aceptar la primera por apoyarse en las operaciones arit

méticas directas.

[.as progresiones se dividen en crecienles y decrecientes, segun
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que la razon sea mayor 6 menor que el médulo (1) de la operacion
. La causa de estas denominaciones es la siguiente; designeimaos

por @ un término de la progresién, por # la razoén y por m el modu-
lo de la operacién —, y tendremos, si

r _—>nl, @a—~r=>a,
los términos de la progresién iriin aumentando y la progresion se
llamari creciente, pero si por el coatrario

< m, ( y<_a,
los términos de la progresion irdn decreciendo, y la progresion se

denominurd decrecienie.

Formulas generales.—Sea 1a progresion
fn’:. ('.I’._.' r.|’;.. TSR ET T 3 s {l’n-:.l‘ v oo b 'l-._u. o vl oy CO Py iy iwia oy

cuya razon designaremos por 7; y tratemos de hallar el valor de

. - L & » T ...\ preceaa |
un rermino (.'1111]\.{il1l_'1'£l en iuncion de olro que Iic | : e,
| SiFa |

en un

cierto niimero de lugares, la razén de la progresién y el numero
de términos intermedios.

De la definicién de progresién, de ia propiedad enunciada en cl
]".'H':'.".F-‘.'i!'li rior y de las conocidas propiedades de las of i

nes —~y =y de sus inversas, se deducen las dos series e igual-




148 EL PROGRESO MATEMATICO

de donde se derivan las dos formulas

Ap-|-p=Qy —~(¥r =p), (35 ap p=Aam—¥=p), (4

que desedbamos hallar; estas férmulas traducidas al lenguage
vulgar nos dicen que:

Un térnmuno cualquiera de una progresion es igual d otro que
le mr{‘(“{” en plugares, combinado por la operacion | ctecin L
| sigue \ 3 | tnversa)
categoria inferior, con el resultado de combinar la razdn v con

el nmitmero p por la operacion divecta de categoria superior.

La férmula (4) puede facilmente deducirse de la (3), del modo
que ahora indicaremos, pero es preferible obtenerla directamente
cual nosotros 1o hemos hecho. Operando sobre los dos miembros
de la igualdad (3) con el numero » = p por la operacion inversa—,
tendremos

le

Aut-p—¥ pP)=an—~(r=p)—(r=p)= anx,
y haciendo
n4p=m, de donde n=m—p,

se obtiene la férmula (4); de un modo andlogo se podria derivar la
formula (3) de la (4).

4.—Combinando por medio de la operacion — las dos igualda-
des (3) y (4), se obtiene

d-l-n T (l m=p — dn —aQm, |.‘}"

icualdad que expresa una propicdad muy importante de las pro-
gresiones, que posteriormente utilizaremos, v que traducida al
lenguaje vulgar nos dice que:

La combinacion por medio de la operacion — de dos términos
de una progresion cquidistantes de dos [fijos, y situados enlre
ambos, 6 uno d la izquierda del primero v otro dla derecha del
segundo, es constantemente igunal al resultado de combinar por
la misma operacion los térmunos fijos.

5.—De la formula (3), 6 de la (4), pueden deducirse los valores
de la razon de la progresion, 7, y del lugar, p, que en la misma
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ocupa el término @ »tp con relacién al a ,, clementos que son de
suma utilidad. En la férmula

i n p = Bu 1= 1’? |

podemos operar sobre los dos miembros con el ntimero @, por la
operacion inversa —, y recordando que el signo — expresa una
operacion conmutativa y asociativa, sc liene,

A plep — A n= [@n—(Fr= il == gn=(r=) An—An="0"=p,

y de esta férmula, teniendo en cuenta lo anteriormente dicho (n.° 1)
respecto a la operacion =, se deducen inmediatimente las dos si-
guientes:

= (anpp An )= p, 6)
pP=(@mwp~—an)=1; (7)

férmules muy importantes que resuelven los problemas enun
ciados, y cuya traduccion al lenguaje vulgar no presenta dificul-
tad alguna.

6.— Interpolacion.— Se llama interpolar p — 1 medios entre dos
nimeros dados, a ¥y b, @ determinar p — 1 nimeros comprendidos
entre a v b, v que forien una progresion de la cual los niimeros
dados sean los extremos.

El problema de la interpolaciéon de medios entre dos ntumeros
dados queda reducido al de la investigacion de la razén de la pro-
gresion, pues es evidente que, conocida esta razon, operando suce-
sivamente con ella sobre el numero @ por medio de la operacion
— formaremos todos los términos de la progresion buscada. Aun-
que la aplicacién de la formula (6) del nimero anterior resuelve el
problema propuesto, vamos i exponer el medio sencillo de obtener

direectamente su solucidn.

Sean ay b los dos nimeros dados, p—1 el nimero de medios
que se quieren interpolar, v » la razon desconocida que deseamos
hallar; por definicidn, el numero & ocupari el lugar p + 1, 4 contar
del término a, en una progresion euya razon es ¥, luego razonando
cual anteriormente lo hemos hecho, tendremos:
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b—a—~(r=p)

de donde

¥ = (b —a)=p; (8)

formula que resuclve, y que ficilmente podria traducirse al len-
onaje vulgar.

7.— Conjunto.— Entenderemos por conjunto de p términos de
una progresion, el resultado de enlazar p términos conseculivos
de la misma por medio de la operacion —.

Sea la progresion

(Lyy Aoy Oy < oo lpy « oo Bpf-p—1,y ..,

y tratemos de hallar una férmula que nos exprese el valor del con-

junto de los p térniinos consecutivos

Apy Op--t (J_._._‘ q’,.:_f m’,|‘f -y
Desionando este conjunto por C, tendremos, por definicion
C=an—dpJ1 — Ap}-2 7 oo ~@udp—3—Qnfp— 2 — A nt-p—1
y como segin hemos dicho (nim. 1), la operacion — es conmuta-
tiva, se tiene también,
{ ( - 7 — (q — 9 i1 _:“ = = l = ¢ B = ;
enlazando estos dos valores de C por la operacion —, y recordan-
do la propiedad asociativa de esta operacion, se tiene,
C=2=(@p—ngp—1)—~(Cpi-7—~8pip—2
— (il =|=-p el ,F' i el {1

6 lo gue es ieual, teniendo en cuenta la propiedad demostrada an-
| Proj

teriormente (num. 4),
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de donde se deduce,
C = (@ n—~@r-)-p—1)= f" =2 (9)

formula que resuelve el problema, y que traducida al lenguaje vul-
oar, dice:

Oue el conjunlo de un miimero lomitado de términos de una pro-
gresion, es igual al resultado que se obliene operando con el nii-
miero de térmunos tomados por la operacidn divecta de segunda
calegoria, =, sobre el resultado de operar con la de primera sobire
el primero v el 2llimo término; v operando sobre el resultado
complejo oblenido con el nimero 2, por la operacion inversa de
segunda categoria relaliva al primer elemento

S8.—Aplicaciones.—L.a Aritmética nos da & conocer tres opera-
ciones directas: la adiciéon O suma, la multiplicacion y la eleva-
cidn & potencias, y sus operaciones inversas correspondientes,
sustraccion o resta, division, extraccion de raices y logaritmacion:
de las tres operaciones directas, las dos primeras, adicién v multi-
plicacion, gozan de las propiedades gue hemos supucesto tenia la
‘Ii.‘=.'l':LL_"lIIII —~. 0 Sea, son asociativas Yy conmutativas, ¥ las dircc-
tas de categoria superior correspondientes, multiplicacion y ele-
vacién respectivamente, poseen también las propiedades "que
hemos asignado 4 la operacion =, 6 lo gue es igual, gozan de las

propiedades expresadas por las igualdades (2) del parrafo 1.—De-
ducese de esto que, si en la definicién general que hemos dado de
las progresiones, en las féormulas y leyes generales, que en los pad-
rrafos anteriores hemos obtenido; hacemos explicita lasignificacion
de los signos que hemos empleado, obtendremos 4 la vez y sin di-
ficultad de ningun género las definiciones, formulas v leyes de
las progresiones por diferencia y por cociente conocidas por los
matematicos desde los primeros siglos de nuestra era. Los cuadros
que 4 continuacion ponemos manifiestan las definiciones, formulas
y leyes de unas y otras progresiones, y hacen ver al propio tiem-
po, las relaciones que ligan a las formalas de las progresiones por

diferencia con las relativas 4 las por cociente y las ventajas que

se obtienen exponiendo la teoria enla forma que acabamos de
hacerlo.
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9.—Aunque del cuadro anterior hemos excluido las progresiones
que pudiéramos llamar potenciales, en las cuales cada término se
deduce elevando el precedente 4 una potencia constante (razén de
la progresion), no quiere esto decir que género tal de progresiones
no pueda ser formado, sino que sus leyes y propiedades no podrian
deducirse de las férmulas generales antes obtenidas, tanto por no
ser la elevacién & potencias una operacién que goce de las propie
dades asociativa ni conmutativa, cuanto por no existir operacion
aritmética directa de categoria superior 4 la de elevacién a po-
tencias.

10.—Para completar el estudio de las progresiones, debiéramos
exponer las formulas relativas al producto de un nimero limitado
de términos de una progresién aritmética, y al de la suma de un
numero limitado, 6 no limitado, de términos de una progresién
geométrica; mas como estas propiedades son ya peculiares 4 un
género especial de progresiones, tanto ellas como cualesquiera
otras de la misma indole, se encuentran expuestas con todo detalle
en los tratados mas vulgares y corrientes de Aritmética, y por
esta causa las excluimos de este estudio.

= RS P

ESTUDIOS SUPERIORES EN EL ATENEO DE MADRID

LA MODERNA ORGANIZACION DE LA MATEMATICA

(Curso breve explicado por D, Zoel G. de Galdeano en Marzo de 1898)

CONFERENCIA SEGUNDA

(Conclusion, véase pdgs. 110 d 115)

Como consecuencia inmediata resulta que siendo
S(X,S(A,B,C,....L)=S(A,B,C,....X,. ... L) v K, ;;;' K

se obtendra que S(K,S(A,B,C,...L) 3: S(K;S(A,B,C...L)

Y B{A,B,C). .. Kiys o - LISSS((ATBIG) . - K, L0 L)
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es decir, que el resultado de la operacién cambia, con solo cambiar
una de sus entidades, propiedad llamada por Noth dependencia

Siendo S(A,B,C....)=M, M sera la resultante. Cuando
M=S(AAA,....) sera M miltiplo de A.

Supuesto que el resultado de una operacién S (A, B) sea de un
solo valor, 6 una sola magnitud, tal que S (A B) = C, la operacién
inversa se representara con el simbolo D; y se tendra D(C, A)=B,
y por definicién D (S(A,B),A)=B 6 S(A,D(C, A) = C, llaméan-
dcse el resultado de D (C, A) divergencia entre Cy A

El resultado de aplicar la operacion D 4 dos magnitudes iguales
se representa por cero, D(A, A) = 0.

- Para otra maghnitud de la misma clase, serd D(B, B)=X o
S (B, X)=/B.
Pero se tiene que

S(B,D(A,A)=D (S (B, A), A)=B
v S(B,D(B,B)=S(B, X)=B=S((B,D, (A, A))
resultando, por la dependencia que supone S,
(B B) = DA, A)=0.

La magnitud O se llama mddulo, y si en uma categoria de mag-
nitudes existe otra A' talque S(A,A')=06 A=D (0, A), A" es
opuesta de A.

Respecto & las clases v sub-clases de 1as magnitudes, bastara ci-
tar las clases de uno 6 dos sentidos, las limitadas é ilimitadas.

Si ademas del mdédulo O existe una magnitud menor que todas,
serd linutada.

Las clases serdn propias € impropias, en este caso la operacion
D (A, B) no es posible.

Por generalidad puede introducirse la magwnitud infinita, Q, la
mayor de todas las magnitudes de la clase, con la condicién
S, A)=S(A, Q) =18, cualquiera que sea A, y por consiguiente
D@, A)=10Q

Las clases aisladas son aquéllas en las que no existe magnitud
menor que las demds, 4 excepcion del médulo O, ni superiores 4
todas las dema4s, 4 excepcion de la magnitud infinita Q.

Una clase podra descomponerse de infinitas maneras en dos gru-
pos P, v P, de modo que cualquier magnitud de misma sdélo
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pertenece 4 uno de los grupos, y que toda magnitud del primer
grupo sea menor que toda magnitud del segundo, y se tendran las
cuatro agrupaciones posibles:

1.* Que P, admita un maximo y P, un minimo

2% Que P, admita un maximo y P, no admita un minimo

3.* Que P, no admita un maximo y P, admita un minimo

4.* Que P, no admita maximo ni P, minimo;
todo lo que dara lugar 4 una swucesion, en el 1.er caso, 4 un enlace
enel 2.°y 3.° y 4 una division el 4.° que sera una seccion cuando
la divergencia entre P, y P, pueda hacerse menor que cualquier
magnitud dada, 6 un sallo, cuando esta divergencia se conserva
mayor que alguna magnitud de la clase. Estas propiedades sirven
de fundamento al estudio de las clases de magnitudes que lleva el
St. Betazzi hasta las de varias dimensiones.

Establecido el concepto de magnitud en la primera parte de su
obra, el Sr. Bettazzi refiere el de niumero al de aquélla por medio
de sus correspondencias, relacionando 4 cada magnitud su nu-
mero.

Al terminar el Sr. Bettazzi su notable trabajo con la feoria
analitica del nitmero funda las extensiones sucesivas de las pro-
piedades de las operaciones para los nimeros negativos, fraccio-
narios y complejos, respectivamente en las relaciones

at+ =0, x.b=a x*=-—1

que conducen 4 la admision de nuevas entes, haciendo ver cémo
las definiciones de los conceptos de igual, menor y mayor y los de
las diversas operaciones satisfacen siempre 4 las mismas condi-
ciones formales, sin necesidad de darles un significado efectivo,
segtn el principio de las leyes formales de Hankel.

Terminaremos esta resefia indicando que el Sr. Bettazzi com-
pleté su lavor con otros interesantes trabajos (1) y que el Sr. Peano
en su Rivista di Matematica desenvuelve y reune estos modernos
puntos de vista de la teoria de los ntiimeros bajo el algoritmo del
Algebra de la 16gica.

(1) Fondamenti peruna teoria generale dei gruppi.
Sulla catena di un enle in un gruppo.
Gruppi infiniti di enti

W D SR T
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CUESTIONES RESUELTAS

CUESTION 228. (vVease pag. 91)
Solucion por D. Juix V. ALoxso
(Conclusion)
Pero el lugar de los puntos cuyas distancias 4 D y N guardan la

R a " » ’
relacién — es una circunferencia cuyo centro estari sobre la recta
(H

ND, y debiendo ser simétricos respecto al eje O E, los dos puntos de
interseccién con la recta A, A’ que han de resolver el problema, el
centro de la circunferencia auxiliar serd la interseccién de N D
con O E.

Nos basta asi eonocer un punto para trazar la circunferencia, y el
punto que hallemos ser el situado sobre ND entre dichos puntos N
y D. Este punto estd determinodo ya por la recta O X paralelad A'D,
ya por la IX paralela al eje transverso, ya por la AX normal al mis-
mo. Trazando la eircunferencia con radio VX, obtendremos los pun-
tos Py P'.

La consideracién de las cuatro lineas que se cortan en X nos per-
mite simplificar algo el procedimiento. Podemos, en efecto, prescindir
de la previa determinacién del punto D, puesto que X viene dado por
las lineas AX, IX, y uniendo X con N encontramos ya el centro de
la eircunferencia auxiliar.

Omservacién. La construeecién llevada & cabo para obtener un
punto de una hipérbola, dada su ordenada, nos hace ver otras particu-
laridades notables.

La circunferencia auxiliar que
hemos utilizado es tangente a la
hipérbolaen P y en P'. Para de-
mostrarlo, nos basta trazar el radio
VP’, prolongindol'o hasta encon-
trar 4 MN. Tendremos

=

0Q ED _a
EP" ™ ON ¢

3

(4 2 'op
y — es efectivamente la relacién
S

que debe existir entre la abscisa en el origen de una normal 4 la
hipérbola y la del punto correspondiente de la hipérbola. El radio
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VP es, pues, normal 4 dicha cdnica; y por tanto, ésta y la circunferen-
cia son tangentes entre si.

De aqui que podamos considerar la hipérbola como la envolvente
de las circunferencias tales como la de referencia, y utilizar esta pro-
piedad para la construceién de la curva.

Esta construccidn de la hipérbola por involutas se convierte en
otra semejante para la elipse con una ligera variacién, la de trasladar
la recta AX 4 la parte de afuera de MN.

Traduciendo la construcecién al lenguaje hablado, podemos decir
que un sistema de circunferencias, cuyo centro se mueve sobre una
recta, y cuyos radios son proporcionales 4 la distancia del centro &
un punto exterior 4 la recta,
tiene por envolvente una hi-
pérbola 6 una elipse, segiin
dicha relacién sea menor ¢
mayor que la unidad.

La teoria analitica de en-
volventes da facilmente la de-
mostraciéon directa de este
principio, que constituye una
propiedad general de !as ed-
nicas, pues también se verifi-
ca para la pardbola, en su
doble consideracidn de elipse
6 hipérbola con el eje en el
infinito. Las circunferencias
se convierten entonces en
rectas, y la propiedad en la
conocida de que la tangente
en el vértice es la podar de
la parabola respecto al foco.

CUESTION 2@8.
(Vease pag. 64).

Eaxtension del teorema de Stewart.
Siendo A, B, C, D, E cinco puntos en linea recta, y O un punto exterior
cualquiera, se liene:

0A?.CD+4O0B?.DE+40C*. EA4OD*. AB4 OE!. BC =
—~ AB*.DE4+AC?. EA4AD*. AB + AE*. BC
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=CA* . CD+4-CB*. DE+4CD? ,AB+4CE?2. OB
=EA* . CD+EB*. DE4+EC* . EA4+ED? .  AB

considerando los segment s en magnitud y en signo.

(C. A. Laisant.)
Solucion por el Sr. ReTaul (V.)

Si » es la proyeccidn ortogonal de O sobre la recta, por ser
OA?=0w?+4wA? y CD4DE+....+BC=0, tenemos
OA* . CD+4....=wA?, CD+....

Refiriendo ahora los segmentos al origen «, y haciendo w A = a,
w B = &, la primera relaci6n puede escribirse

ald—c)+bd(e—d)+Ela—e)+ad* (b —a)+¢e(c—b) =
@+ —2ab)(e—d)+....,

v ésta se verifica, observando que el valor del segundo miembro es

a*(¢e—d) -—i— b* (e —d) + L (e —b8) —
2alble—d)+cla—e)+d(b—a)te(c—b)]

y la expresién comprendida en el paréntesis cuadrado es igual &
a (¢ — d). Andlogamente se verifican las otras dos.

i RS P
CUESTIONES PROPUESTAS
280 Siendoa, b, ¢los tres lados de un triangulo ABC; », 9a, 78, 7%

los radios de los eirculos tritangentes, S el drea, R el radio del circulo
circunseripto y p el semi-perimetro, demostrar las férmulas siguientes:

1.” a (b + ¢) =1 + 7a) i;?‘ b + o)
e ( .'.{, — )= (a — 7) {i' b—T¢)
3.2 = (rq—r)(rs +r¢)
40 ap —]— ig =l 4R + 7

Ta
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£_I_b..

cosC=3

0s B+ -
6.2 eosC+c'cosB — a® =4RS(cos A —cosBeos C) =

5
= (J St rte —riag—rt

(E. Lemoine).

Ho

b 4+ o* ¢+ a’
- cos A —_—
be A ca

"C

281 Sea un tridngulo A BC.

La anti-paralela 4 BC trazada por M corta 4 AC en B., AB en C,
+ L CA . 3 BAenCi, BCen Ay
- 2 AB 5 5 CBen A;,CA en B,

Hallar el punto M del plano para el que
BaCa +CsAy +AcB.

es minimum, y determinar este minimun.
(E. Lemoine).

282 Sean A', B', C' los pies de las alturas del tridngulo ABC; H
su punto de interseccién, A, B;, C, los medios de los lados.

Demostrar que las circunferencias A; B C', A; CB', H B C se cortan
en la mediana A A,.

(J. Neuberg).

283 Envolvente de las parabolas que tienen un foco fijo y cuyo
vértice recorre una recta dada.

(J. Neuberg).

284 Sea un fridngulo ABC. Desde el punto C se trazan las nor-
males 4 todas las cénicas tangentes 4 CA en A y 4 O3 en B. Hallar
el lugar de los pies de las normales.

(E. Lemoine.)

285 Consideremos un tablero de n* casillas negras y blancas en
{resbolillo, Si n es par, se puede siempre, partiendo de una casilla
blanca (6 negra) dada cualquiera, y moviéndose paralelamente 4 los
bordes, llegar & otra casilla negra (¢ blanca) cualquiera, después de
haber pasado una sola vez por todas las casillas.

Sea n impar y supongamos que la casilla eentral es negra; se podrd
siempre efectuar un trayecto andlogo, pero partiendo de una casilla
negra, llegando 4 una casilla blanea.

(A, Aubry).

/al agoza: {mpwnld dc la Sra. \mda de \uuo (050 100




