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l.—Pour x et w<_"1, on a:

1.'1 + W) — w I_.* '.].—l_.l'l

L (] : @ . .1_1 ._:lmf) + N (]_—_1 UJ: =t 1 —:"Im '.) SR

: ! ity e
e premier membre est donc plus petit que —- w (1 — w) <T— |

= L

puisque le maximun de @ (1 — ») a lieu pour w = 1 — w, Changeant

B aans 210
X en —, il vient ainsi:
H

(1) [[J ':_."!-I-f.m =1 H} — ! L :'H—}— 1)y—1, H[*'-’.::' 1 -

to 10/ A

ce qui montre que /' 'errveur provenant de la méthode des parties
proportionnelles est inférieurea0,0°125, si'le nombre dont on cher-
che le logarithme est 10 000.

2.—Autrement, on a

1 1 4+ x | Xy xd
Lo Fogf — 2
X 1l—x (I e + ,‘)+"")

ce qui montre que la valeur du premier membre augmente en mé-
me temps que .v. Donc, pour @ << b, on a
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| i L

9) Lplypae | R (1>a>0>0)
( 1l — a 7] JRE=Sds
It

Changeons @ eén — et b en ~— . on a la relation suivante,
._’ | J’f __.—I-— L

traitée par Mercator comme une ¢égalité approximative (Loga-
rithwmo technia. Londres, 1668)

: ||1 -—E— w) _w _‘—;— h

LO4+7#) ~h 24w

i .t
L'on remarque que le premier membre est supéricur i 7 Cn
2
prenant - pour sa valeur, 1'erreur sera plus petite que
1

W 2 + /1 W l—w) : 2 1 lt

h24+ew h h(24w) STZ1n2 + ) ;

({4 . r
changeant wen — et Z en % on voit qu en posant

!
: L(#+w)—Ln
I—l,l : w,
Lin4+1)-—-Ln
] e l (]
I"erreur est << ——-, et qu'en posant
s Qn
(5) Ln+w)—=Lu=w|[l.(n+1)—L u|

I"erreur est inférieure

1
: .J,(I~-|-- 1).:'__ _]_‘
oM : 1 b I A

3.—De méme la fonction suivante

e*fer—0 ., & x',

augmentant avec Xx, pour a =

- 0, on aura:
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d’on, en posant a=L (14 74), b= L (1 + w), la relation

- ', ] L IS L0} . ] ! h
[L(1 4 /) Ir\ ] 4+

ce qui avec (3) donne la double inégalité

: w I_’ I— h — i. '] ':;— w s _'.-'J. -I _i.- ,fj
3 h2+0" LA+n)" & \ 1 +

=
w2+ N L(l+w),
1.—Prenons, avec Mercator, 79T o pour la valeur de LO+th)’

I'erreur sera inférieure a la différence des deux membres extrémes

(;'-;~ »’e)'—'_( i=E fa)'i
L h /1

de (8), soit a

h 24 1+ 7
'_’ + (1] —l \ ‘ —i- (1]

Remplagons le dénominateur du second facteur de () par la va-
leur plus petite 2, on verra que (%) a unz valeur inférieure a

W h—w M - [0 ...Il. Jt w

J) —_— ——
' Jt 2 (24w =1 -+ m
Or on a

h*

L w2l Fw) >4 olh— ) A wthe<2h4hk?

o : . : 22+ h)
il s ensuit que la valeur de (o) est inférieure i — a0 quante
o

fi=

trés sensiblement égale a T
(8]

()]

5 | ;
Changeons 1 en — et w en — , on verra qu'en posant
n

1
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, 2
9) Ln+w)=Ln-+tw s ) | Li11—Lnn

21N+ w |

"erreur sera inférieure i

I‘(I o _fl{) i

T - o a00'%s, si 10 000
16 722 “lont

Cette interpolation est, comme on voit, beaucoup plus exacte que
celle par parties proportionelles.
p S S e ! 1
5.—Faisons dans les formules qui précédent 1 = —et w = —
n 1"+ 1

il vieadra

P By

n o 2n-41 N

_ . Lo el i
n-4+12n+43 I " 1 Saum+2@2n+3)? " 4n?

10)

Par conséquent, la méthode de Mercator peut se représenter par
I'égalité approchée
w 2n—+1

— - — |L(n41)—11»
n+12n+43|"" i i

(11) Ln+2)—L{n+1)=

I'erreur étant inférieure 2

[ -
n 2n+1 Lrt+l)-Ln _ !'(]—i_? -

w41 2+ 3 4t 4 n? ~ 4 nt

)

c'est—a—dire, inféricure a4 0,0°25, si # > 100, comme Mercator le
suppose.

6.—Par des moyens faciles a restituer, Mercator trouve

_ 40l . S - 462 -
1.005H : — 0 965774 et 1.005 2 — 10,015603

— 439 = = _ 460 2
0,995 = (,1001823 et 0,995 = (),0996814
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d'ou, en interpolant les exposants par des moyennes proportion-
nelles

_ 461 , BbS _ ‘1-_)”. ab3Y
1,005 — 10 et 0,995 = (.1

On a ainsi les logarithmes des deux nombres 100, 5 et 99,5, qui
différent de I'unité: la formule (11) permettra de trouver, avec huit
décimales exactes, ceux de 101,5, et ainsi de suite.

Il 11

7.—Dans (8) changeons wen V14w —1 et hen VIF+72—1, il
viendra:

11

21

qoy Vite—1 Vifr41 Ll+4w) Vith—1, /157
C i \

n

| 0}
= ¢ L )y 1 L
} {7 :
\,fi—l—bl \'l—}—uj—}-] -+t

Ao
formule qui donne un perfectionnement indéfini de la méthode de
Mercator.

8.—Newton, qui a le premier compris 1'importance théorique
des séries, s'est également préoccupé de leur utilisation pratique.
Dans sa Meth. Flux et dans sa célébre Lettre a Oldenbourg de
Juin 1676, il montre comment on peut remplacer une série par
une expression approchée, mais finie.

La représentation d' une fonction X par une série a + ba + cx?
+ dxa?4 . ... n'est autre chose que 1'ensemble d'une infinité de
formules de plus en plus approchées de X:

XN =T _\'H—E—f'.?.\.‘. X=a-+bx+cx? ....

Suivant I'approximation qu'on désire. on peut prendre 1'une ou
"autre de ces expressions pour la valeur de X; mais souvent
1'on a avantage 4 remplacer ld série par une autre facile & sommer
et ayant avec la premiere les deux on trois premiers termes com-
muns. 11 ]‘rt‘"i.ll .'Ll'l'i\'L'!‘, en i.'l‘.l.k_"[, quc les termes suivants de la pre-
miere different peu de ceux de la seconde, et 1'approximation e=t
augmentée d autant.

Newton emploie les développements des deux expressions

A+BVI—Cx ot A4+_—
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dont il identifie les trois premiers termes & ceux de la série a re-
présenter, ce qui détermine les coefficients A, B, C; il trouve ainsi
plusieurs formules relatives aux arcs circulaires.

9.—Posons de méme

2]
=

d'ou la formule trés approchée

l 4+ & D 25
St ) ST
] —a =N\ D2

et, en effet, en développant, on trouve pour la valeur du second

membre
PR I i A L S )
% -1 + =+ X =X o
T3 s Ta5 25" T )

I'erreur est de

= B to) D32 o
— X = — X — X" L, L.
175 " 11925 687D :

Pour x < 0, 2, elle est inférieure a 0,03 la formule de Sharp
(Voir Math. Tables de Stevin, 2¢ édition, Londres, 1726; voir
aussi |. S. 1899, p. 10):

e S R

combinée avec (13), donnerait donc le logarithme de 2, avec au
moins huit décimales exactes.
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10. - Faisons dans (15) ¥ = ———, il vient la formule suivante,

2n +1
assez commode:

n+ 1 1 5
-I-_' I.« e e O 4 — — -
n S2n + 1) 1072 (1 4+ 1) 41
6611 . :
qui, pour # =10, donne L. 1, 1 = = 0,095310179778 au lieu de

69363
0,095310179801 - . . . . .
Voir sur le méme sujet, un article de M. Lampe (M. 1897), ol
entre autres résultats remarquables, il arrive par des moyens ana-
logues, & la formule

| 1+~ x 2a 945 —73ha*+ 64t
i \ 15 63 — 70 a*+15a
. ]
lagquelle est trés approchée, car pour @ = — , elle donne
| Pl I ;

[.2 =0,69314715 au lieu de 0,69314718

11.—On peut appliquer le procédé des coefficients indéterminés
i la recherche de formules donnant un logarithme en fonction de
plusieurs autres. Par exemple, en posant

L(ldpa)=A, L1ta)+A, Lu+22)+. . . .4+A, Lldga)

et identifiant les coefficients de @, @7, @ . ... ®%, on aura une

généralisation de la formule donneé par Callet LI s la préface de

ses Tables de log: cette formule correspond au cas de g = p.
12.—Mais il y a grand avantage a partir du développement de¢

1+
l..1 ——. Posons, par exemple
o
| + na | + 5 1 +2a : I +2
T e PR N, Sl ) Y (i i i
| —na 1 —3a 1 —2a l —=&

On trouvera




104 EL PROGRESO MATEMATICO

i 3 .| oy i " S 1D i = A |
1 —131*--36 nt—10n=2+9 nt —onc+4
—_— * B=—mn g A=R —

e ) ) 30 120

d'ot, pour 7 = 4, la formule trés approchée

_ T | +3a
s e e = e
L 461 ] —I—_J — J10L. 1o
| —2a 1 &

On trouvera de méme la formule

| | +nux _ -1 [ 1 +2a - u~l 4 [ | @

(16) )
l — e (8 I — 2@ 2 | —z

équivalente & un procédé indiqué par Mercator (loc, ¢it), et qui pour

n =3, devient

» | +3@ 122 _ [
) e e R

[L'application de ces formules est facile.

13. —Multiplions la série logarithmique par des polyndomes hnis
ou infinis, comme 14+ Ax+Ba*+Cz4-. .. . et réduisons: nous
obtiendrons une infinité de développements de L(1+2), dont ceux
obtenus en intégrant successivement les deux membres de I'égalité

1

I_, (1 + 2) = ';‘ » ;_,- + d’_

ne sont que des cas particuliers,

Ainsi, en multipliant par z —a* 42 —a' 1+ . ., . . et ordonnant
par rapport a @, on trouve la relation suivante, due 4 M. Bertrand
(Cale. diff. Paris 1864):

(18) L(1+4a)=(1+a)(@—Hya*+H,a’—H,a' +....)

et qui est peu utile, puisque les coefficients H,, H,, H,,. ... aug-
mentent jusqu’ & 1"infini.
On a de méme
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: a7 [} y ol
I 'I"' { 14 i -'lr i i) 1 -! 3 — i :—_!: _—
d' ot
19 Ll -l e Al il "
(19 Il r = —— -1= — -~ - — e
% IEa\ "T1:2° 23" 84

Multipliant encore une fois par 1 + @, il vient

20) L(l 42 = i

T (l -_a—"z‘-; At TeE )

14.—On continuerait aisément, mais voici un cas particulier &
remarquer.

Si dans la multiplication de LL (1 —+x) par 1 + \ ,.r + A,
-+ A —1a®, on écrit que les coefficients de @2, 2% @, ... .« pn wm
identiquement nuls, on aura pour déterminer les coefficients A,
Agy Agyan. o Apg=1,leséquations

\U_ I =1} _] — “\ (1] + 1 - “. ‘"\2 — '-\I + ‘“\l' 1 — {)
) 2 3 o ) B
L_l'{'}li
l .| ] I(.l
\,I—-]., \I ‘_', .'\._.— —‘1‘:‘. -\:i:L_.p_L‘ ‘\5: T_?t_i'
\ 3 ! 505
T 160! A== 60480

et par suite, on aura une égalité de cette forme
(21) I.lI—l--..r')

= = —— ——— (v Bartt 4 C znd-2 L

Par exemple, pour =2, on a cette formule de Gudermann
t. XXVIII
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00 I 1 ‘_-'_,_;- ] JI‘ ( 1 24 1 I
= L{1+a) "0z VoL a\D,3" 3.4
S 4 z® |
__l 9 -].l\—r.. )
et pour # =3 ‘
) G — 12
23) ]‘+;’; " L1 ) =
R=0n
® LN —5k* 423k —24 k
l 12 L Rk—1)(k—2) \—1
k=4

1 ' - :
15.—Le développement de L+ 2 fait I'objet des études de

1
: .o : ; i d
Fontana, qui s'en servait pour démontrer 1" égalité o 7
W
et de Lorgna qui déduit de la formule symbolique
i f - & ]
Badzr i,
] :-:‘1.r|+_\]|
: h | 34
cette remarquable formule de sommation des séries
|
’u de=A+Cut)tt+ A+ Cora)du4 (A, +Cos)Au—+....

la notation Cx, » désignant a 1'ordinaire, 1'expression

Les nombres A,, A,,.... peuvent étre définis, d'aprés Sarrus \

(A. G. t. X, 1820), par 1'égalité

Ao=| Cundu |

0

En effet, on a
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Ak IL n @ ,._\"- Cand o= /( n—nda

Or, dans la relation d' Euler
Ay Ay Aty

i o s

]

.\I k

faisons v= | Cg n41d @, et intégrons de 0 a 1, 1l viendra, & cau-

se de (v)

0 ] l Cernda .] / Con-1da-+ -i. /I-k--_.-_--;'f-} -

1 a0 =9
o !
—— I Ce,odaeI
-+ 1/ , -+ 2
[l est facile de faire voir que les nombres A, As, A, ... sont

alternativement positifs et négatifs, et qu'ils décroissent en va-

leur absolue.
Sarrus tire de sa théorie plusieurs formules intéressantes, entre

autres la suivante qui se rapporte i notre sujet:

l 11 R 21A

L(n+1)—1Ln= — 4 ko= 4= +
" n(n+ 1) n(in-4+1)y(n-+ 2)
NOTE.—Abréeviations employdes ci-denus.- -M. Mathesis.—J. S, Jouwrnal de mathematique
viales,—Or, Journal de Crelle. - A. G, Annales de Gergonne.
|
T B : F e

SOBRE LOS CIRCULOS NOTABLES DEL TRIANGULO

por D. Juan J. Duran Loriga

Comandante de Artillera

Continuacion

Opservacion. —Puede observarse que los circulos asociados a
circulos que pasan por un mismo punto, no pasan en general por
un mismo punto; pero en un caso particular, se puede enunciar la
proposicion siguiente:
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Sean M y M' un punto y su primer (6 segundo) isobarico, situados
en una circunferencia cualquiera concéntrica con la circunferen-
cia circunscripta. Puede decirse que si diversos circulos pasan por
M, sus primeros (0 segundos) asociados pasan por M.

Para obtener los puntos que satisfagan 4 las condiciones del
teorema, se puede recurrir 4 la férmula
(c* —a?) B~y

P 80 & 0 = ‘
(b2 —a?)y+(c*—-b*)f

en la que se dan 4 J y y valores arbitrarios, y se obtiene el valor
de o. De esta manera obtenemos por ejemplo, los puntos:

7 ] ne
e (centro de gravedad)
1 1 1
Primer isobarico del centro de homolo-
el = ac?

c*=vya* ) gia de A BC con el primer tridangulo de
( Brocard.

PR B T A \ Puntos derivados de los puntos algébri-
¢c—a b—a b+c¢ ) camente asociados al centro del circulo
o A ~ f inscripto, por medio de transformaciones

G—r a-Fbr'b—0¢\ isobdricas y complementarias.

Se obtienen también los puntos

b*c*(a* —c?) b2 (a*c? —b* ) (b —_.’_:".{.‘-'i_,:

Por otra parte los vértices A, B, C del tridngulo fundamental
cumplen evidentemente las condiciones del teorema.

3 Se pueden considerar los circulos asociados de un punto no-
table M mirdndolo como circulo de radio nulo (véase mi memoria
de Saint-Etienne). Si se designan por «,, 3,, v, las coordenadas del
centro, 1as ecuaciones del punto M y de los circulos asociados son

[

) (3

2 . 2 :

2
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- .
i 18S ; At R e
en las que (e . 2+2 B+e,7) atpy=10
S 31—i—l]|(-‘:jl—|—r‘].‘"‘l — 1 L8
o ; _ = P

Pasemos 4 algunos casos particulares;
1.0 Centro de gravedad.
La ecuacion de G considerado como punto-circulo es

T."_’r"f'-'—]—'_’f"" — a2 o — E{f"':j" =1()

los circulos asociados tienen por eje radical la recta G K.
2.° La ecuacién del punto de Lemoine es

ey

los circulos asociados tienen por eje radical 1a recta que une G al
reciproco de K, y los ejes radicales dec estos circulos combinados
con el punto K pasan, el uno por el punto directo de Brocard y el
otro por el punto retrégrado de Broeard.

3. El punto directo de Brocard tiene por ecuacion

LLos circulos asociados tienen por eje radical la recta

a*(ct = a?b? ot 02 (a'*— 02c®) B4 c* (b —a®c? =)

se pasa de esta recta a la recta de Brocard tomando: 1.° la reci-

proca; 2.° la inversa; 3.° una isobdrica.
4.° El cenfro del circulo inscripto 4 ABC tiene por ¢cuacion

-I-:hr'up—ﬁl‘l ifa'"_-a"-—-"

p ‘
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El eje radical de sus asociados pasa por el reciproco de I, el de
I combinado con los circulos asociados pasa respectivamente por
el punto directo y por el inverso de Jerabek.

5. Punto I'C(‘i[\.l‘(‘lt_'('_l del ortocentro.

Ejes radicales, la recta K H, G y sus dos isobaricas.

(Conclutrd).

ESTUDIOS SUPERIORES EN EL ATENEO DE MADRID

LA MODERNA ORGANIZACION DE LA MATEMATICA

(Curso breve explicado por D. Zoel G. de Galdeano en Marzo de 1498)
CONFERENCIA SEGUNDA
(Conclusion, véase pags. 41 @ 51)

Un valor particular .v, puede dividir los valores del argumento
del intérvalo (0, 1) de 1as tres maneras siguientes;

g =X ¥ ¥ \ (1
() \ \ Y Al =3 1 2
O = ey ey \ I )

que designan, el (1), & izquierda, todos los valores menores de .v,
llevados sobre la extension unidad, & partir de cero, y ademsis la
longitud xx;; 4 la derecha, todas las longitudes inferiores a x, lleva-
das a partir de cero.

El simbolo (2) expresa, 4 la izquierda, todas las extensiones me-
nores que ., ; 4 la derecha, la extension «,; y las extensiones supe-
riores.

El simbolo (3) indica, 4 la izquierda. las extensiones inferiores 4
x,; en medio, @; y 4 la derecha, las extensiones superiores 4 a,.
Pesigna ¢l Sr. Bois-Reymond con el nombre de pantaquia, una
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reparticion de puntos tal, que en cualquier intérvalo, por pequefio
que sea, hay puntos de la especie considerada, lo contrario seri
una distribucion apantdquica.

lLa distribucién dada por los puntos

z=lim =o(F+5+ - +o5r)

€s pantiquica.

Definida Z de modo que de un numero finito tan grande como se
quiera de puntos, cuyo nimero aumente, disponiendo convenien-
temente de las arbitriarias, de modo que acaben por presentarse
en todo intervalo, tan pequefio como se quiera, este sistema for-
mara una pantaquia ilimitada, ¢l conjunto de todos los puntos po-
sibles formard la pantaquia completa; entre estas dos clases de
sistemas pantaquicos, existe un numero ilimitado de pantaquias
mfinitas.

Entre los sistemas apantdquicos existe, en primer lugar, el sis-
tema de puntos aislados, por ejemplo,

Z= gk on

El sistema que sigue es el de puntos aislados, que en la proximi-

dad de un punto determinado acaban por aproximarse indefinida-

R ([ Sk

1
mente, como los puntos 2 - - — — , 4.« QUE se
| TR R et |

16
: 1 :
AProximeln al pu nto 29| y son los pHNKU."’ ide CORTVergencia, umn

e¢jemplo ofrecen las raices de sen = = (), Los puntos de conver-
gencia de orden n estan dados por los ceros de

sen I
sen 1

sen |

donde el signo sen se repite n veces,
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Si se excluyen por extensiones tan pequefias como se quiera, que
contengan los puntos de orden # y luego los puntos de orden
n — 1, y asi sucesivamente, de manera que la suma de todas las
extensiones sea tan pequefia como se quiera, se obtendrdn siste-
mas aislados.

Trata el Sr. Bois Reymond del concepto de enumeraciéon y de la
potencia de los conjuntos de que se ha tratado exponiendo la teo-
ria del Sr. Cantor.

Le ocupa de las series de orden cualquiera que son enumerables,
como la serie simplemente ilimitada y hace una clasificacién de los
sistemas pantaquicos y apantaquicos de puntos, aplicando estas
consideraciones al estudio de la funcién, del salto de la misma, 6
sea la mayor diferencia entre sus valores, para un valor de argu-
mento, de sus oscilaciones, 6 la mayor diferencia de sus valores
en un intervalo suficientemente pequefio que rodee @ un punto,
sus maximos y minimos en un intervalo, todo lo cual también se
trata en la excelente obra del Sr. Dini, de la construcciéon numé-
rica de valores de funciones hipotéticas, y de la marcha final de la
funcion. ,

E1Sr. Tannery en su obra, Zutroduction d la théorie des fonctions
d'une variable, adopta, para definir cada nimero irracional la divi-
sion de los numeros racionales en dos clases tales que todo nimero
de la primera es menor que todo niumero de la segunda y que no
existe ningin numero, en la primera mayor, ni en la segunda me-
nor que todos los demas de la misma clase. Asi, por ejemplo, el
nimero definido por la ecuacion @* — 3 = 0, conduce a distinguir
la clase de los niimeros cuyos cuadrados son menores que 3 v de
los numeros cuyos cuadrados son mayores que 3.

Dos nimeros irracionales seran iguales, cuando todo numero ra-
cional perteneciente 4 una de las dos clases, con respecto & uno
de los dos niimeros, pertenece 4 la misma clase, respecto del otro;
y cuando pertenezcan 4 distinta clase seran desiguales; y la
desigualdad A <Z B de dos nimeros irracionales implica la exis-
tencia de un numero racional, tal, que se tenga A < a, a<_B.

Ademads del método de 1a divisién de los ntimeros en dos clases,
emplea el Sr. Tannery, para extender la teoria de los nimeros ra-
cionales 4 los irracionales, la teoria de las series, definiendo los ul-
timos como limites de éstas: pero desde luego adopta el primer

procedimiento, siendo A y B nimeros racionales 6 irracionales, ¥
a,a’, b, b" nimeros racionales tales, que a << A < a', b<—B< ¥,
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resulta @ +b<_a'+ 0" y si no existe un numero r =a-40b,
0'=a' -+ b, verificando a, b, a’, b' la primera 6 la segunda des-
igualdad, conduce d que » > a+ b6 v <_a' -+ V', respectivamente.
Entonces, si existe el numero » satisfaciendo 4 estas dos condicio-
nes, es decir, mayor que la suma de dos numeros racionales
cualesquiera, respectivamente menores que A y B, v menor que
la suma de dos numeros racionales cualesquiera, mayores res-
pectivamente que A y B, # Serd la suma A -+ B; pero si no
existe ningin numero » sometido a dichas condiciones, tendre-
mos dos clases de nimeros racionales, la una que contiene la
suma de dos numeros racionales menores que A y B respec-
tivamente, v la segcunda que contenga las sumas de los nime-
ros racionales, respectivamente superiores 4 A v B, sin que en
la primera 6 segunda clase hava un numero superior ¢ inferior
A todos los demis de 2 misma, v tales que todos los de Ia primera
sean inferiores 4 los de la segunda. Esto conduce 4 definir la suma
A -+ B de dos nimeros irracionales y 4 establecer enseguida las
propiedades de esta operacion; y repitiendo el razonamiento se
define el producto de dos nimeros irracionales y se deducen las
propiedades de la multiplicaciéon; una simple correspondencia en-
tre dos niimeros inversos permite establecer la teoria de los nu-
meros fraccionarios, y la ecuacion @7 = A, conduce en el caso de
no existir niimero racional que la satisfaga, siendo A un ntiimero
racional, 4 las dos clases de nimeros cuyas msmas potencias son
respectivamente inferiores 6 superiores a A.

Por otra parte, definiendo el Sr. Tannery un numero irracional
por una serie infinita de nimeros racionales, de modo que 1a serie
Uyy Uyy ..., Ug, . . tenga por limite un numero racional U, cuando
i cada numero racional = corresponda un niimero entero positivo
tal, que [U — &, | < : para todos los valores de p iguales 6 supe-
riores & n, establece el calculo de los ntimeros irracionales, me-
diante el cilculo de las series convergentes, llegando hasta la
conclusion general, de que si U, V, W . ... son limites de las se-
TIeS Py yMlgee oy By Vaoeeo; Wy, Ws. ... la serie infinita cuyo
NEmO tErmino ¢s

[, Un) W ) tendri por limite £ Wy <o)
(2w, Vn, Wiy - ) kot “e(0,V,W,...)

Y, en fin, empleando, el procedimiento del Sr. Cantor en 1a teoria

|
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de los conjuntos, establece ademas la teoria de los productos in-
finitos, para exponer seguidamente la importante teoria de las
funciones.

L.a obra laureada por la Real Academia dei Lincei, Zeoria delle
Grandesze del Sr. Bettazzi, expresa sefialadamente la tendencia
al predominio de los conceptos combinatorios sobre el concepto
de magnitud en la teoria de los nimeros.

Reconoce el Sr. Bettazzi en la Matematica el punto de vista prin-
cipal de la comparacion de sus cntidades, de manera que éstas se
hallardan bien definidas cuando lo esten sus relaciones; y por consi-
guiente las magnitudes podrin ser objeto de nuestro estudio, cuan-
do, admitida su existencia, se definan sus relaciones reciprocas.

Conforme con Grassmann, define la »agnilud diciendo que: si,
sin atribuir ningun significado & las palabras 7gual y desigual,
dada una categoria de seres, pueden establecerse dos hechos, uno
de los cuales se indica con decir que son iguales, y el otro con de-
cir que no lo son, excluyéndose ambos casos, y verificindose ne-
cesariamente uno de éllos, de modo que dos de aquellas entidades,
son iguales 6 desiguales, llamaremos magnitudes a todos 1os entes
de esta categoria.

Dadas dos magnitudes A y B de la misma categoria, se verifi-

)

card necesariamente A =B 6 A ~Z B, y uno solo de estos casos.
Y si A =B, debe ser B= A;si A =B, B=C deberi ser A=C.

Cualquier concepto que satisfaga 4 estas condiciones, serd un
concepto de igualdad bien establecido; y de dichas condiciones
resulta

si A=By BC, sera ASC, si ASByB=C, sera AS

C
de manera que para dar & un ente ¢l nombre de magnitud, no ¢s
necesario definirlo en si, pues basta indicar cuando puede decirse
que es igual 6 desigual a otro.

Operacion sera el trinsito de cierto grupo de entes a otro, 6 el
enlace de ciertos numeros de entes bien definidos 4 un grupo de
entes dados. Si 38 es una operacion efectuada sobre varios objetos
ABy el ) que conduce i un solo objeto M, se escribira:

SASE WE . N,

S Operaciones
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D(ABNC D) NB AL S B S A v 5B)

e consideran como operaciones diferentes; pero si conducen al
mismo resultado, la operacion S sera conmudtaliva.
Si son iguales los resultados (generalmente desiguales)

S{A, BCo8. L SAS AL B, €).' By SES(ANB).S (CD) .. ]

la operacion S sera aso ctaliva

Supone el Sr. Bettazzi para la operacion S aplicada a4 una cate
goria de magnitudes las propiedades conmutativa y asociativa y
ademas que:

l.e SiB=C, seria S(A, B)=S(A, (), y en virtud de la propiedad
conmutativa, S(B, A)=5S(C, A).

29518 C, serd S(A,B)~—=S(A,C) y por consiguiente,
S(B,A)<<S(C, A
“‘Concluird,

e S S A
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[LECONS NOUVELLES SUR L' ANALVSE INFINITISIMAL ¢f ses applica
tions géomdtriques par M. Ch. Meray V™€ partie, applications
géométrigues classiques.—Gauthier-Villars, Paris, 1898.

Conocida es entre los matemidticos la obra de M. Méray que ha
merecido universales elogios y que el nombre de su autor vaya
unido al de Weierstrass y otros célebres maestros desde que se
publicé su primer tomo en 1894, siendo esta obra el amplio des-
arrollo de otra que publicé en 1872 con el titulo de Précis d' Ana-
lyse mfinitésimal.

En el Bulletin des sciences mathémaliques se han hecho lauda-
torias resenas criticas por los Sres. Tannery y Bourlet de esta obra
donde tantas ideas originales y profundas encuentra el lector acer-
ca de los conceptos fundamentales de las teorias que entran en el
dominio del analisis superior, y M. Riquier hizo desarrollos afines
con los puntos de vista de M. Meray en su memoria Sur les prin-
cipes de la théorie general des fonctions.

Partidario de las ideas de Lagrange, admite el Algebra como
primer fundamento del Analisis infinitesimal, por esto establece
desde luego los principios generales de las operaciones basadas
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en’la nocién fundamental de niimero, considerando los incomen
surables como puramente /deales ¢ creaciones ficticias, de igual
modo que las imaginarias, ficciones cuya introduccién en el ana-
lisis justifica la necesidad de descomponer los polinomios enteros
en factores lineales, y llevando adelante sus miras sistemédticas da
capital importancia 4 su desarrollo de la teoria de series enteras,
pues, «cuando las funciones conocidas son representables por se-
ries, las nuevas funciones que engendran lo son también, y como
las funciones analiticas forman asi una cadena continua, cuyo pri-
mer anillo esta constituido por polinomios enteros, observa que
también son desarrollables en potencias enteras.

El tomo primero estd destinado 4 los principios generales. Es
un desarrallo eminentemente tedrico y abstracto que llega hasta
el cdalculo inverso de las derivadas, comprendiendo la integracién
de sistemas de ecuaciones diferenciales; contiene todas las cuestio-
nes de teoria pura, sin citar mas funciones gue polinomios ente-
ros 6 fracciones racionales.

Despejado asi el terreno, M. Meray destiné el 2.° tomo de su
obra al estudio monogrdfico de las principales funciones de una
variable, ol6tropas, meromorfas, radicales, implicitas en sus prin-
cipales fases criticas, logaritmica, exponencial, circulares, elipti-
cas, biperiédicas y eulerianas.

El tercer tomo tiene por objeto las cuestiones analiticas cldsi-
cas, tratandose en ¢l de las integrales indefinidas, de las diferencia-
les racionales € irracionales, del cdlculo de las integrales definidas,
de las aplicaciones 4 las relaciones que existen relativamente 4 un
mismo contorno cerrado entre la integral definida de una funcion
meromorfa y su residuo integral, todo ello con el caracter eminen-
temente sistemitico y puntos de vista generales, propios del estilo
que parece exclusivo de M. Meray.

Las teorias de las ecuaciones diferenciales elementales, las
ecuaciones de derivadas parciales de primer orvden, las cuestiones
de mdximum y mininuon y las integrales miiltiples reales, com-
pletan el 3.er tomo, publicado en 1897,

El 4:0 tomo que termina la original obra del Sr. Meray, contiene
las aplicaciones geomélricas cldsicas, separadas del resto para
no romper ¢l encadenamiento natural, tanto de éstas entre si,
como de los conceptos puramente analiticos.

[os razonamientos llamados geométricos, dice, lo son de nom-
bre y de apariencia tan solo, pues no prevalecerian mucho, si no
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estuvieran reforzados por los hechos generales que el cileculo per-
mite conocer.

Este propodsito del Sr. Meray a desarrollar cada género de
cuestiones con independencia, es muy conforme con las aspiracio-
nes actuales de los matematicos, ya analistas ya geémetras.

Los progresos de la ciencia han permitido hoy i los gedmetras
hacer hasta cierto punto exposiciones de la geometria con inde-
pendencia de los recursos analiticos; el Sr. Meray ha hecho en su
obra esta separacion de los dos procedimientos y puntos de vista
matematicos.

Cierto es que hoy todas las ramas de la Matemaitica se compe-
netran prestindose mutuo auxilio, y en su continuo progreso debe
apelarse 4 este concurso como base de ulteriores conguistas. Y
aunque es importantc ver fusionados los conceptos analiticos y
geométricos para establecer la unidad en la ciencia, el hecho de
llegar 4 separarlos revela un adelanto 4 la par que comunica ri-
gor y claridad & la exposicion de cada rama.

Muchos y muy acertados puntos de vista del Sr. Meray contri-
buyen a la sistemalizaciéon de la doctrina que perfeccionan la ex-
posicion, tales como el omitir la usual definicion de la tangente
para atribuirle su cardcter osculador, el presentar la teoria de las
envolve.tes mediante el concepto de contacto de la envolvente
con la envuelta, el emplear el cardcter conjugado relativamente al
circulo 6 & la estera cuando se trata de propiedades concernientes
a la perpendicularidad, lo que le permite colocar naturalmente la
teoria de las trayectorias ortogonales.

El Sr. Meray ha preferido seguir constantemente los principios
luminosos que dominan el conjunto, sistematizando, con unidad
de plan y de idea, d la compilacién incoherente que hace perderse
la inteligencia en la masa abrumadora de los hechos 1 objetos ma-
temdticos, y presentar la teoria de las funciones desde nuevos y
ventajosos puntos de vista.

COR SO DI CALCOLO INFINITESIMALE di Gaudio Vivanli, prolessore
nella R. Universitd di Messina.—1899.

El libro del Sr Vivanti es de los gue introducen francamente
reformas en los planes de obras, hace afios excelentes para satis-
facer las necesidades de su ¢época, pero hoy incompletas 6 insufi-

cientes, por no estar modeladas segiin los nuevos conceplos que ac-

tualmente rigen, ni abarcar el conjunto de modernas teorias, cuyo
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conocimiento es indispensable obtener desde los primeros pasos
dados en la ensefianza.

El Sr. Vivanti ha podido reunir en 576 paginas todo lo mis
esencial para que el alumno adquiera los conocimientos funda-
mentales de la ciencia v ademas pueda perfeccionarlos ficilmente
¢n las obras de consulta, pues con su excelente plan, deja el te-
rreno preparado y las dificultades previamente vencidas.

Adopta en la primera parte de la obra, denominada prelimina-
nares analiticos, los principlos importados por los Sres. Cantor y
Dedekind en la exposicion de las teorias de los ntimeros, limites,
funciones, continuidad, infinitésimos ¢ infinitos, puestos al alcance
de los principiantes, por cierta oportuna concisién que unida al
rigor didactico, constituye un razonamiento sobrio favorable a4 la
claridad.

[La correspondencia univoca de los conjuntos de numeros v de
puntos, el concepto de par de clases A, y A, 1til para obtener su
elemento de separacion, como limite de nimeros 6 de puntos, que
el Sr. Vivanti no abandona en toda su obra, la adopcién del con-
cepto de sucestones para establecer el de correspondencia biuni-
voca ordenada y para demostrar la existencia de un limite en una
sucesion generalmente creciente ¢ décreciente, la oscilacidon de
una funcién como criterio de su continvidad, cuando aquélla es
menor que un valor arbitrario s, 1o que permite 4 su vez definir
las especies de discontinuidades; todo esto es un precedente natu-
ral para la definicion de los infinitésimos ¢ infinitos, cuyos ordenes
se determinan por los limites de sus relaciones con el principal,
estableciéndose bajo una forma tinica todos los dérdenes de la can-
tidad finita 0 infinitesimal.

[La segunda parte tiene por objeto las derivadas ¢ integrales de
la funcién de una variable. Ya desde este momento el Sr. Vivanti
adopta francamente una reforma que va generalizdndose en bene-
ficio de la ensenanza y del progreso de la ciencia, esto es, la ex-
posicién simultianea del calculo diferencial € integral y aun la an-
teposicion de éste 4 aquél, justificada, entre otras razones, por ser
generador de la integral el algoritmo de la suma y de la diferen-
cial el de la razén de dos cantidades. Trata pucs, el Sr. Vivanti
primero de las condiciones de integrabilidad, exponiendo especial-
mente el criterio de Riemann, definiendo las integrales indefinidas
y definidas, y después fija las condiciones necesarias y suficientes

para que una funcion sea derivable, apoydndose para esclarecer
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este punto bastante descuidado por muchos autores, en las pro-
fundas consideraciones que el Sr. Dini expuso en sus Fundament?
per la tecrica delle funzioni di viariabili veali.

L.as derivadas ¢ integrales de las funciones elementales, las de-
rivadas de ordenes superiores, el Wronskiano, el teorema de
Rolle, las series de Taylor y de Mac-Laurin con sus aplicaciones,
los mdximos y minimos de una funcion, diferencias y diferenciales
como partes principales de aguéllas, el cambio de variables ¥ la
integracion por sustitucidon, y las integrales definidas impropias,
cuyos criterios de existencia analiza, forman ¢l precedente tedrico
para descender @ las operaciones sucesivas de integrar las funcio-
nes racionales y las irracionales, sirviendo ¢éstas de ocasién opor-
tuno para definir las integrales elipticas ¢ hiperelipticas, dando A
conocer las formas canodnicas de Lezendre.

LLa integracion de las funciones trascendentes, la férmula de
Wallis y las integrales eulerianas terminan la parte segunda.

LLa parte tercera trata de las derivadas ¢ integrales de las fun-
ciones de varias variables. Comprende las funciones compuestas
v homogéneas, la determinante funcional que sirve para estable-
cer las condiciones de dependencia de » funciones, maximos y
minimos de funciones varias variables, integrales que contienen
un parametro, integrales miiltiples y sus transformaciones.

La parte cuarta estda destinada a las aplicaciones geomélricas,
contiene: Curvas planas, tangente y normal, asintotas, puntos
multiples y cispides, concavidad y convexidad, inflexiones, dareas,
envolventes, contactos, curvatura, evolutas y evolventes.— Cur.
vas en el espacio. Tangente, plano normal v osculador, longitud
de un arco, primera y segunda curvatura, férmulas de Serret
—Superficies —plano tangente, normal, area de una superficie
curva, volumenes, envolventes, curvatura, especialmente la de
Gauss.

[La quinta parte tiene por objeto las ecuaciones diferenciales,
comprendiendo las ecuaciones diferenciales ovdinarias, las de
1¢* orden y 1er grado, de 1°*r orden y forma cualquiera, las de 6rdenes
superiores, ¢ integrales singulares con su interpretacion Geométri-
ca, las integrables de orden superior, aquéllas cuyo orden puede
rebajarse en una unidad, las lineales homogéneas, las lineales no

homogéneas y las simultdneas. — Las ecuaciones de derivadas
parciales terminan con las generalidades relativas d las de primer
orden y sigue una breve exposicion del cdlculo de variaciones,
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Estas indicaciones hacen ver cémo la obra del Sr. Vivanti se
adapta @ la ensenanza con gran ventaja, por su método € intro.
duceion de los nuevos puntos de vista que hoy entran en la ense-
fianza clisica.

También publico en 1894 el Sr. Vivanti su interesante obra £/
concetto del infinitesimo ¢ la sua applicazicne alla matematica
en que comprende un estudio de esta rama del Andlisis desde el
punto de vista filosofico-histdrico.

Bibliotheca mal hemiitica .— Director G . Enestrom Stockolm
n. 2. 1899.—Sur 1'histoire de 1" arithmétique arabe par, Carra de
Vaux.—Die Mathematik bei den Juden, von Moritz Steinsch-

neider.—Remarque sur l'origine de la formule 7 logi = — 5 =, par
. Enestrom.—Zur Bibliographie der Parallelen theorie, von
P. Stickel—Recensionen—Analyses.—Questions,

CUESTIONES RESULELTAS

CUESTION 259.

(Viase pag. 62),

Lugar de las hiperbolas equilateras que tienen una cuerda novinal
I".'H?H.EE'H.

(J. Neuberg).
Soluecién por el Sr. Rerant (V.)

Consideremos la inversién de Hirst que
tiene por cdnica de los puntos unidos el
punto-circulo M y por polo el punto N: las
hipérbolas equildteras cuya cuerda normal
es M N (en M) son las transformadas, en di-
cha inversidn, de las rectas que pasan por
el punto medio O del segmento MN. El cen-
tro de la hipérbola correspondiente & una
de estas rectas ¢ es la proyeccién orto-
gonal de M sobre ¢; luego el lugar busca-

do es el efrenlo desecrito sobre MO como
didmetro.
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Otra solucion por el Sp. RETALL (V.)
Tomando-N por origen de las coordenadas rectangulares y MN por
eje de las #, la ecuacidn del haz de hipérbolas equildteras que tienen
por cuerda normal MN (en M) es

)

Mzx2—w?) — 20y —dawv+2ay=0,

donde se ha hecho a = M N y i es el parametro variable: el lugar de
los centros de estas hipérbolas es. pues,

2ty —3aa+ a*=|),

> : 9 a
¢ sea el eirculo de radio @ : 4, con su centro en el punto ( 1 il) :

Otra solucion

Sea AB la cuerda de longitud constante y
normal 4 todas las hipérbolas en el punto A, C
su punto medio y DE su perpendicular en A.
Si O es el centro de las hipérbolas, OA y OC
serdn didmetros conjugados respectivamente
con las direcciones de las cuerdas paralelas 4
DE y AC, y como en la hipérbola equildtera
las direcciones conjugadas forman con el eje
real Angulos complementarios y dirigidos en el mismo sentido, cuando
los dos sistemas de cuerdas sean perpendiculares entre si, lo serin
también los didmetros correspondientes. Luego el punto O sera vér-
tice de un triangulo rectingulo cuya hipotenusa A C serd la mitad de
la cuerda dada, y el lugar geométrico de los eentros un eirculo cuyo
didmetr.y sea esa misma mitad AC de la cuerda,

(Andnimo).
CUESTION 2686.
(Vease pag. 6d).
Solucidn por D. Luis pi ALBA,

Partiendo de la 1."* férmula de Delambre resulta sucesivamente

1 : 1 L] oy 1 l 1 O
CHS-—.,— ¢ Sén 5 i_.'\ 1= 3) = cos o (@ - 0) coSs 2

Fe | = =
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sen U
L " e A
gsen— (A4 B) cos — | 2sen —0U sen Csen — ¢
2 2 2 =2
| - 1 sen ¢ I
cos a b) Cco8s ¢ - sen ¢ sen {
2 2 . 1 2
9 sen 'H
2
¢ bien
: ‘ 1
sen ¢ sen —- Csen —- (A 4 B) = sen Usen --¢¢0S - (@ — b)
de donde
1 . 1
sen ¢ sen — (A + B) sen ¢ co8 - (@ — b)
AER 2T .= (2)
1 1
sen — ¢ sen ¢
2 2
De la conocida proporeidn
sen A sen B
= resulta sen A sen d = sen B sena
sen «a sen b

¢ también

sen B

sen A sen b

y multiplicando las () y (2") tendremos

1
sen A sen / sen ¢ sen - (A + B)

1
2 8sen >y ¢

Pero como

sen A sen b sen ¢ -

— =3 y
resulta
1 =
sen D | A s B |
& — A
sen — ¢
P

< )

sen a sen B sen C

cos

Ben a

sen a senB sen b cos - (a —2)
: X
2sen - C
2

5] -A

-(a@— b

o

1
sen —
2
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y andlogamente demostrariamos las demas particnlaridades de las

otras férmuvlas de Delambre.
CUESTION 273

(Véase pag. %)

Sobye los lados BC, CA, AB de un triangulo A B C s¢ toman los puntos
D. BE. F que dividen estos lados en una misma razon m vy los puntos 1’
3 7 ] I

[‘:'| i‘w. que los dividen en otra '?‘H‘-"r';id n. Demostrar que las rectas traza-
das por D', E', F' paralelamente ¢ AD, CF, BE¢da CF, BE, AD, ¢ d
BE, AD, CF concurren ex un punto M o N d P.
Folucidn por el Siu. Lemoisg (E)
Las coordenadas barieéntricas (A BC triangulo de referencia)
de D, E, F son: o, m, 1: 1,0, m: m, 1,0
lasde D', E', F':0,n,1: 1,0, m: m, 1,o0.

Los puntos en el infinito de AD, BE, CF son:
— (1 4m),m, 1: 1, —(L4m), m: m, 1, — (14 mn).
[.as ecuaciones de las paralelas 4 AD, CF, BE trazadas por D',
E', F' son:
2(n—m) —B(l4+m4v(L+m)n=0 (1)
—an+tpPmat+m41)4v=0 (2)
—am-4+3m nt+v(mntn41)=0 ()
Si se resta (2) de (3) se obtiene (1). Luego las tres rectas se cortan
en un punto M, cuyas coordenadas son:
(m+1)(mn+41), (mn+n—m), m(m—n+1)
Claro es que las de N y P son entonces
m(m—n-41), (m+ 1), (nn41), (mn + 2 — m):
(mn—+n—m),m(m —n+ 1), (m+ 1), (mn-1).
M, N, P forman pues, un gropo isobdrico de primera especie, son
permutianos.

St m estd fijo, M deseribe, cuando n varia, la recta

— o —i— ..“ mmn —1'— 1) —E— T | m —i— 1) = 0,

la que pasa por el conjugado armdénico de D respecto 4 BC.
CUESTION 274
{Vease pag. 16)
Si sobre los tres lados t![" 1 f!'n’-{inr_t‘il'i!f{'l \“' se toman los ;})rli’?;"ﬂ.-\'
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D, E, F que los dividen en una misma razon, las paralelas ¢ AD, BE,
CFodaBE.CF, ADd ¢ CF. Al). BE. trazalas por los vértices ‘\.
B,, C, del primer tridagulo de Brocard, pasan por wn mismo punto M,

N o P.

{ H. Vun Aubel),
Solucidn por el Sr. LEMOISE (E.)
Conservando las mismas notaciones que para la solucién de de la
cuestidn 273, siendo las coordenadas baricéntricas de los vétices A,
By, C,, del triangulo de Brocard

se obtiene que las ecuaciones de las rectas trazadas por A, B, C, pa-
ralelamente 4 AD, BE, CF son

22 —8m| —B [ (L +m)+ |+ y[a*m+-E(14m)|=0 (1)
w[Bfm4a* (Lt m)| 432 [@—erm| —v[2(1+m)48b=0 (2)

—a|a* (14 m) e+ 5 [cm + 62 (1 4 m)| + ¥[8 —a*ml=0 (3)

sumando (2) y (3) se obtiene (1); luego las rectas se cortan en un
punto M cuyas coordenadas son

— @m0 (14 m) e m(l 4+ m)ya?m(l4+m— 0% m-4=c (1 m):
a’ (1 +m) i— 2 m (1 :-— m) —e* ni
Los puntos M, N, I’ son isubdricos de primera especie ¢ permu-
tianos.
CUESTION 260
(Vedse pag, 62)
CUHSH‘H#'J' ULl pfh'r.;fulfff. r'r!."ff!r'z'r’:f'{rl i (':rm‘f_fr_; normal \i _\ Y la di-
receion de los didmetros.

(J. Neuberg).

Solueion por el SrR. Rits ¥ CAsas (D. Juse)

Siendo la cuerda MN normal en M, tracemos MO en la direceidn
dada de los diametros, y las perpendiculares &4 MN serin cuerdas
conjugadas 4 este difmetro. Trazando la que pasa por N, y tomando
en ella OP = NO, P serd punto de la curva, y conoceremos de ésta
cuatro puntos: M, N, P é I, punto al infinito de la direccién MO, v la
tangente en M, datos suficientes para construir la curva por puntos




EL PROGRESO MATEMATICO 125

como aplicacién del teorema de Pascal. Considerando los exdgo-
nos inscritos IMMN P X, las rectas de Paseal pasardn todas por
O, y determinarian sobre la tangente en M y la cuerda MN dos se-
ries de puntos A, B, ..., A, B, ..., que proyectadas respectiva-
mente desde P é I, dan dos haces de radios de primer orden que,
por las intersecciones de los
pares de radios correspon-
dientes, engendran la cénica
pedida AB.... A mayor abun-
damiento, por cada punto
A, B,....que asise determi-
na, puede hallarse otro A,
B',.... mediante las perpen-
diculares A A', BB',.... 4
l1a cuerda normal, que son
cuerdas conjugadas al did-
metro MO.

Sila cuerda M N fuese nor
mal en N, la segunda parabo-
la que resuelve el problema,
serfa simétrica de la anterior
con relacién al punto medio

de la cuerda dada.
Solucion por el Sg. Rerary (V)

Las ! pardbolas que tienen MN por cuerda normal (en M) co-
rresponden, en la inversidn considerada en la primera solucién de la
cuestion 259, 4 las tangentes del cireulo G2 deserito sobre MN como
didmetro. Si A es el punto de contaeto de una de estas tangentes ¢, el
punto en el infinito de la pardbola correspor.diente T* es ¢l de la recta
[N'A]. Tenemos pues la construeeidn siguiente:

Deserito el circulo G2 sobre el segmento MN como didmetro,
tracemos por el punto N, en la direccidn de los didmetros, una recta
INA] que lo corte en A: la pardbola buscada e¢s la transformada de la
recta £, tangente al eirculo G2 en A, mediante la inversién de Hirst
que tiene N por polo y el punto-circulo M por cénica de los puntos
unidos.

Observacion.—Las parédbolas que tienen MN por cuerda normal
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forman un haz euadrético, cuya ecuacién es, conservando las nota-
ciones de la segunda solucién de la cuestion 259,

yi=i(w —a)2y —\2)
L.as coordenadas del foco estin dadas por

a(3A2 + 4) @A’

1 —

40FF1) Y=

ecuaciones paramétricas de una cisoide de Diocles que tiene la cis-
pide €n M y cuya asintota es la mediatriz del segmente MO,
Solucion por el Si. Sagx Mooz (G.)
Sea MN la cuerda normal en M, y la recta m la direccién de los
didmetros.

Al darnos la cuerda MN normal en M, conocemos de la parabola
los puntos N y M la tangente en éste, MT; la direccién de los didme-
tros equivale 4 conocer el punto en el infinito de la pardbola M' y la

x

tangente 4 la pardbola en este punto, que es la recta del infinito,
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Si consideramos los puntos M y \r[ como vértices de dos haces
proyectivos de la curva, la construceion de éstos queda reducida 4 la
de dos haces proyectivos M. N .... A \tI .N .... perfectamente de-
terminados, pues conocemos un rayo del 1.” @ = M N, el correspon-
diente del 2. @' = M'N, y el centro proyectivo de los dos haces (i,

x
punto interseceidén de las tangentes 4 la pardbola en los puntos My M ',
- oo

Luego dado un rayo del 1.°r haz, determinaremos su correspon-
diente en el 2.%, y el punto de interseccién de ambos rayos serd punto
de la eurva.

Construccion. —Se traza un rayo cualquiera del 2.° haz, el 5’ hasta
que encuentre & un rayo del 1. conocido de antemano, el «: el punto
3 de interseccidn se une con el centro proyectivo O: el punto de in-

s 4
terseccion de RO con el @', homdélogo del @, nos da con el punto M el
o
rayo MS G 4, y su interseceién con el 4" nos da el punto E dela curva.

Andlogamente se han determinado los puntos A, B, Cy D y se de-

terminan cuantos se quiera.

el REPF e
CUESTIONES PROPUESTAS

" 275 Seaun tridngulo ABC. Hallar la pardbola eircunseripta tal,

que el drea interceptada entre el lado BC y esta pardbola sea minima.
(E. Lemoine).

276 O es un punto de un eirculo de centro C y radio R, y la recta

: . \ R _ -
m perpendicular a4 [OC] dista de O en T S1 tomamos sobre un radio

arbitrario p trazado por O el punto P' simétrico, respecto al punto
(in p) de la ulterior interseccién I’ de p con el eirculo:

l.o Demostrar que el lugar de P' es una frisectriz de Maclaurin,
cuyo punto doble se halla en O y cuyo eje es [OC].

2.c Construir la asintota real, la tangente en P’ y las intersececio-
de la curva con una recta.

3]
0.0

Determinar las dos asintotas imaginarias conjugadas y los
puntos de inflexién de la curva.

V. Retali).

277 Construir un cuadrilatero, conociendo los puntos simétricos,
con relacién 4 los lados, del punto de concurso de las diagonales.
L. de Alba).
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278 Sobre los lados de un tridngulo ABC cuyos medios son
D, E, I se construyen exteriormente los cuadrados BA'A"C, CB'B"A,
AC'C'B, cuyos centros son I, Is, I.: y sobre Dl,, Els, FlI, se

l : ! :
toma D 2= — DIg EJ3 _il El;, Fy=  Fl.. Demostrar: 1.° que

las paralelas 4 Al,, CI., Bly, 6 4 CI., Bly, Alq, 6 4 BIy, Al,,
Cl. trazadas por 2,3, v eoncurren en un punto M6 N 6 P; 2.° que las
rectas que unen I,, I, 1, 4 los medios C'B’, A'C’, B'A" pasan
también por un mismo punto.

(H. Van Aubel).

279 Siendo A, B, O, el primer tridngulo de Brocard del tridngulo
ABGC; D, E,F los medios de los lados BC, CA, AB y D, E| F'
puntos que dividen estos lados en una misma razén 7, se toman sobre
DA, EB,, FC, las longitudes DA’, EB, FC' iguales 4 3DA,, 3EB,
SBC;:

1.0 las rectas trazadas por A BC paralelamente éd BB', CC', AA' con-
curren en un punto M y las trazadas por estos puntos paralelamente
4 CC', AA', BB  en un punto N; 2.0 las paralelas 4 AA', BB, CC’ tra-
zadas por D', E', F' concurren en el punto que divide NM en la razén
n: 3.° las paralelas 4 B, C,, C, A,, A, B, trazadas por D, E, ¥ pasan por
el centro de la hipérbola de Kiepert.

(H. Van Aubel).

247 (T.V) (enunciado y corregido). Si en un triangulo ABC se
tiene:

a*(sen A+cosA)+dbe=0
la recta que une el vértice al centro del euadrado construido exterior-

mente sobre BC sera perpendicular & la recta de Brocard.
(H. Van Aubel).

En la ]-.'-.:inn 32 linea 27 en vez de A B C léase A1 By Cy
Enla id. 84 id. 27 sustituyase 4 la letra p la letra p
Enla id 96 id. 34 en vez de BD), CF, AD, lease BE, CF, AD.

Zaragoza: Imprenta de la Sra. Viuda de Arino., Coso, 100




