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NOTACIONES

I, 1, 1,, I, son los centros del eirculo inscripto y de los circulos
ex-inseriptos al triangulo fundamental ABC.

Los puntos de contacto de estos circulos con los lados

BC, CA, AB
se designan con las letras
DEF; D, E,F; D,E, F;; D, E, F,

» 1, 15 7y Son los radios de los cuatro cireulos.

A' B’ €', son los puntos medios de BC, CA, AB.

@y # los pies de las perpendiculares bajadas desde A, B, C sobre
BC, CA, AB.

H es el ortocentro de ABC.

O el eentro del circulo circunseripto 4 ABC.’

R el radio »

(1) Si por A’ se levanta una perpendicular 4 BC; AD AD, AD,
AD, cortardn 4 esta perpendicular en los puntos R, R R, R, tales que

A'R=y A'R\=r; A'Rj=r, A'R,=7;
L 1 2 3 8

Sea D' el punto de interseccidén de DI con AD,.

Se sabe que la recta que une los extremos de dos rayos paralelos
y del mismo sentido pasa por el centro de homotecia directo de los
dos circulos, Pero A es el centro de homotecia directa de los dos
circulos I, é I; por consiguients, ID" es un radio del circulo inscripto
Ly DD'=2p
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Pero A'D=A'D, y A'R es paralela 4 DD’; por consiguiente
r 1 r
A'R :—-—;z—-DD:?.

Lo mismo para las otras igualdades.

(2) Si por B'se levanta una perpendicular 4 CA; BE BE, BE; BE,

cortaran & ésta en los puntos S, S, 8 S, tales que
B'S8=p BBi=r, B'S;=7r, B'S,=r, )

Si por C' se levanta una perpendicular 4 AB; CF CF, CF, CF cor-

tardn & ésta en los puntos Ty T, T, T tales que
C'T=» CTi=r, C'T,=r, CTi=n;

(3) Los cuatro triangulos RST R,S,T, R,S,T, R,;S,T, son inversa-
mente semejantes &4 ABC. Tienen O, centro del cireulo circunseripto 4
ABC, por eentro de homologia, y 4 OI OI, OI, OI, por didmetros de
sus eireulos circunscriptos.

Porque A'R,=»,=I,D, el / I,R,A’ es recto.

Igualmente los /2 I,S,B" y I,T,C’ son rectos.

Por consiguiente, el circulo cuyo diimetro es OI, pasa por los
puntos R, S, T,.

Puesto que log puntos R, S, O T, son coneiclicos, se tiene que
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/B R,T)=180"—/ 8,0T,=180°—/ B'OC'=A

.I'Pero’ /. RS Ty=/R,0Ty=B, siendo T,0 R,0 respectivamente
perpendiculares 4 AB y BC; luego el triangulo R,S,T, es semejante
al ABC.

(4) Si se designan los puntos medios de OI OI, OI, OI, por

I'I''I'y 'y, resulta que I',I.I';I' es un cuadrangulo ériico semejante
y semejantemente sitnado al cuadrangulo I, LI, y el radio del eircu-
lo circunseripto 4 cada uno de sus cuatro tridngnlos es R.

En efecto, el radio del eirculo circunseripto 4 cada uno de los cua-
tro tridngulos del cuadrangulo drtico I, LII es 2R.

(5) Sean UV W los puntos de interseccién de AI BI CI con el
oirculo cireunseripto 4 ABC, y sean U’ V' W’ los puntos diametral-
mente opuestos & U V W,
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I es el ortocentro del tridngulo UVW y O es el centro del circulo
circunseripto 4 UVW.
' Por consiguiente, I’ es el centro del circulo de los nueve puntos
de los cuatro tridngulos que forman el cuadrangulo drtico UVWL

Igualmente, siendo I el ortocentro del tridngulo UV'W'y O el cen-
tro del eireulo circunseripto & UV'W', I', es el centro del eirculo de
los nueve punios de los cuatro tridngulos que forman el cuadrangulo
6rtico UV'W'IL, ; y asi sucesivamente.

(6) La suma de los circulos circunseriptos a los cuatro tridngu-
los RST es tres veces el eirculo circunscripto 4 ABC.

Del teorema que los circulos estin en la razén de los cuadrados
de sus didmetros, se deduce que el circulo circunscripto 4 ABC es &
la suma de los cuatro circulos RST, coma 4R* 4 OI*+-0I24-0I%,40I%,,

Por ofra parte

X(OF) =4R™ 2R (r,4r,4-rytr) =4 R*4+-2R. 4R=12R?
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(7) SiUD UD, UD, UD, cortan & la perpendicular AX en los
puntos X, X, X, X,

XXU=?. Xxlz?‘; Xxl:l’.ﬂ X_X_3=?'a

Tracemos por I una paralela que encuentre 4 UU' en K,y 4 AX
en X; y unamos UD DX,

Se sabe que A'D*=A'X.AL
de donde A'D:A'X=A'L:AD
es degir A'D:KX,=A'L:K,L=UA':UK,

lo que prueba que los puntos U D X, estan en linea recta,
Igualmente para los puntos U D, X,.
Tracemos por I, una paralela 4 BC que encuentra 4 UU" en K; y
4 AX en X,; y unamos U'D,; D, X,.

Se sabe que ADAL=A'X.A'L’
de donds A'D;: A'X=A'L': A'D,
es deeir A'D,: KX, =A'L' : K,I,=U'A"' : UK,

lo que prueba que los puntos U’ D, X, estdn en linea recta,
Lo mismo para los puntos U’ D, X,
(8) 8i VE V'E, VE, V'E, cortan 4 la perpendicular BY en los
puntos ¥,'Y, ¥, Yy
y si WF W'F, W'F, WF, cortan 4 la perpendicular CZ en los
puntos Z, Z, Z, Zs;
Se tendra
YY,=r YYi=9r, YY,=r; YY;=0;
Z2Z.=r ZZ,=r, ZZ,=r, ZZ,=r,

(9) Los cuatro tridngulos X,Y Z, XY ,Z, X,Y,Z, X,;Y,Z, son in-
versamente semejantes & ABC; tienen por centro de homologia al or-
tocentro H del tridngulo ABC y 4 HI HI| HI, HI; por didmetros de
sus cireulos circunseriptos.

Puesto que XX,=r,=ILD,, el dngulo I, X X es recto.

Igualmente los dngulos I, Y,Y é I,Z, Z son rectos.

Por consiguiente, el eirculo cuyc diametro es HI pasa por los
puntos X, Y, Z,,

Puesto que los puntos X, Y; H Z, son coneiclicos,

se tiene /Y, X,Z,=180—/ Y,HZ,—A

Pero L XY Z, =/ X HZ,=B
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pot set H,Z y X,H respectivamente’ perpendiculares 4 AB' y BO [ue-
go el trmno'ulo X,Y,Z, es semejante 4 ABC. : j

(10) Los puntoq medios de HI HI, HI, HI, formian un cuadran-
gulo drtico semejante y semejantemente ?.Lluado respecto al cuadran-
trnlo LLILI,, y el radio del eirculo cire unscnpto 4 cada uno de -suf§
cuatro tridingulos es R,

(11) Lasuma de los eireulos circunseriptos 4 los cuatro’ tridngu-
los XY Z,.... s igual 4 cuatro veces la suma de los eirculos circuns-
criptos 4 los tres tridngulos AYZ, XBZ, XYC.

En efecto
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HI-’ 74 (B% 7h.r..}+f:q—;yf.’.+ﬂ£¢—la #b ;{—t )
HE _ur*-{-vm JHbe—ca—ab— (41 +cY),
HI%, =4 (R*4-2Rr,) —be-ca—ab—(a’4-02+¢?)
_ HI3, —-—1 {I{“-{ﬂ‘}R? ) —be—ca+ab—(a*4-03-¢%) -
: Por cons:gmente

S(HI)=4(12R?—a?—§*—*)=4(HA*-HB - HC?)
) (12) _I’gra demostrar que :

| enicnty o HAM-HBY 4 HCP= 1RV~ a3sb?— 3
se puede proceder as: '

De la seme]'mm de 105 trlanﬂ"ulth CBZ y AHZ se (IB\‘]IICP
: BO?: HA2=072 : AZ?
de donde Bl“’—{—HA’ BC*=CZ*+4AZ%: CZ>=CA%: CZ2

BC?, CA?
“de lo que resulta BO?p HAS=— = 2 _yR?

'\
CZ*
por 1n teorema de Brahmegupta. Se veria igualmetite que

CA? +m33— AB?HHO—4R?

- -
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SOBRE LOS CIRCULOS RADICALES
por D. JUAN J. DURAN LORIGA, COMANDANTE DE ARTILLERIA

Se sabe que el lugar geométrico de los puntos tales, que sus po-
tencias con relacién 4 dos circunferencias fijas guardan la relacién
% es una circunferencia; y si suponemos m=—n, esta linea también
sera el lugar de los puntos que tienen respecto a otras dos de esta
clase, potencias iguales y de signos contrarios y que la analogia nos
conduce & llamarla circunferencia radical ® de las propuestas. Es muy
facil determinar su centro y radio.

Llamemos P, y P,, las potencias de un
punto P del plano respeeto 4 las eircunfe-
rencias o y o' (fig. 1.8). Se tendrda P,—=—P,,
6 To que es lo mismo, llamando ! y 7' las
distancias de P 4 los centros y d la distan-
cia 0o’

P—R!*=R',—U* esdecir B41?=A*4R"

El centro de la circunferencia que bus-
camos seré, por consiguiente, el medio de 09" y su radio sera

Fig. 1.»

1 AT
p = YV2(R*+R*)—at
Para que la ecircunferencia radical exista, es preciso que se tenga

d < V2(R*+R?)
esta condicién se cumple siempre, cuando las cireunferencias son tan-
gentes (ya exteriores ¢ interiores), secantes ¢ interiores, pero si son
exteriores podra existir 6 no la circunferencia radical.

Cuando las circunferencias son secantes, teniendo evidentemente
que pasar la circunferencia radical por los dos puntos de corte (de
potencia cero), podrd describirse inmediatamente.

Cuando son tangentes exteriores, la cireunferencia radical seri
tangente interior 4 la de mayor radio y en el punto de tangencia de
las dadas (puesto que este punto tiene potencia cero respecto 4 am-

(*) Algunos autores, en particular los ingleses, llaman cclreulo radicals (radical clircle)
al que corta ortogonalmente & otros tres, pero nos parece muy preferible la denominacién
muy usada de ccfroulo ortotémico» y llamar efreule radical al que es objeto de este estudio.
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bas), y como su centro es en todos los casos el medio de la linea de
centros, es también su trazado inmediato. Si se quiere numéricamente
determinar-su radio sin recurrir al hecho visto @ priori, se hari
d=R-+R' en el valor de p, y resulta, como es consiguiente,

y
¢ = 5(B—R)

Si son tangentes interiores, también resultara la eircunferencia ra-
dical tangente 4 las dadas, y su radio seri
= o (R+R"
g { _
Si las cireunferencias son concéntricas, también lo serd con ellas la
radical y su radio se obtendri haciendo d=o en el valor de g, con lo
que resulta

5325—\’2(]1'+1{')

Para el trazado grafico de la circunferencia radical de dos exte-
‘riores (cuando existe) 6 de dos interiores, se utilizardn las condicio-
nes que vamos i exponer.

(fonsideremos fres circunferencias o, o' y 0", llamemos = la cir-
cunferencia radical de o y o' y w7 la de 0 y 0”; si estas-circunferen-
cias se cortan, se tendréd en los puntos de interseccidn

\P”:_P”,
, por consiguiente P,r = Py

i

6= _]’0”

es deeir, que el eje radical de o' y 0" 1o es también de =o' § w00

Cuando las circunferencias radicales no se cortan, también es faeil
dar una demostracién geométrica, y aun mas sencillo, demostrarlo
analiticamente, como haremos mis adelante.

Esta observacién sugiere el medio de encontrar la circunferencia
radical de dos exteriores (si existe) 6 da dos interiores o y ¢'. Cdrten-
se por una tercera o', determinese la circunferencia radical de o y o*
y el eje radical de o' y 0” y se tendrda uno 6 dos puntos de la circun-
ferencia que se quiere determinar y de la que el centro es conocido.

l.a circunferencia o” debe elegirse de un modo conveniente para
que se corten el eje y circunferencia radical en el caso de ser las da-
_ das exteriores ((inico caso en que puede haber imposibilidad) por la
siguiente consfruceidén. Levantese en el extremo del radio oA (fig. 1.0)
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la perpendicular AB igual al radio R’ de la otra circunferencia, tna-
se o con B, tracese la perpendicular BC=oB, y si la circunferencia
descrita con el radio oC envuelve el centro o', la circunferencia radi-
cal existe.
La sencillez de esta construceidn evita otras explicaciones.
Cuando dos eircunferencias son ortogonales, se ve claramente que
la radical pasa por los centros de ellas, como se deduce también del

1 r #
valor de p, pues siendo R*+R?=00", resulta p=—-00’. La reciproca

es también cierta como se ve facilmente.

La consideracién de circunferencias radicales permite resolver
inmediatamente el siguiente problema:

Se tienen dos circunferencias tangen-
tos, por ejemplo interiores, o y o' (fig. 2.3)
de radios respectivos R y R'; por el punto
de tangencia p se trazan secantes, fales
como p @ m, y se toma en sentido contrario
una longitud am'=am. ¢Cuil es el lugar
geométrico del punto m'?

Tracemos la circunferencia o” que tenga
por circunferencia radical, respecto 4 la o,
la o' y se tendrta en valor absoluto ap.am=ap.an', y por lo tanto
am’'—am; el lugar buscado es, por consiguiente, la circunferencia o”;

: : _ 1
para determinar su radio @, notemos que se tiene R'=—(R—a), de

=

donde se deduce =R —2R'. La circunt‘erencia encontrada es tangen-

te exterior ¢ interior 4 la o, segiin sea R— )]" -o Si la eircunferencia
‘-x.,,

o' pasa por el punto o, el lugar geométrico se reduce al punto p, lo
cual es evidente.

Hemos dicho anteriormente que si se tienen tres circunferencias
0,0y o'y se determinan las radicales de dos grupos oo’ y 0o”, por
gjemplo, el eje radical de estas circunferencias radicales es el mismo
que el de las del tercer grupo. Esto permite demostrar e¢on gran sen-
cillez que las circunferencias descritas sobre las medianas de un
triangulo como didmetros, tienen de dos en dos por eje radical las
alturas de dicho triangulo. Observemos, en efecto, que si sobre los
lados de un tridngulo como didmetros, se describen circunferencias,
las radicales de ¢stas son las trazadas sobre las medianas (asi, por
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ejemplo, la correspondiente a las descritas sobre b y ¢ es la que tiene
por didmetro la mediana relativa al lado @), resulta, pues, en virtud
de nuestra observacidn, que los ejes radicales de las tiltimas serén los
mismos que los correspondientes 4 las primeras, es decir, las alturas
del tridngulo. Tenemos, pues, seis circunferencias que tienen por cen-
tro radical comiin el ortocentro del tridangulo dado.

Si consideramos ahora las circunferencias descritas desde los me-
dios de los lados ecomo centros con un radio igual a las medianas co-
rrespondientes, y 4 las que hemos llamado por ciertas razones que en
otra ocasién expusimos, circunferencias potenciales (véase nuestra
Nota del ProereEso Maremirico, tomo V, pagina 70), es evidente que
dichas circunferencias son las descritas tomando como didmetros las
medianas del tridngulo anticomplementario, pero por otra parte, en
virtud de lo anteriormente dicho, estas circunferencias son las radi-
cales de las descritas sobre los lados de este ultimo tridngulo; pode-
mos en consecuencia decir que las circunferencias descritas desde
los vértices de un tridngulo como centros con radios iguales 4 los la-
dos opuestos, tienen por circunferencias radicales las potenciales de
dicho tridngulo, y que por lo tanto su centro radical es el ortocentro
del triangulo anticomplementario del propuesto.

Tenemos, pues, un segundo grupo de seis circunferencias que tie-
nen el mismo centro radical.

Hemos dicho que cuando dos circunferencias son ortogonales, la
circunferencia radical tiene por diametro la linea de centros, y como
el circulo de L.ongechamps es ortotémico de los descritos desde los
vértices como centros con radios iguales & los lados opuestos, resulta
que las circunferencias que tienen por didmetros las rectas que unen
el ortocentro de un tridngulo con el de su complementario, son las
radicales del eireulo de Longchamps y de los otros tres de que hemos
hecho mérito.

El mismo criterio puede servir para encontrar las circunferencias
radicales de algunas otras del tridngulo, pero en todos los casos pue-
de recurrirse 4 la geometria analitica; es en efecto evidente que si
C=o0 y C'=o son las ecuaciones de dos circunferencias, la de la radi-
cal sera C4C'=o, ya se trate de coordenadas cartesianas 6 trilineales;
asi la circunferencia radical de las representadas por las ecuaciones

2*4y*2A @42B y4-C =0
2*+y24-2A ' 24-2B'y+-C'=o0
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s la siguiente:
1973 X
2*+y*4-(A+A")e+(B+B)y + - (C+C')=0

y si en particular se toma por el eje de las X la linea de centros y
una de ellas tiene el suyo en el origen (suponemos rectangular el sis-
tema) la circunferencia radical sera:

resultado que compr*uch’t lo que anteriormente hemos dicho, que para
que la eircunferencia radical exista, tiene que ser la distancia de cen-
tros menor que \ 2(R*4R"). Si esta distancia es V2(R*4R™), la cir-
cunferencia se reduce & un punto situado en la linea de centros, inte-
riormente 4 la circunferencia de mayor radio y 4 una distancia de su
centro igual 4 la anterior cantidad radical dividida por dos.

Si se trata de coordenadas barieéntricas y las circunferencias da-

das son
“\ \\

o3 Wy — a“oy=\)
bt beet bind, "
= | | X
‘ g X \ H'j_'—\ ’—lr
et bt o

la circunferencia radical es

~ -
\ \ [H—}—HI et~ _L)\_ (r;"l‘_”
H et

/

Es muy fieil probar analiticamente un hecho que anteriormente
hemos consignado, y es que si tenemos tres circunferencias o, o', 0" y
las agrupamos de dos en dos, el eje radical de las circunferencias ra-
dicales de dos grupos, lo es del tercer grupo. Tenemos, en efecto, lla-
mando :

C=0, C'=9, O"=0

las ecuaciones de las tres eircunferencias dadas.

0 =0 \{' PO=

La cirenforencia radisal 68)  es C4+C"=0 fjg radial Kl C=0"=0
10'=0 f (¢ 7=
o =10 ' Q' =0

. U ) es (.!—}—{i"‘:l_'r\iﬁ i) es C'—C"=0

(0"=0 A10"=0
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Si después de encontrar las circunferencias radicales de tres da-
das operamos lo mismo (cuando es posible) con las que sucesiva-'
mente vamos obteniendo, podran resultar series triples de circulos
sometidos & ciertos ligazones cuyo estudio puede ser curioso.

La consideracidn de circunferencias radicales en la geometria del
tridngulo relacionando las relativas 4 eirculos notables de éste, con
otros circulos, rectas y puntos ligados al mismo, podrd quizds dar
lugar & resultados interesantes, pero faltos hoy de tiempo para hacer
un estudio detenido, sélo hemos apuntado ideas que nos propone-
mos desarrollar en otra oeasidn.

———— - -

Algunas propiedades referentes 4 los sistemas de olreulos,

demostradas-sin el auxilio de refaciones metricas ni del postulado Eucliden.>
TOR
D. VENTURA REYES PROSPER

CATEDRATICO DEL INSTITUTO DE OUEINCA

Las ventajas de simultanear el estudio de la Geometria del espacio.
con ¢l de la Geometria plana, no considerdndolas como dos cosas
ajenas entre si, ha sido sentidda desde hace algin tiempo por los més
eminentes geometras. Frecuentemente se cita entre estos ultimos &
Poncelet y Monge.

Yo anadiré que la nueva Geometria de posicidn, libre de relacio~
nes métricas, y aun del postulado Euclideo referente &4 las paralelas;
estd precisamente basada en la introduccién de elementos tomados
fuera del plano para demostrar propiedades referentes al plano.

En el presente trabajito me propongo hacer patente, cémo siguien-
do los métodos de Monge y Hankel se puede llegar 4 establecer con
todo rigor proposiciones vulgares referentes al circulo, con indepen-
dencia de medidas y de paralelas.

Voy ante todo 4 demostrar el siguiente

Lesa: Suponiendo dos rectas ao ao' que se cortan en el punto comin
a, st levantamos @ dichas dos rectas en el plano que las contiene a ambas

y en los puntos o y o' respectivamente, las perpendiculares correspondicn.-
tes, digo que serda siempre posible hallar un dangulo oao’ tal, que conser-
vando ao y ao’ sus longitudes, se corten las dos perpendiculares en un
punto w,
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Claro que sdlo colocidndonos bajo el punto de vista No-Euclideo,
necesitamos demostrar esta proposicidén.

Bea oa la mayor de las dos rectas, tracemos alrededor de @ con el
radio a0’ una circunferencia. Levantemos en o la perpendicular 4 oa;
tomemos en la parte de oa
que cae haciala izquierda un
punto a: desde # tracemos
una de las dos tangentes 4 la
circunferencia; resultard que
esta tangente corta necesa-
riamente 4 la perpendicular
en un punto w, pues para to-
car al circulo debe pasar 4 la
region derecha del plano.

Figr. 1.8 Uniendo entonces @ con
el punto o’ de contacto tendremos el dngulo oao’ deseado.

Este lema nos basta para probar la siguiente proposicién, conocida
desde hace mucho tiempo, pero demostrada siempre dentro de la Geo-
metria Eunclidea y de las relaciones métricas. Dados dos circulos en un
plano, existe sobre la recta que une sus centros un punto tal que levantan-
do en él una perpendicular & la linea de los centros, goza dicha perpen-
dicular de la propiedad de que trazando desde cualquiera de sus puntos las
dos tangentes a los des circulos, estas tangenles son iguales para cada
punto. Esta recta perpendicular es la que se ha llamado recta de po-
tengia igual (segiin Jacob Steiner) ¢ ¢je radical (segin Gaulthier de
Tours).

Sdélo tenemos que servirnos del lema establecido antes y de una
proposieién tan simple como ésta: Todas las tangentes que desde un
punto se pueden trazar d la esfera son iguales.

En la demostraciéon distinguiremos dos casos, segiin que los dos
eirculos dados se corten 6 no.

1.er caso. lLwos dos circulos se cortan en los puntos d y d', oao’ sien-
do la linea de los centros.

Hagamos girar las dos mitades de plano alrededor de la recta add’,
de modo tal que el dngulo oao’ sea & propdsito (fig. 2.0) para que se
corten en un punto » las dos perpendiculares levantadasen oy o' 4
las dos mitades de plano P y Q. Ya sabemos que estas dos perpen-
diculares estin contenidas en el plano de oao’ y que son respectiva-
mente perpendiculares 4 oa y oa’, como puede verse demostrado pan-
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geométricamente en algunos tratados (Friscuaur, por ejemplo). Aho-
ra bien, este punto v dista igualmente de todos los puntos de la cir-
cunferencia o, y de todos los puntos de la circunferencia o', y estas
distancias son iguales 4 md=wd'. Esto quiere decir que w es el centro

Fig, 2.8

Fig. 33

de una esfera que contiene 4 las dos circunferencias o y o'. Si, pues,
desde cualquier punto de la recta dd' se trazan tangentes 4 las dos
circunferencias, estas tangentes serdn iguales por ser tangentes 4 una
misma esfera.

El caso en que las dos circunferencias fuesen tangentes, lo trata-
riamos como el caso que acabamos de estudiar.

2.9 caso. Las dos circunferencias no se cortan, oao’ es la linéa de'los
centros.

. Tracemos esta linea; tomemos sobre el plano un punto $ y Su si
métrico &', con respecto 4 0o’ tales que las tangentes trazadas 4 las
dos circunferencias sean iguales entre si ),

La recta ss' cortard entonces 4 la linea de los centrosenay le
serd perpendicular.

Hagamos girar las dos mitades del plano alrededor de la lfnea ss'
de modo que ocupen las posiciones P y Q, elegidas de modo que el
angulo oao’ sea tal que las perpendiculares levantadasenoy o 4Py

(*) Esto es muy facil, sabiendo que el lugar de los puntos desde los cuales 1as tangentes
trazadas & una circunferencia tienen una longitud dada ), es otra circunferencia conedéntrica
Elegiremos la magnitud ) de tal modo, que las dos circunferencias correlativas & las dos
propuestas, se corten en los puntos ss', lo cual es posible, y entonces sm=sm'=),




208 EL PROGRESO MATEMATICO

Q (perpendiculares respectivamente en consecuencia i oa y o'a) se
corten en un punto w,

Unamos w econ m, m' y s'. Los tridngulos wms' wm's’ son rectingu-
los por el teorema de las tres perpendiculares, y como tienen iguales
la hipotenusa y un cateto, deberdn ser iguales, de donde wm=wm'.

- Ahora bien, todos los puntos de la circunferencia o distan de » la lon-
gitud wm y todos los puntos de la circunferencia o' distan de w la lon-
gitud wm'; luego por ser como hemos dicho wm=wmn', resultard que v
es el centro de una esfera sobre la cual caen las dos circunferencias
o y o', siendo en consecuencia iguales las tangentes trazadas 4 ambas
desde un punto arbitrario de la recta ss'.

Establecido que existe siempre un eje radical para dos circunfe-
rencias situadas en un plano, deduciremos sencillamente, por rota-
cién de las figuras alrededor de la linea oo’ que dos esferas tienen
siempre un plano radical, de donde se deduce 4 su vez que tres esfe-
ras podrin tener (fendrdn en la Geometria Euclidea) una recta radi-
cal, si se cortan sus planos radicales () y también las otras proposicio-
nes que traen los autores, por ejemplo, Reye, Geometrie der Kugel und
Kugel systeme.

( Continuarda)
— gl

NOTA SOBRE LA CUESTION 164
ror M. E. LEMOINE

La solucidn elegantisima que el Sc. Sollertinsky ha dado en la
pagina 183 al problema propuesto, mediante el empleo del teorema
de Stewart, me ha decidido & indicar ahora que la transformacién con-
tinua (aplicada al tetraedro, método cuya teoria he desarrollado en
mi Memoria del Congreso de Besancon, 1893, Asociation francaise pour
U'avancement des sciences y en una Nota publicada por la Sociedad
Matemética de Edimburgo, en el tomo XIII, 1894-95) conduce, sin
ningim cdleylo, 4 férmulas andlogas 4 la que constituye la cuestion
164, y cuya obtencidn directa seria demasiado prolija.

Basta saber que en la transformacién continua en D, en A, en B,
en C, los angulos diedrosa, b, ¢, &/, &', ¢’ se transforman respecliva-
mente:

(*) Esto se saca de que i los trés ¢jes radicales da tres eivewlos se cortan, lo hacen en un
golo punto (demostracidn usual),
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En la transformacidn continua en D : en n—a, =—b, n—c¢, a', b', ¢’

“ 3 . o mm v LA g of

> » At » m—a, b, ¢, a, 7D, m—(
$ » 3 » B: » a,=—b, ¢, =—a', b, 7—¢'

¥ »C:>» @b t—¢, m—a, m—b, ¢

¥ que las caras E, l-‘b, l*"!“ I-", se reducen respectivamente por las mis=
mas transformaciones a4

-F —F, —F F;F —F, —-F, —F

[Las aristas no cambian, puesto que, en la férmula de la cuestién
164, sélo entran en la segunda potencia.

Esto sentado, si se llama A’ el punto en que el plano bisector del
suplemento del angulo diedro @ corta 4 DA, y A, el punto en que el
plano bisector del suplemento del dngulo diedro &’ corta 4 BC, la
transformacién en D de la férmula 164, da inmediatamente:

B, +F ) (F —F ) [1_«“!‘:_?-'-'1’,-,-#L-*_V )—F i'c'f'li‘# —|—b'fl~‘ 1

— @B, F (F —F Y}a?F F (I, +F
‘ﬂ"l :X!F‘_— e e e _-___._.T. : ( []
(F,—F )2 (F,+F )2

La transformacion en A da el mismo resultado que la transforma-
cidn en D.
La transformacidn, sea en B, sea en C, da

(®,—F) (F,+F,)

F |jf..vz B, —0F )4-F;(c*F,—b"F )]
—o*F,F (F +F ) '"-'—a'ﬁj-‘”1‘.*{?(j:1_",,+1%‘,[::‘-’ :

A A=~ —_—— — S e R )

@ nil I nIET TG - R
”' n’_]_l .-.rJ } b
Si ahora transformo, sea en B sea en C, la férmula (1), se tendra

(B =F)FE.—F) |'—ji.*"”h_r-‘l"b—?;"-'ZI_‘1 )+F (c*F —-b'”l"r__:li

_ +@FF (F,—F )'4-a*F T (F, ~F )*
LRI e P R S (3)
(F,—F ) (B,—F ) |

'f.f (45




210 EL PROGRESO MATEMATICO

NOTA CON MOTIVO DE LA CUESTION 69

(V. t. IT, pags. 215 y 306)

por M. H. BROCARD

Si se obtienen los primeros valores de u, , se obtiene
w,=0, u;,=1, 4,=2, u,=5, =10, u.—=21
=42, u, =85, u, =170, u,=341, u,,=682, ete.

Estos niimeros pueden repartirse en grupos de dos en dos, en los
cuales el segundo es el doble del primero:

% = 1 Uy = 2
w; = D u, = 10
. =21 W 2
%, =86 e =170

Se tienen ademas las relaciones

, = 21,41 w,=2u,+1 uy=2u,+1

y Uy —1t, =4 u,—uy=—16 w,—u.=064. ...

se obtienen, pues, en definitiva, las expresiones

2:31:-|-.’1 _9

w A =— =%
2012 :i
Q:.’u—f--t L
(1 e - —
2n+-8 3

CUESTION ES RESUELTAS

CUESTION 41

(Vease tomo I, pagina 206).

Sean O un circulo tangente en A y C d dos rectas rectangulares AT,
CF; AODE, COBH Zu-? dos diametros correspondientes, AB wuna secante,
BD la perpendicular @« AB.

Se pide el lugar geométrico del punto M de interseccion de AB con
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CD. Deducir también, ya el cuadrado, ya la raiz cuvadrada de la tangen~
te de otro d@ngulo.
(H. BROCARD).

Solueién por _al Sr. BROCARD,
Sean A el origen, AO el eje de las #; MAO=w, MDE=H.
El punto M resulta de la interseccién
de las rectas ABM, CDM que tienen por
ecuaciones

y=mo=a g o, y4a=(r—a) g0

con tg 6=cot? w.
De esto se deduce
m"!
y+a_ y_l (‘}:_ﬂ'}
a
6 p= (2)

cos’w — gsen’w

pudiendo hallarse representadas las coor-
denadas z, ¥ por funciones racionales del parametro m,

14-m? 1+4+m?

. y=am - —
—m * Y 1—m® ?

la curva representada por las ecuaciones anteriores es una cubica
unicursal.

La eliminacidn de @ entre la ecuacién (1) y su derivada conduce &
una relacién independiente de @ y que, por consiguiente, expresa una
propiedad comiin 4 todas las cibicas de esta familia. La ecuacidn ca-
racteristica de estas curvas es, pues,

rT=0a

z+yt =y p _ 14-3m*4-2m?
2(x+py) 3(a*—py*) 55 ' 4-3m*-2m
La curva (M) es simétrica con respecto & la recta AC; tiene por
vértice el punto C y es tangente 4 CO y 4 CF en los puntos O, F.
De la ecuacidn (2) se deduce

;8@ sen w cos w (8sen w--cos w)
1 e — a NG
(cos’w—sgen’w)?

lo que muestra que p es maximum para ®=—45° y minimum para
t_-]:..{} .Y m:QHO.
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[La eurva tiene una sola asintota NG inclinada 4 45°. La distancia
del origen 4 esta recta tiene por expresidn

. a sen (46—uw) ayv'2 (cos w—sen w) av?2
" cos'w—sen’n 2 (cos*w—sen’w) 2(1--senw cos v)
: av'2
0 G o
o)
: . . - AC
es decir, que encuentra & AC en el punto N tal, que AN= 5

La ctibica (M) encuentra 4 la circunferencia O en dos puntos C, P.
Eliminando y entre las dos ecuaciones (1) y #*4y*=2aa, se ob-
tiene &' —dar’ +4da*rt—4a' v+ 2a’ =),
que admite por raiz #=a, de modo que la ecuacién que debe dar la
absecisa del punto P es
a* —2ax*4-2a*v—2a’ =0

Esta ecnaecidn admite una sola raiz real entre 2=a y 2=2a«.

Su valor aproximado es ax 1, 535...

Por otra parte, segiin lo que precede, se ve que esta raiz debe ser
un poco superior al mayor de los valores de @ correspondientes 4 la
terseceidn de la circunferencia OA con la recta NG que tiene por

- 2a
ecuacién y—a— —
i)
Se deduce de esto 9*—15ax+42a*=0
de donde w=ax0,146.. y a=ax1, 5205..

Quedando asi determinados los elementos necesarios para el estu-
dio de la curva, falta indicar que la relacién tg 9—cot® w muestra
que de los dngulos 0 y 90—w i v y 90—0, uno de ellos tiene por tan-
gente el cuadrado 6 la raiz cuadrada de la tangente del otro. La cur-
va (M) podria, pues, servir para la determinacién griafieca de uno de
los angulos, dado el otro.

CUESTION 11

(Vease tomo I

111 2534,

Integrar la ecuacidn
aydy*—2(ax*+-by*)dedy +ayda? =)

(E.
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Solucidon por el Sk. Brooarn (H.)

De la ecuacion dada se deduce

dy  —(aa*+-by*)—+ \.-’r (aa*+-by?)—ay?

dx Y
Haciendo y*=ts? se obtiene
' O f e "r A9
Ut v=—2(a}-bt)+-2V (atbt)*—t

Las variables estin separadas y el problema se reduce a las cua-
draturas.

Segtin una indicacidn dada por el ilustre autor de la cuestitn, se
podrd continuar la dedueceién y eseribir

(a+-0t)2—t=(a+-bt—2)*
De esta nueva ecuacidn se obtendri para expresién de &

22 _ Dy 3 -
e Sie dt=2 L ..—]—rit_ dz
2bz—1 (2bz—1)*

Se podria escribir también la ecuacidon propuesta como sigue:
ey *dy*+-2(ax by ?) ey dady a2y da* =0

y por la sustitucién y*=tz? se reduciria &

N lw .
4(‘?) [(2b4-1)t4-2a+1]4-4 (}—t) [a+(b-1)¢)de-de =0

se sustituirfan ¢ y di por los valores en funcién de z, y se separarian
las variables.

La serie de las transformaciones es demasiado complicada para
exponerse aqui, y no parece deba conduecir & una integral alge-
braica.

CUESTION 22
Viéase tomo I, pagina 263).

Desde un punto A tomado sobre un didmetro de una circunferensia se
trazan diversas rectas AB. Se proyecta el punto B de la curva en (0, so-
bre el didametro OA, despucs desde el punto B como centro, con BC por
radio, se describe wn arcy de eireulo. Hallar el lugar de los puntos D de
interseceidn de este areo con ADB.

(H. Brocarn).
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Solueién por el Sg. Brocarp (H).

Tomemos A por polo y AC por eje polar. Sean O el centro del

circulo, @ su radio, AO=b y u el dngulo COB. Se tiene
p=AD=AB-+BC=r—tasen u
BC=a sen u=p sen w

y 7*—2br cos w4 b:—a’=0

De esto resulta que

o(17=sen w)="5 cos ija"—:bf_ sen? v

Si el punto A es exterior al ecirculo O, la curva (D) se halla ins-
cripta en el angulo de las dos tangentes trazadas desde A al circulo O.

La curva tiene dos puntos dobles en los extremos del didmetro
del circulo que coincide con el eje polar.

Las diversas formas particulares de la curva son ficiles de obte-
nerse. Recomendamos esta discusidn 4 la curiosidad del lector.

CUESTION 23
(Véase tomo I, pagina 263),

Una pardbola MN variable en magnitud y en posicidn toca en su vér-
tice P a una pardbola ABC dada. La directriz de la pardbola mdvil MN
es, constantemente, la recta DE perpendicular en el extremo de la cuerda
normal PQ. ;Cudl es el lugar del foco F?

(E. CATALAN).
Solucion por el Si. Brocarp (I1.)

Siendo la cuerda PQ normal en el punto P, el foco F de la para-
bola mévil MN es, sobre PQ, el simétrico del punto Q con relacidn al
punto P.

La cuestidn se reduce, pues, 4 la siguiente:

En cada punto P de una parabola fija ABC se traza la normal PQ
que encuentra 4 la curva en el punto Q. Desde P como centro, con
PQ como radio, se describe una circunferencia que encuentra 4 PQ
en los puntos Q y F. Hallar el lugar de los puntos F.

Siendo la ecuacién de la parabola fija ABC

yi=2px
¥y designando por b la ordenada del punto P, el punto Q tiene por co-
ordenadas S (2p*+0%) a_ _ 2P*+0

2pb* By b
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Pero la proyeccién P'Q’ de PQ sobre el eje OX tiene por valor
2(p*+0")
b? A

Luego el punto I se determina por las dos rectas cuyas ecuacio-
nes son:

b A B (P4
b=t () -

2p b
La tltima ecuacién dara 4% después b, y faltard luego sustituir en
la primera; pero se puede obtener igualmente

' 9 2 F 9.9
B= Ep =) Lp-(-_}%jij_ y  y=3b+4 'T 3
G bien eliminar 4* entre las dos ecuaciones bicuadradas.
b'—2p(2p+a)b* —4p'=0
9 +(p*—y*b*+4p* =0
I.a eliminacidon es ahora muy fécil, y se obtiene inmediatamente:
400p* +(y*+-2p2—8p*) (y*—18pr—24p*)=0

CUESTION 70

(Vvease tomo II, pagina 216).

Se da un cireulo O de radio a y una recta fija FP d wuna distancia b
del centro O. Se traza una tangente AB que corta ¢ FP en B, 82 proyecta
el punto de contacto A en F sobre FP, y desde el punto A como centro,
con AP como radio, se describe un arco de cirew!o que encuentra ¢ AB
M y M'. Obtener el lugar de los puntos M y M'. Indicar las singularida-
des de la curva y los puntos particulares que resultan inmediatamente
de los datos de la cuestion. .

(H. Brocarb).

Solucidén por el Sr, Brocaro (H.)
Tomemos por origen el centro O del circulo, por eje de las z la
perpendicular OF & FP. Sean «, 0, » los d4ngulos AOF, AOM, MOF.
Se tienen las relaciones
pcos 0=a, AM=AP=b—acos (v+0)=atgh
de las que resulta

@ COS u=a CO0S v cOs i—a sen v sen sen 0,
—a oos u=a tg 1—b,
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y por consiguiente

9

3 (s y a a
0O = —cosw—— sen tu\'!;*—t'f.L-{—Vp‘—rf'—?J

¥ i

y en coordenadas rectilineas
(@*+y2—a?) (o +y*—ay)*=(ba*+by*—a’z)®,

ecuacion de una curva de sexto grado.
Se reconocera ficilmente que esta ecuacién queda verificada por
los sistemas de valores particulares

e=—a;, y=—\b—a; a=—a, y=—1(b+a);
r=—b, y=—-a; x—-+b, y=—i-a (raiz doble).

Suponiendo b >a, la cuerda se compone de dos bucles cerrados
simétricos con respecto & Oz, & la que encuentran en dos puntos do-
bles. La circunferencia dada queda en su interior y el origen es un
punto aislado.

CUESTION 219
(Veéase tomo 1V, pagina 230),

Si a las vectas 1A, 1B, iC que unen el centro del elreulo inscripto en
un tridngulo con los vértices se levantan las perpendiculares iz, i3, vy
se unen los puntos o, 3, v en que encuentran @ wna tangente cualquiera
con los vértices correspondientes, las rectas Av, B, Cy concurren en un
punto.

(Juan J. Durdx Loriaa).
Solucidén por el Sr. SornErTNsEY (B.)

Sedan A’, B/, U los puntos de contacto del ecireulo i con los lados
de ABC, M el punto de contacto de la tangente =3y.

La polar del punto « es la perpendicular bajada desde M 4 iz, y la
polar de A es B'C'. La interseecién de estas rectas, es decir, la pro-
yeccién de M sobre B'C' es, pues, el polo de Ax.

Ahora, se sabe que las proyecciones de M sobre los lados de
A'B'C’ estin en una recta (de Simson). Luego sus polarés Az, B3, Cy
coneurren en un mismo punto.

Observacion. Ellugar de los puntos de interseccidn es una ciibica
de cuarta clase.

|
|
i
|
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CUESTION 216
(Vease tomo IV, pagina 280).

Dados en un mismo plano un cireulo de centro O y una conica que no
pasa de O; un radio variable trazado por O corta al cireuls en dos pun-
tos A,, A, y G la cénica en dos puntos variables P, Py. Estudiar el lugar
de los puntos dobles de las involuciones cuadrdticas ‘A, A,; O, P,
A, Ag; O, Pyt O

(V. Rerar).
Solucidén por el 8k, Revarr (V.)

Sean K* el circulo, M un punto de su plano, M, y M, dos puntos
reciprocos respecto 4 K* y conjugados armdénicos respecto 4 O y M;
cuando M describe una recta g que no pasa por O ni es tangente &
K2 %, el lugar del par M;, M, es el circuloG* que corta ortogonal-
meate & K* sobre la recta g. £l centro G' de G* es el polo de g respec-
to & K2 si g envuelve una cénica C? que no pasa por O, y M es el pun-
to variable de contacto, el lugar de los dos puntos M,, M, es también
la envolvente del circulo G* y M, M, son los dos puntos de contacto
de GG? con la envolvente. El lugar hallado es, pues, la envolvente de
un eirculo variable que corta ortogonalmente al cireulo fijo K? mien-
tras que su centro recorre la eénica C,* polar reciproca de C* respec-
to & K2 8i C? y K2 no tienen entre si relaciones especiales de posicidn,
el lugar hallado es una curva bicircular de cuarto orden ™, que es
tangente en los cuatro puntos comunes 4 C* y K2 4 las rectas que pro-
yectan estos puntos desde el punto O. El circulo K* es uno de los
cuatro circulos focales, el deferente C,* es una de las cuatro Jacobia-
nas perteneegientes 4 la cudrtica. Los otros tres eirculos focales son los
circulos que cortan ortogonalmente 4 K® sobre los tres lados del tridn-

gulo conjugado comtin, respecto 4 C* y K2

CUESTION 215
(Vease tomo IV, pagina 280).
Dados en un mismo plano un cireulo de centro O y una cdnica que
pasa por O, un rayo variable trazado por O corta al cireulo en dos pun-
(*) Indicamos con el simbolo [Ay, As: O, P| la Involucidn cuadritica definida por los dos
pares de puntos conjugados A, Ay y O, P.

(**) A unarecta que pasa por O corresponde la cénica degonerada formada por la misma

recta y la reeta en el infinito. A una tangente de K2 corresponde el punto de contacto considas
rado como un efrculo infinitesimal,

(***) Véase Satvox-FicoLer, Holkidve Curven, Art. 214, pag, 810 de la segunda edicién,




218 EL PROGRESO MATEMATICO

A, ¥ A, y d la conica en wa punto variable P. Estudiar el lugar de los
puntos dobles de la involucion cuadrdtica Ay, Ay O, Pl,
(Viraixio RerALI).

Soluecién por el Sr, ReTALI (V.)

Si M coincide con O, también uno de los dos puntos M,, M, coin-
cide con O y el otro va al infinito (véase la solucion 4 la cuestién 216).
Al punto O corresponde, pues, la recta del infinito, y por esto, si C*
pasa por O, del lugar hallado en la cuestién precedente se separa la
recta del infinito. El lugar hallado es, pues, ahora una curva C;’
circular de tercer orden que pasa por O y toca en cuatro puntos
(K2*C?) las rectas que lo proyectan desde O. De otro modo, para la
ciibica C;* los cuatro puntos comunes 4 C* y K* tienen el tangencial
comiin O, y con esto la eibica queda determinada de modo univoco (.
Esto puede reconocerse ficilmente también como sigue: Sobre la
tangente £ 4 C* en el punto O, dos puntos del lugar estin unidos en
O y el tercero (ya que hacemos abstraceién del punto del infinito ¢,
considerado como perteneciente & la recta en el infinito, que se separa
de la cuartica) es el punto en el infinito de #; la ciibica C,® toca, pues,
4 C*en O, y el tangencial de O es el punto real en el infinito de la
curva. Es, pues, evidente que sobre el rayo Ol, que proyecta desde O
uno de los cuatro puntos 1, 2, 3, 4 comunes 4 C?* y K* dos puntos del
lugar estin reunidos en el punto 1. La C? es la primera polar de O
respecto 4 C,% C,* es también la envolvente (v. solucidén de la cues-
tién 216) de un eirculo variable ortogonal & K* cuyo centro describe
la pardbola C* polar reciproca de C* respecto 4 K% El ecirculo dado
K? es uno de los cuatro circulos focales de C2* y C.? la correspon-
diente Jacobiana: Los otros tres eirculos focales cortan ortogonal-
mente 4 K? sobre los lados del triangulo diagonal del cuadringulo
1, 2,8, 4.

CUESTION 171
(Veéase tonio 1V, pagina 156).

Si dos ciubicas circulares tienen un circulo focal comun, se cortan en
seis puntos (ademds de los dos puntos ciclicos y el centro del cirewlo focal)
que forman tres pares de puntos reciprocas respecto al cireulo focal.

(V. ReTALI).
(*) Véase, por ejemplo, DUREG® Die ebenen Curven diritter Ordnung (Leipzig, Teubner,
1871), pArrafo 404,
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Bolucidén por el Sr. RetArr (V.)

Al circulo focal comiin K? de las dos ciibicas C;* y D,* correspon-
den ordenadamente las Jacobianas C,* y D% que son pardbolas. Las
polares reciprocas de estas paribolas, respecto & K* se cortan en el
centro O de K* y en otros puntos que designaremos con P, Q, R. Esto
sentado, las dos ciibicas se cortan en los puntos ciclicos, ademas en
O y en los tres pares de puntos P,P,, Q,Q,. R R, que corresponden or-
denadamente 4 P, Q, R en la transformacién (analagmaética) indicada
en la solucidén de la cuestién 216. Los dos puntos de todo par son evi-
dentemente reciprocos respecto al cireculo K*

Observacion. De una manera andloga se ve que si dos cudrticas
bieirculares tienen un eirculo focal comin, se cortan, en general,
en los ocho puntos absorbidos en los puntos dobles comunes, y en
otros ocho puntos que forman cuatro pares de puntos reciprocos res-
pecto al circulo focal. Algunos de estos cuatro pares, 6 también todos,
pueden tener sus dos elementos coincidentes en puntos del ecirculo
focal. Por ejempo, si las dos cudarticas son de octava clase, y ademés
del eirculo focal, tienen comunes las cuatro tangentes simples () que
parten de O; y por esto también los puntos de contacto de estas tan-
gentes, los cuatro pares rediicense & estos puntos de contacto (situa-
dos en el eirculo focal comiin) contado cada uno dos veces.

Es facil ver como debe modificarse el teorema cuando una ¢ am-
bas cudrticas tienen, ademés de los dos puntos dobles comunes en los
puntos ciclicos, otro punto doble ordinario ¢ cuspidal; y cuando se
tenga un tercer punto doble comiin, por ejemplo; si las dos cuérticas
tienen también una eclspide comiin, los pares de puntos reeiprocos
en los que se cortan, rediicese 4 uno solo, que puede reducirse 4 un
punto del eirculo focal.

CUESTION 202

(Veéase tomo 1V, pagina 208).

Sean 1, 2, 3, 4 los puntos de contacto de las tangentes trazadas ¢ una
cubica general C° desde uno de sus puntos arbitrario P; sea K2 una cdni-
ca cualquiera que pasa por 1, 2, 3, 4 y P? la cdnica polar; sean finalmen-
te A, B, C los puntos de interseccidn, ademds de P, de la P2 con la cdnica
trazada por P, homolética y concénitrica de K2

Demostrar que los puntos en el infinito de los tres rayos OA, OB, OC

(*) De O parten también dos tangentesdobles por cada una de las dos cuarticas.




220 EL PROGRESO MATEMATICO

pertenecerdan C°. Deducir de lo anterior el teorema conocido: St por el
I_Agf:;;fu real del E.ﬂiﬂ‘r!f{‘:‘) de una cibica circular se trazan las cuatro 'ff.'f-”-{i”-?-"? -
tes ¢ la curva, los puntos de contacto son los centros dz los cuatro eércu-
ZL?S /:_H'f{:’-‘.’-‘?.

V: Rerawr.

Solucion por el Su, Rerawi(V,)

Dadas en el mismo plano dos cdnicas K* y P* que no tienen entre
si relaciones especiales de posicidn, y que se cortan en los puntos
1, 2, 3, 4, tracemos por un punto P de P? un rayo m que corte ulte-
riormente 4 P* en el punto X, y sean X,, X, los dos puntos que sepa-
ran armdénicamente 4 los dos puntos P, X y la eénica K* Cuando m
varia en el haz P, el lugar de los dos puntos X, X, es una curva de
cuarto orden que se separa en la recta p polar de P respecto a K*y
en una ciibica general C* Esta ciibica pasa por dos puntos (K?%p) y los
cinco puntfos P, 1, 2, 3, 4: P es el tangencial comiin de 1, 2, 3, 4; y por
esto P* es la ednica polar de P respecto 4 O°. Haciendo abstraceiin
de la recta p, que permanece invariable mienlras P y K* no cambian,
podemos decir que 4 la cénica P* corresponde la citbica para la que
P es el tangencial comiin de los cuatro puntos (K*P?). De esto se si-
gue que, sustituyendo 4 K* eualquier otra ednica del haz (K?P?) ex-
cepto P#, la ciibica correspondiente 4 P* es siempre una misma C?%

Para tener los puntos comunes 4 C* y 4 una recta arbitraria s, que
no pasa por P, podemos proceder asi: la ednica S* bitangénte 4 K*
sobre s y que pasa por P, corta 4 P* en otros tres puntos A, B, C que
proyectados desde P sobre s dan los buseados ) tomando por & la
recta del infinito, 5% se reduce 4 la cdnica que pasa por P, homotética
y concénirica & K% y queda demostrada la primera parte del enun-
ciado.

Si P es el centro de K*, la S se separa en las dos asintotas de K*
de los tres puntos en el infinito de la ciibica, uno es el punto en el
infinito de la tangente & P* en P, y los otros dos son los puntos en el
infinito de K®. Particularmente, si K* es un ecireulo de centro P, la
cubica tiene K* por uno de sus eirculos focales (véase la solueién de
la cuestidn 215) y de esto se concluye el conocido teorema: Si desde
el punto real en el infinifo de una cubica elreular de sexta clase, se trazan

() Veéase Reraw, Sopra due particolari transformaziont, parrafo 15 (Memorie de 1a Real
Accadomia di Bologna, t, X),
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las tangentes d la curva, los puntos de contacto son los centros de los cua-
tro circulos focales de la ciubica (*).

CUESTION 203

[(Veéase tomo IV, pagina 208).

Si 1, 2, 3, 4 son los puntos de contacto de las tangentes trazadas d
una cubica general C* desde wno de sus puntos P arbitrario, las ednicas
trazadas por P y bitangentes en una recta fija ¢ las conicas del haz 1234,
cortan a la conica (P1234) en otros tres puntos fijos.

(V. RETALY).
Solucién por el Sk. Reran: (V,)

Hemos visto en la solucién de la cuestién 202 que, tomando por
conica fundamental de la transformacién una cualquiera entre las eé-
nicas del haz (1, 2, 3, 4), excepto la P?, la eibica correspondiente & P*
permanece invariable. Designemos por s la recta fija; y sean ABC las
proyecciones hechas desde P sobre P* de los puntos comunes 48y
(% Las conicas que pasan por P y son bitangentes en la recta s 4 las
cénicas del haz (1, 2, 3, 4) cortardn ulteriormente & P? en los tres pun-
tos A, B, C.

Observacion. En el enunciado de esta cuestién hemos hecho refe-
rencia 4 la ciibica, sélo para mostrar la conexién con la precedente.

Al teorema puede evidentemente darse el siguiente enunciado:
Las conicas que pasan por un punto y sun bitangentes sobre una recta
dada d las conicas de un haz forman otro haz, y los ocho puntos-bases de
los dos haces estdn en una cdnica, el cual es casi evidente analitica-
mente.

Sea f+re=0 (1)
donde ¢=0 y /=0 son las ecuaciones de dos e¢dnicas, y X un pardme-
tro variable, la ecuacidn del haz (1,2, 3, 4) y sea ¢=0 la ecuacidn de la
recta. Si designamos con f,, v, ¢, en lo que se convierten /, o, ¥ des-
pués de sustituirse las coordenadas del punto fijo P, las cénicas que
pasan por P y son bitangentes sobre ¢ 4 las cOnicas del haz (1) estin
representadas por

@

(A~ ) e~

y forman un haz, al que pertenece la ednica (P, 1, 2, 3, 4) porque la

-

) =() (2)

(*) Véase SarMox-FIruLeR, Hofre Curven, art 270, pirr, 321 dela segunda edicidn
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ecuacién fz,—7,%=0 de esta cdnica se puede obtener atribuyendo en
la (2) al pardmetro A el valor —(f, :¢,).

CUESTION 168
(Veéase tomo IV, pagina 156).

Dados en un mismo plano real un circulo real ¢ imaginario de pri-
mera especie y una recta real; construir el circulo que corta ortogonal-
mente al circulo dado sobre la recta dada.

(V. ReETALI).

Bolueldn por el Sn. RETaLI (V,)

Dos eirculos coneéntricos de radio m y m 4/ —1 son mutuamente
conjugados respecto i
su centro comiin, si ca-
da uno de ellos es polar
reciproco de si mismo
respecto al otro, y tie-
nen el centro comiin por
polo de contacto y la
recta en el infinito desu
plano por cuerda de
contacto.

s muy conveniente
representar un circulo
imaginario de primera
especie mediante el circulo real que le es conjugado (respecto al cen-
tro) y, en general, representar cdnicas imaginarias (sistemas pla-
nos polares elipticos) mediante cdénicas reales que les son conju-
gadas respecto 4 puntos internos & sus representaciones. Si P es un-
punto interno 4 la conica real K® designaremos por KQP la cénica
imaginaria conjugada de K2, respecto 4 P.

Esto sentado, sea real el eirculo dado K2, no cortindolo la recta
dada g en dos puntos reales. Desde el polo G de g respecto & K*® tra-
cemos la cuerda AB de K? paralela 4 g, y el circulo G* deserito so-
bre AB como didmetro es el eireulo econjugado del buscado. En efec-
to, si C y D son los extremos del didmetro de K* perpendicular 4 g,
los dos puntos imaginarios conjugados seiialados en la recta |CD| del

punto-eirculo A son conjugados armdnicos respecto 4 Cy D, lue-
o, ete.

@
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g

De otro modo. El circulo descrito sobre AB como didmetro corta
4 la recta |CD| en dos puntos reales A" y B'. Tendremos

AB+(A'B'Y —1)’=0 ®

y los dos eirculos K? y G% , por un teorema de Moebius, son ortogo-
nales.

Si el eirculo dado es imaginario, sean G%; su representacion real, g
la recta dada y G’ el pie de la perpendicular bajada sobre g desde el
centro G de G* Describamos ahora el didmetro AB de G? paralelo 4
g y que la perpendicular en A 4 la recta |G'A| corte 4 |[GG'| en O; el
cireulo de centro O y radio OA es el buseado.

Observacion 14 O es el polo de g respecto al eirculo imagina-
rio G% (),

2.4 El circulo G% es la transformada de la recta g en la transfor-
macidn considerada en la cuestién 216,

CUESTION 169

(Vease tomo IV, pagina 156).

Dados en un mismo plano real dos eirculos, uno al menos de los cuales
es imaginario de primera especie, construir el eje radical.
(V. ReraLy.)

Bolucidén por el Sr. RETALL

@) Uno de los dos
eirculos C? es real y del
otro, imaginario de pri-
mera especie,se conoce
el eirculo conjugadoD2.

Sea AB el didmetro
de D? perpendicular 4
la recta de los centros
|CD|, y desceribamos el
eirculo que pasa por los
dos puntos A, B y ortc-
gonal & C* que cortard

(*) A F.Miomus Ueber imaginire Kreise, pare. 5 (g).
(**) Véase Tu, WIENeER Lehrbuch der Darstellenden Geomelrie, Zweiten Band, Art, 191
pig. 119,
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— —

4 la recta |CD| en dos puntos reales E y F. El gje del segmento ) EF
es el eje radical buscado. En efecto, los dos puntos E y F estin se-
parados armdnicamente de C? y del circulo imaginario D3;.

b) Los dos eirculos
son imaginarios y C*y
D% son sus represen-
taciones.

El circulo que pasa
por los extremos de los
didmetros de C* y D*?
perpendiculares 4 CD
cortan 4 esta recta en E
y F. El eje del segmen-
to EF es el eje radical
buscado. En efecto, los
dos puntos E y F son
reciprocos respecto & los dos circulos imaginarios dados.

CUESTION 170
(Vease tomo IV, pagina 156).
Construir el circulo que divide armonicamente dos segmentos dados
y que corta ortogonalmente a un circulo dado (real ¢ imaginario de pri-
mera especie) ().
(V. RETALI).

Solucidon por el Sr, Beract (V.)

Se demuestra facilmente que los circulos ortogonales 4 un eirculo
dado K* y separados arménicamente de los puntos dados A y A’ for-
man un haz. Describamos la e6nica S* que pasa por el centro O de
K? y es bitangente 4 K? sobre la recta |AA'|=a, y sea « el polo de la
involueidn cuadratica en 8% que tiene por puntos dobles las proyec-
ciones (A) y (A") de AA' desde O sobre S% Todo circulo secante orto-
gonalmente & K? sobre un rayo trazado por %, queda armdnicamente
separado de A y A'. En efecto, un rayo » que pasa por « corta 4 3% en

(*) Llamamos gje de un segmento ala recta perpendicular al mismo en su punto medio.

(**) En las tres cuostiones precedentes se entiende que los circulos imaginarios estén da-
dos 6 construfdos sus cirenlos conjugados. Tn 1a cuestién 168, si el cfrculo dado es real, se
supone que larecta lo corta en punted imaginarios—(V, RETALI),
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dos puntos R y R’ separados arménicamente por (A) y (A'), y las
proyecciones de R y R’ hechas desde O sobre a, ¢ sea las interseccio-
nes de @ con el eirculo R*® (que corta ortogonalmente &4 K* sobre la
r), son econjugadas armdnicas respecto 4 A y A'. Los cireulos ortogo-
nales 4 K* y separados arménicamente por A y A’ forman, pues, un
haz euyos dos puntos-bases en el infinito son reciprocos respecto &
K* y conjugados armdnicos respecto 4 O y «.

De esto resulta la construceidn siguiente: Se trazan las cdnicas
8% y T2 que pasan por el centro de K* y respectivamente bitangentes
i K2 sobre las rectas |[AA'|=a y |BB'|=), y se toman los polosay 3
de las involuciones (cuadraticas) que sobre 8* y T* tienen respectiva-
mente por puntos dobles las proyecciones de AA" y BB' hechas des-
de O; el eireculo que corta ortogonalmente & K? sobre la recta [«2| es
el buscado.

Observacidn.—Si los dos puntos A y A’ estdn alineados con O, es
claro que el haz de los efrculos orfogonales 4 K* y separados armé-
nicamente de A y A’ tiene por puntos-bases los dos puntos recipro-
cos respecto 4 K? y conjugados arménicos respecto de A y A'.

(*) Véane Ia resolucién de Ia euestién 216 In de 1a 202 y la Memoria citada en esta dl-
tima,
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CUESTION 239
(Veéase tomo V, pagina 55).

Sean A, B, C tres puntos en linea recta. Por A y B se describe una cir-
cunferencia O, por B y C una circunferencia O, Cuando estas circunfe-
rencias varian de manera que sus radios conserven una razon dada, sw
segundo punto de interseccion describe una circunferencia, y su linea de
los centros envuelve una conica.

(J. NEUBERG).

Solucidén por el Sk, Rerart (V.)

Sean d, ¢ las perpendiculares trazadas 4 la recta AC en los puntos
medios de los segmen-
tos AB, BC. El tridngu-
lo O,BO, reetingulo en
B, conservando el vér-
tice B fijo, recorre con
dos vértices O, y O, las
rectas d, e¢; la envolven-
te de la recta O,Q, es,
pues, la elipse que tiene
el segmento DE por
eje mayor y uno de sus
focos en el punto B. Il
lugar del pie P de la
perpendicular trazada
por B sobre la recta
0,0, es el eirculo des-
crito sobre DE como
didmetro; y el punto 3,
simétrico de B respecto 4 la recta O,0, deseribe la circunferencia que
tiene por didmetro AC.

CUESTION 244
(Veéase tomo Vv, pagina 103).

En un plano se dan una recta g y cuatro puntos A, B, C, D. Hallar un
punto S tal, que la proyeccion central de los cuatro punios desde S sobre
g forme una serie de distancias iguales. _

(K. MEYER).
Bolueidén por el S, Reravs (V.)
Supongamos que sobre ¢ las proyecciones de A, B, C, D se pre-
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senten en el orden A’, B', C', D', Sea I el punto en el infinito de la
recta g, y construyamos la cénica D* circunscripta al cuadrangulo
ABCI, sobre la que los dos puntos A y C son conjugados armdnicos
respecto de BI. (Con este objeto, trazadas por A, B, C las rectas «, b, ¢
paralelas 4 g, se obtiene el rayo ' conjugado armdnico de & respecto
de a y ¢. La D? estd circunscripta al tridngulo ABC y tiene 4’ por
asintota). Construyamos después la cdnica A® circunseripta al cua-
drangulo BCDI y sobre la que los dos puntos B y D son conjugados
armdnicos respecto de C é I. Estas dos céuicas D* y A* se cortan en
los tres puntos B, C, I y ademds en un cuarto puntfo S que resuelve
la cuestidn. En efecto, el haz S (ABCI) arménico se halla cortado por
g en caatro puntos arménicos A'B'C'T; luego A'B'=B'C’, El haz ar-
mdnico S(BCDI) corta & g en cuatro puntos arménicos B'C'D'ly
B'O'=0'D/.

CUBSTION 245

(véasge tomo V, pagina 103).

Se dan seis puntos del espacio por los que se debe trazar un cilindro
de segundo orden, de modo que no se hallen dos de los puntos en un lado,
(J. MEYER),

Solucién por el Sk, ReTavnt (V.)

Sean 1, 2, 3, 4, 5, 6 los puntos dados, cuatro cualesquiera de los
cuales supondremos que no se hallan en un mismo plano, Estos seis
puntos determinan una (sola) curva alabeada de tercer orden I'}, y
los tres cilindros de segundo grado, reales ¢ imaginarios, que pro-
yectan I'* desde sus tres puntos en el infinito resuelven la cuestién.

Sea A? el cono cuadrico que tiene por vértice el punto 1, y defi-
nido por las cinco generatrices 12, 13, 14, 15, 16; y sea B* el cono
cuddrico que tiene el mismo vértice 1 y estd definido por las cinco
rectas trazadas por 1 paralelamente 4 las einco rectas 21, 23, 24, 25,
96. Teniendo estos dos conos la generatriz comiin 12, se cortan, en
general, segiin otras tres generatrices cuyos puntos en el infinito son
los hallados.

Segtin que la I'? es @) una hipérbola alabeada, b) una elipse alabeada,
¢) una hipérbola parabolica, d) una pardbola alabeada, se tiene a) ires
cilindros hiperbdlicos &) un solo cilindro eliptico ¢) dos cilindros, uno
de los cuales es parabdlico y el otro hiperbdlico, d) un solo cilindro
parabdlico,
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CUESTION 252
{Vease tomo V, pagina 168),

Se consideran las pardbolas Py, Py, Po que tienen por foco un
vértice del triangulo ABC y por directriz el lado opuesto (construir las
tangentes comunes d dos de estas pardabolas).

(J. NEUBERG).

Solucidn por el Sk, RETAL (V.)

Tracemos la perpendicular 4 BC en el punto medio O y las bisec-
trices AE y AD, interna y ex-
terna, del dngunlo BAC. Las pro-
yeceiones C'y C" del punto C
sobre las bisectrices AD y AE
estan en linea recta con O. [En
efecto, los dos segmentos C'C" y
AC se bisecan mutuamente; pero
el haz A(C'CC"B) es armdnico;
luego C'C” es paralela & AB]. L.a
pardbola Py es lapedal negativa,
respeeto al polo, de la paralela
trazada por O 4 AC, y Pcesla
pedal negativa respecto a4 C de
la OC'. De esto se sigue que las
tangentes comiuthes & Py y P. son, ademéas de la recta en el infinito del
plano, la mediatriz DE del lado BC, y las bisectrices interna y ewterna
del angulo BAC,

CUESTION 251
(Vease tomo v, pagina 168).

Sean 4'&(, B, €' los punios medios de los tres lados dal fJ';'aEN.f;rufu ARBRC.
Se describe una hipérbola H, cuyas asintotas son A'B', A'C' y que pasd
por By C.

Sean Hy , He las hipérbolas andlogas con relacion ¢ B ¢ C.

Las potencias de estas hipérbolas son respectivamente iguales d

1

— be, — ca, — ab

4 4 4
Caleular las longitudes de los ¢jes.

(J. NEUBERG).
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Solucidén por el Sr. Reranr (V.)
’ : : 1 , o
Prolonguemos CC’ en una longitud D'C" = —- CC'. Las dos hipér-

bolas H, y Hs , ademas
de tocarse en el punto
del infinito de su asin-
tota comiin A'B', se cor-
tan evidentemente en
los dos puntos C y C".

Los puntos B y C
son los extremos de un
diametro de la H,. Las
rectas BA y CA, para-
lelas 4 lag asintotas, se
cortan en A, y por con-
siguiente AA" esel se-
mididmetro conjugado
BC. Hagamos AA'=a/,

v designemos con « y [ lcs semiejes de Hy . Tendremos

| a\? B k% i
(1) 5 ) —at=at—

Ll

La potencia de H, es BC'. ,‘-'A':—_l— ='KS%

y siendo 4K*=+*4[* tendremos o243%=hec.
De las (1) y (2), teniendo presente la relacidn
20249 —g2=4a"*
resulta 490 =a>—(b—c)? 4PR=(b4c)*—a?
Solucion por el Se. Kromerns, profesor en el Atenco de Amberes.

Por los vértices del tridngulo ABC tracemos paralelas 4 los lados
opuestos, de modo que se forme el tridngulo complementario A"B"C”.

Sean X, Y, Z los medios de las distancias A’A", B'B”, C'C". El
triangulo XYZ es homotético con cada uno de los tridngulos A'B'C'»
A"B"C”. El centro de homotecia es el centro de gravedad G del trian-
gulo dado.

Prolonguemos los lados del tridngulo A’'B'C" hasta su interseecién
con los de los tridngulos XYZ, A"B"C". Determinaremos asi dos
grupos de tres paralelogramos A'PXQ, B'RYS, C'TZU y A’MA'L,
B'HB’N, C'KC"L
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Las diagonales, no dirigidas segin las medianas del tridngulo
ABC son paralelas & los lados de éste y tienen por valores

SRS g 1 | - 1
FQ= 1% H.‘n‘-_-Tb ll_.-=—4— ¢, f\'le; a, HN:_'E b KI=—c¢,
Vamos 4 demostrar que las tres hipérbolas H , Hy, Hs, que
tienen des & dos una asfntota comuin, tienen un contacto de segundo

orden sobre ésta asintota y que sus puntos comunes situados & dis-
tancia finita son ademds de A, B, C los vértices del tridngulo XYZ.

En efecto, dos didmetros conjugados cualesquiera de una hipér-
bola dividen armdnicamente el dngulo de las asintotas; y el drea del
paralelogramo formado por éstas y las paralelas 4 las mismas traza-
das por un punto cualquiera de la curva es constante.

La hipérbola H, admite, pues, por didmetro conjugado & BC, la
recta AA'A”, Igualmente CA y BB”, AB y CC" constituyen un par de
didmetros conjugados de las hipérbolas H; , He.

El paralelogramo YHA'P es equivalente 4 CB'A'M

> ZIA'Q » BC'A'L
y por esta razon, los puntos Y, Z se hallan en la hipérbola Hg.
Igualmente ZKB'R equivale 4 AC'B'H
XLB'S ; CA'B'N
XMC'T BA'C'K
YNC'U > AB'C'I
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Lo que demuestra que los puntos Z, X y X, Y pertenecen respec-
tivamente & las hipérbolas Hy , Ho .

En segundo lugar, el drea del paralelogramo construido sobre
dos didmetros conjugados BC, AA" de la hipérbola H, es el doble de
la del paralelogramo BCHI y equivale, por consiguiente, 4 la del
tridngulo A"B"C" 6 4 cuatro veces la del tridngulo ABC. Las tres hipér-
bolas H,, H;, H. tienen, dos 4 dos, una asintota eomiin; ademas,
los rectangulos construidos sobre los ejes tienen la misma 4rea, re-
sultando, segiin un teorema conocido, que tienen dos & dos un con-
tacto de segundo orden sobre la asintota comin.

II. Las potencias de las hipérbolas H,, H;, H. son respectiva-
mente

1A g ey 1
CBL-BA*: 3 b 5 =7 be
T T B sty i -
;\La { I} == 9 [} _" a - 1 (i)
Yoo v I ! 1
BA . A'C'= 5 B b= —abi

III. Longitudes de los ejes. Los ejes de la hipérbola H, se hallan
dirigidos seglin las bisectrices de los dngulos formados por las asin-
totas A'B" y A'C’; son, pues, paralelos 4 las biseetrices interior y ex-
terior del 4ngulo A, y la asintota A'B’ forma con el eje transverso un
. , 1 . , %
angulo igual al complemento de - A. Por otra parte, si designamos

por «, ¥ las longitudes de los semi-gjes, la potencia de la hipérbola

! 1 e :
sera — (2*+9?) = be.

4 - 4

Vemos, pues, que x é y son los lados del dngulo recto de un tridn-
gulo rectingulo cuya hipotenusa es 4/l ¢, es decir, una media pro-
porcional & los dos lados del angulo A, teniendo un dngulo agudo el

1 P .

valor - A. Tendremes, por consiguiente, los semi-gjes, proyectando

sobre las bisectrices del angulo B'A'C’ una longitud igual & ¥ie¢, to-
mada sobre A'H, 4 partir del punto A'.

1 :
x=gen — AvVibe Y=0c08 — A Ve

[ =

o

I

Se obtendrian de una manera anéloga las longitudes de los ejes
de Hy y H, .
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CUESTION 252
(Véase tomo V, paginas 168 y 228).

Se consideran las paribolas Pq, Py, Po que tienen por foco un vér-
tice del triangulo ABC y por directriz el lado opuesto, construir las tan-
geales comunes a dos de estas parabolas.

(J. NEUBERG).

Solucién por el Sz, Kromeers (T.), Profesor del Ateneo de Amberes.

1. El lugar de los puntos simétricos del foco con respecto 4 las
tangentes 4 la pardbola es la directriz.

2. La polar de un punto cualquiera de la directriz pasa por el
foeo y es perpendicular 4 la recta que une este punto al foeo.

Teorema. Las tangentes comunes & las dos paribolas Py, P dis-
tintas de la recta del infinito, son las bisectrices del dngulo A y la
mediatriz que corresponde al lado opuesto BC. Los seis puntos de
contacto se hallan sobre las rectas A'B y A'C que unen el punto A',
diametralmente opuesto al punto A en la cireunferencia eireunscripta
al tridngulo ABC en los extremos del lado BC.

Demostracion. Segtn (1.°) las tangentes buscadas son rectas ta-
les, que los simétricos de los puntos B y C con respecto a ellas, se
hallan sobre los lados AC y AB del angulo A.

Las rectas que satisfacen 4 estas condiciones son evidentemente
las bisectrices AP y AQ del dngulo A y la perpendicular levantada
en el medio de BC. El tridngulo APQ que forman y cuyos vértices
A, P, Q son, por consiguiente, umbilicos, es rectangulo en A, y la
hipotenusa PQ es el didmetro del eirculo circunscripto, perpendicular
al lado BC del triangulo ABC.

El (2) nos permite demostrar la segunda parte del feorema relativa
al punto de contacto. Basta observar que el punto A esta en la inter-
seccién de las directrices; las cuerdas de contacto de las tangentes
trazadas por A & las curvas Py y Pc son las perpendiculares BA' y
CA' levantadas en B y C 4 los lados AB y AC del tridngulo ABC, y se
cortan en el punto A', extremo del diametro que pasa por A.

La tercera tangente PQ encuentra & las directrices AC y AB res-
pectivamente en los puntos D y E; las perpendiculares & las rectas
BD y CE en los puntos B y C determinan sobre PQ los puntos M y N
que son los puntos de contacfo. Se hallan situados respectivamente
en las rectas CA' y BA'. :
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Solucién por D. Juay V. ALoNso,
Los ejes de las pardbolas
consideradas son las alturas
del triangulo ABC. Las tan-
gentes en el vértice respecti-
vas son las paralelas medias
a los lados del triangulo, e,
ea, ab. Funddndose en la pro-
piedad de estas tangentes de
ser podares de la parabola
correspondiente respecto a
su foco se deduce la solueidn
buscada.
Refirdmonos, por ejemplo,
4 las parabolas P,, Py .
Una de las tangentes co-
munes serd la perpendicular
al lado AB en su punto me-
dio ¢, la cual verifica, segiin

Cuestion 2: olucidén del Sp, Klompers.

es visible la propiedad indi-
cada.

La otra es la bisectriz del an-
gulo exterior en C. En efecto,
los tridngulos CdM, CaN son
evidentemente isdsceles

bM = 6C = b A
aN = aC = aB

Es decir, que los puntos M, N
estan sobre las circunferencias
descritas sobre AC, BC como
diametros, y por tanto los 4n-
gulos en M y N son rectos,
cumpliéndose por tanto la con-
Cuestion 252.—Solucién del Sr. Alonso, dicidn exigida.

CUESTION 24

(Veéase tomo I, pagina 263),

l En la brijula de inelinacion el lugar de las posiciones de equilibrio
| de la aguja es un cono oblicuo de base circulmr, (E. Cesaro):
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Solucién, remitida por un alumno de 1a Escuela de Caminos (*).

La brijula de inclinacién es, segin sabemos, una aguja imantada
suspendida por su centro y dispuesta de modo que podamos hacerla
mover en un plano vertical cualquiera.

Haciendo variar este plano, 4 cada una de sus posiciones corres-
ponders una de quilibrio para la aguja, de modo que la inclinacién
de la aguja es asf una inclinacién del dngulo que el plano vertical
que se considere forme con el meridiano magnético.

Para comodidad de nuestro razonamiento llamaremos:

% el 4ngulo variable que el plano vertical forma con el meridiano
magnético, designando el plano con el signo P, .

i la inclinacién correspondiente de la aguja; es decir, el Angulo
que en su posicidn de equilibrio en el plano P, forma con la direc-
¢ién horizontal.

i, el dngulo de inclinacion de la
aguja en el meridiano magnético,
y por tanto también cuando esta
suspendida libremente.

Definidos estos dngulos, hare-
mos nofar que el equilibrio de la
aguja ha de resultar de la aceidn
que la tierra ejerce sobre ella y de
la reaceién normal que el plano
considerado opondré, segtin la condicién establecida.

Llamemos I la fuerza que la tierra ejerce sobre un polo de la
aguja, fuerza cuya direccién hemos ya definido. Descompongamos
esta fuerza en tres direcciones rectangulares: la vertical, la horizon-
tal situada en el plano P, y la normal & éste. Sus valores seran res-
pectivamente.

F sen ¢;, F cosi,cos=, I cosi,sen 4.

Esta tltima debe quedar destruida por la reacecién del plano verti-
cal, y los valores de las otras dos dan entonces la inclinacidn de la

(*) La demostracién del sencillo teorema propuesto, se ha dado en la clise de fisica de la
Escuela de Caminos, y estd, en principio, indicadn en el tratado de Mr. Garlel, Yy acaso en al-
guna otra obra. No puede, pues, el que hoy la presenta 4 los lectores de Ef. PRoGreso MATE-

MATICO darla como una novedad ni tampoco firmarla camo co#a propia, Sin embargo, la pu-
blicg en vista de que yiene figurando esta cuestién enire 1as propusstas por este periédico.
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fuerza subsistente, es decir, la de la posicién de equilibrio que corres-
ponde al plano P, , y serd

, F sen i, tang 1,
tangd =——— = ————
Feos i, cos CcOSs o

Ahora consideremos ya el cono formado por las posiciones de la
aguja en los distintos planos verticales y cortémoslo por un plano
horizontal. Sea P la proyeccién del centro M de suspensiéon y sean
N, N, las intersecciones de dos posiciones de la aguja en un plano
cualquiera y en el meridiano magnético con el plano de la seccion
horizontal

Tendremos evidentemente

PN = MP. cotg?¢ PN,= MP. cofg i,
De donde PN=PN,. cos «

Y segun esto, el &ngulo PNN;, es recto, y por tanto el lugar de los
puntos N, seceién horizontal del cono considerado es una circunfe-
rencia, la circunferencia descrita sobre PN, como diametro.

CUESTION 209
(Véase tomo IV, pagina 280 y 1. V, p. 20),

Desde un punto cualquiera O se trazan dos tangentes OA, OB ¢ una
conica. Sean AC, BD las cuerdas paralelas ¢ OB, OA. Demostrar que las
rectas AB y CD son paralelas.

(J. NEUBERG).

Solucion por D, Juan V. ALONSO

La propiedad enunciada es un caso particular del conocido teores
ma del exdgono de Pascal. En efecto, como tal
puede considerarse el contorno ABDC, supo-
niendo en A yB dos lados infinitamente peque-
nos dirigidos segiin las tangentes respectivas.
| En este exdgono se verifica que dos pares de
A lados opuestos son paralelos; luego los ofros
los lados AB y CD seran también paralelas,
puesto que la recta & que se refiere el teorema
de Pascal estd toda en el infinito.

Puede también demostrarse directamente
la propiedad de que tratamos.

En efecto, O debe encontrarse sobre el dié-
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metro conjugado con la direccién de AB, y éste coincidira, por tanto,
con la diagonal del paralelogramo OAQ'B. Este didmetro OO" lo serd
igualmente para la elipse y para el sistema de rectas AO', BO". Por
tanto, la paralela 4 AB trazada por C debe cortar 4 la elipse y 4 BO’
en un mismo punto, es decir, coincidir con DC, segiin se deseaba de-
mostrar.

Observacion. El punto O', en que se cortan las cuerdas AC, BD
puede caer, en caso de ser la ednica elipse, dentro 6 fuera de la mis-
ma. Es ficil conseguir que esté dicho punto O’ sobre la elipse. Esto
se verificard cuando AB divida en partes iguales el semididmetro
conjugado. La demostracién puede hacerse sin dificultad gréfica 6
analiticamente, funddndose en que I es siempre punto medio de OO0’

Estos tridngulos inseriptos, cuyo centro de gravedad coincide con
el de la elipse, tienen todos dreas iguales y son miximos entre todos
los inseriptos. En eambio, los eircunscriptos correspondientes son de
area minima entre los circunscriptos (Carnoy, Geometria Analitica).

CUESTION 240

(Vease tomo 1V, pagina 32)

Si el dngulo A de un triangulo es igual ¢ 45°% 1.0 Los vértices de los
cuadrados construidos exteriormente sobre los lados AB, AC y el vértice
A" del paralelogramo BACA' estdn en una circunferencia concéntrica con
el circulo ABC; 2.0 La suma de los cuadrados de los radios de estos ¢lrew-
los es igual a la suma de los cuadrados de los lados AB, AC.

(B. SOLLERTINSKY).

Solucion por el profesor D, . Mk pE Lara

1.0 Quedard demostrada la primera parte del enunciado pro-
bando que siendo O el centro del circulo
ABC, las distancias OA’, OG, OF, OE y OD,
son iguales entre si.

En efecto, puesto que / A=45° por hi-
pdtesis y el / BAG es igual también & 450,
| en virtud de las propiedades de las diago-
nales del cnadrado, resulta que AE estd en
prolongacién de la diagonal GA; por ofra
parte, BA también estd en prolongacién de
la diagonal FB, pues siendo / ABA’ suple-
mentario del A, lo serd del igual 4 éste ABF que le es adyacente.
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Por pertenecer O & la perpendicular levantada en el punto medio
de AB, equidista de los vértices F' y C, luego OF=0G [1]. :

Ademds /2=/f, por ser diferencias de dngulos iguales, y GE=FA
por ser iguales los segmentos cuyas sumas representan,

Tenemos, pues, los tridngulos EOG, FOA' iguales, por serlo res-
pectivamente dos lados y el dngulo comprendido. De aqui OE=
OA' [2].

Anilogamente se deduce que / 0=/v y que OD=0E 7 como
ademas se verifica que DF=BA', resulta que los tuanguloa ODF,
OEA' son iguales, y por lo tanto, que OF=0A" [4].

Finalmente, de la comparacién de las igualdades [1] & [4], resulta
demostado que OF=0G=0A'=0D=0E.

Representando por R, r los radios de ambos ecireulos, por L,  los
lados AB, AC y por D, d las diagonales de los cuadrados construidos
respectivamente sobre AB y AC, hay que demostrar

RA*-r?=12412,

Como / DEA es recto y el vértice E pertenece 4 la circunferencia
concéntrica con el circulé ABC, los puntos D y E estarin en los extre-
mos de un mismo didmetro, y por lo tanto OD y OG estarin en pro-
longacidn uno de otro. Considerando, pues, el tridngulo rectingulo
DEG, se verifica en él que
-IR*—[I)-H]‘—{—Z" D*4-2024-2D1 | 4R*=2L}-27* —|—‘7? 2
yicomo DM=2L% s oo . 0 v 2R*=L 242 LIvZ [1]

En el tridngulo OEA se verifica que

r*=Ri4H1—9 x EH

1 AR sl _
pero E II——- GE =5 (D+?) =+ (L 241), y sustituyendo resulta

o

PM=R*-P—ILV2—P=R*—ILV7? 2]
Sumando ordenadamente [1] y [2] y simplificando, queda

RAr=L4- 2,

Solucion remitida por el Sr. SoLLERTINSKY (B.)

1.0 Evidentemente las diagonales GC, DB de los cuadrados
ADEB, ACFG son paralelas 4 los lados AB, AC del tridngulo, y las
diagonales AF, AE son prolongaciones de las rectas AD, AG. Se tie-

ne, pues, / DA'G=45=/ DEG=/DFG
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Por consiguiente, los cinco puntos D, E, A, F, G estdn en una
misma circunferencia. HEsta circunferen-
cia estd evidentemente descrita sobre EF
como didmetro; y puesto que las media-
trices de las cuerdas DE, FG; son al mis-
mo tiempo las mediatrices de las cuer-
das AB, AC de la circunferencia ABC,
estas dos circunferencias son concéntri-
cas.

2.0 Del A EAF se obtiene

AE*4 AF?—=2A0*4-20E?

6 2AB*-2ACE=2A0%24-20E?

Luego AO*HOE:=AB*+4+AC?

Sean OB', OC' dos radios rectangulares de la circunferencia exte-
rior en B, C; M, M' los medios de las cuerdas BC, B'C".

Si se toma sobre la circunferencia BO el punto A de manera que
MA sea igual 4 OM/, los cuadrados construidos exteriormente sobre
los lados AB, CA serdn los cuadrados buscados, porque se tiene

AB*+4-AC*=2AM*4-BM?*=0B"*+0B2

Solucion por D. JuaN V. ALoNso

La linea MB diagonal del cuadrado construido sobze AB forman-
do con este lado un dngulo de 45° es por
esa razon paralela & AC, y por tanto estard
en prolongacién con BA'. Y como MA hace
el mismo angulo de 45° con AC, el trapecio
ACMA' es simétrico y coinciden las perpen-
diculares 4 MA'y 4 CA en sus puntos me-
dios.

Del mismo modo tenemos que KC es
prolongacién de CA' y que la perpendicular
en el punto medio de A'K coincide con la
levantada 4 AB en el suyo.

De aquila evidencia de la serie de ignal-
dades que podemos formar con las distancias desde O eentro del
circulo ABC 4 los cinco puntos indicados en el enunciado

ON=0M=0A'=0K=0L

Por consiguiente, estd demostrada la primera parte del teorema.
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Para la demostracién de la segunda parte, llamemos » el radio del
circulo ABC y R el del otro, ¢ la distancia del centro de los circulos al
del cuadrado ABMN y a, b, ¢ los lados del tridngulo dado respectiva-
mente opuestos 4 los dngulos A, B, C.

Podremos establecer las igualdades siguientes:

1 N 1
-}"-’ — (",__-5. r') '-E-"IC.Q:’CQ'—-{’C—]_"__)‘ f-'.:

1 I | : 1
I{'_‘,:: ('JHI_T;_ f‘) +—._'1—r’!-— f.?-'.—!—f'l'--i---_)' 03

¥y sumando ri4+R*=2¢2}-¢?
Pero la magnitud e es igual 4 la diagonal del cuadrado construida
sobre CD por partes de paralelas entre paralelas. Por tanto
2¢*=0* y en definitiva »*4-R*=0b*4-c*
Observacion.—También han remitido soluciones 4 esta cuestién los
Sres. Klompers, Caro y D, Ignacio Beyens.

CUESTION 1
(Veéase tomo I, pagina 206).

Hallar grupos de tres numeros enteros, primos enire s dos ¢ dos, ta-
les, que la suma de dos cualesquiora de entre ellos no admite otros facto-
res primos que los contenidos en el tercero: ejemplo, 3,5, 22.

(Eryest QUETELET).

Solucidn por D. Ricarpo CAro

Desde luego, los dos primeros niimeros son arbitrarios; el objeto
es hallar un tereero que cumpla con las condiciones del problema.

Sean p y ¢ los dos primeros cuya suma descompuesta en sus fae-
tores nos dé p -+ g=ar b* ...; si esta suma no ha de admitir ofros fac-
tores primos que los contenidos en el tercero, es evidente que este
tercero sera de la forma nabd... siendo » un nimero entero y primo
con p y q. Ademds, por las condiciones del problema, se debe verifi-
car enfre los tres nlimeros p, ¢ y nab..,

ptnab..=n'q

" {1

q-+nab..=n"p (1)
siendo »’ y »" enteros, de donde sacamos

,  ptnab.. . qtnab.. o

G A B o FUE R il (2)

q p
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El andlisis nos da medio de hallar los valores de » que dan solu-
ciones enteras para las ecuaciones (1). Estos valores forman dos pro-
gresiones aritméficas, y conoceremos n tomando un término comun &
ambas.

Sea el ejemplo de Mr. Quetelet y supongamos prefijados el 3 y el
5. Su suma nos da 345=2% luego el tercero es 2n. Las férmulas (2)
nos dan para este caso

3+ 2n b+ 2n
— Y e
5 . 3

cuyas expresiones son enteras para n=1y n=2, respectivamente;
luego las soluciones enteras de las ecuaciones (1) corresponden 4 los
valores de nu.

1, 6, 11, 16, 21, 26, 31, 36...

9, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 26...

-.'_l’ -

y de éstos, satisfacen al problema los 11, 26, 41, 56,... comunes & am-
bas progresiones, siendo por tanto el tercer nimero 22, 52, 82, 112.....

Asi pueden caleularse otros grupos 2, 3, 25; 2, 3, 55; 5, 7, 408, ete.
ete. en las condiciones propuestas.

CUESTION 235
(Véase tomo IV, pagina 344).

Sobre los lados opuestos A Ay AjA; de un cuadrildtero A A,A A,
se construyen exlteriormente los cuadrados A A,B,C,, A A ByC, ¢ interior-
mente los cuadrados A A b e, AJA byey; sean 1, L, 1, ¥ los centros de es-
tos cuu:u'rfr.ffos, stendo S el tf!'{’-(l (1’63 ('eut:.f:'éhi!cra ;‘!LI;\,}AJ;\., 8¢ l't,‘ii.th‘u":

1o LI, '—ii, =48S. 90 B,B; —b,b, =88
(H. Van AusgiL).

Solucidn por el Sr, Scurapra MoNTEIRO (A.)

Como se va & ver, puede hacerse derivar, en parte, la demostra-
ci6n de este teorema del procedimiento que hemos empleado en la
solucidn de la cuestién niim. 139, propuesta por este mismo distingui -
do matemético ),

1.0 Sean o, y o, los puntos medios de los lados opuestos AA, y
AyA, del cuadrilatero convexo dado, 6 los centros de los cuadrados
A LA y AL A

(*) Véase este periddico, t. III, pags, 192 y 312,
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Tracemos por los vértices de este iltimo cuadrado las rectas
ASALSL A A, i,% respectivamente equipoleates 4 las semidiagonales
Ao, L0, Ayo,, 70, del primer cuadrado, y se tendrid el ocuadrado
*A'T*A%,determinado también por las rectas o,°A, 0,71, 0,*A, 0,. % traza-
das por el punto o, y respectivamente equipolentes a las rectas A A,
LI,, A A,, 4,i,. Asf nos hallamos reducidos 4 considerar solamente el
punto o, y este nuevo cusdrado "A’I'A%,

Los pares de rectas 0,°A,, A;A, yo0,'A, A;A, cortindose mutua-
mente en sus puntos medios ¢ y ¢, determinan los tridngulos A,o.cy
A0, respectivamente iguales 4 los tridngulos A,°A: y A A¢’; y si se
consideran también los tridngulos iguales A,°Ao, y A,%Ao,, se ve fi-
cilmente que el area del tridngulo *Ae, %A es igual al drea S del cua-
drilatero dado A A A A,.

Segtin esto, nos hallamos en el caso de demostrar que:

0, T — 0,1 =4%A0,'A=4.8 (1)
es decir, que
Dado un punto o, y un cuadrado *ASI'AY, la diferencia de los cua-
drados de los lados 0,1, o,’i del tridngulo *lo,*i es igual ¢ cuatro veces ¢l
area del triangulo *Ao*A.
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Sea 0,0, la mediana comiin de los tridngulos *Ao, ‘A, *Io, °3; y 0,0,
0,0,” las perpendiculares bajadas desde su vértice comiin o, & los la-
dos A%, A%,

Esto sentado, se tiene

—32 a2 3 "

a T"—o,% =2.°1%.050," (2)
pero 3I%="AA y 040,"=10,"0,
de donde 2.51%.0,0,"=2.A"A 0,0, (3)

Ahora, *A'A.0"0, representa la doble drea del tridngulo 7Ao,*A,

luego
11,94, =48 (4)

2.0  Sise prolonga el lado A A, del cuadrilatero A, A;A;A, en una
longitud A,A'y=A,A, ® y el lado opuesto Aj;A, en una longitud
AA',=AA, se tendrd otro cuadrilatero AA,’A;A, cuya érea
serd evidentemente el doble de la del primero. Segiin esto, los pares
de puntos B4, y B,b, serin los vértices opuestos de los cuadrados
ABAMG, y A;B,A'byque tienen por diagonales los lados opuestos
AA,"y AjA, del cuadrildtero A A A;A," y por centros A; y A,.

Asf nos volvemos 4 encontrar en el caso precedente, consideran-
do el cuadrildtero de drea 28; lueg‘u

B,B, BJ DB - ()

Observacion. Es bueno observar que esta segunda parte del teo-

rema sera solamente cierta, creemos, cuando el euadrilitero A\ A,"A A’
sea convexo, como el cuadrilatero dado A ,A,A;A,.

Nota. 8i sobre la prolongacion de los lados opuestos A A; y A A,

del cuadrilatero dado se Lom;m en lugar de los segmentos AA,"y

AA, los segmentos All\ n =2 "LAA y AN "= 9" . A,A, que serin

los lados opuestos de un nuevo cuadrilatero A,A n,AzA'y , de drea 2 "8,
considerando los dos cuadrados ;\,I),,I An’ b”n \ A Bu fs,& bn que

) b ]
tienen por diagonales estos lados opuestos, se tendra

— — 9

B, B . =D ol =28 (6)

8

ya que es convexo.
Tomando sobre los lados A A, y A A, los segmentos

| 1
"\'I-j”'_l =i \ \ Y .-"\3’)'.” =Y 4‘\“ ;'\4

L)fe 4 9

(*) Por falta del signo de equipolencia se emplea en su lugar el signo = (N, de la R).
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que representardn los lados opuestos de un cuadrilatero A o Ayoa

: 1 : : :
de d4rea — S, si se consideran los dos cuadrados AGan 3, ¥y

5 3
2. n : . ;
A64ay 3, que tienen por diagonales estos lados opuestos, se tendra
- A T 1 o =
6,6, — 3, =_9,_¢'h ()

Si en vez de construir cuadrados sobre los lados opuestos AjA, y
A A, del cuadrildtero dado, se construyen rectingulos semejantes,
cuya relacién de semejanza sea — , los tridngulos 0,11, 044;%, en vez
m '
de ser directamente iguales, serdn directamente semejantes & éstos; y
por consiguiente, los dos cuadrados A,I,Ay y A,I;Aé; se reducirdn 4
. ! AN
dos rombos, cuya relacién de semejanza es también — , lnego:
m
Si sobre los lados opuestos A A, y A A, de un cuadrilitero convexo
A A A A, cuya drea es S, se construyen los rectangulos iguales A, AB,Cy,
A Aqb, ¢, y los rectdngulos AyA,B,C;, A A b,e, semejantes ¢ éstos, cuya
L4 - l - - -
relacion de semejanza sea — siendo 1,, 1,3 1;, 15 los centros de estos rec-
m
tangulos construidos exterior ¢ interiormente, se tendrd
—s2 43

1.0 I[I._] — 2, 2? lr"i)

8S

2.0 B, B, —bb, =— (9)
m

De una manera andloga se puede aplicar & este caso 1o que hemos
dicho anteriormente respecto 4 la cuestién propuesta.
Los tridngulos *Io, * y *Ae, *A dan

(]Tzlls—bi 35— . 3% . 0,01" (10)
y 01*A"—01"A" =2, *A‘A . 0,01' (11)
de donde

. LI, —dii;. e 0401 (12)

A, —A,A, o0

y, designando por 9 el dngulo 0,0,'A formado por la recta o,0; que
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une los puntos medios o,, 0, de los lados opuestos AjA,, A A;, y por
la recta *A‘A equipolente 4 la recta que representa la suma geomé-
trica A, A,}A A, de estos lados opuestos, se tendra

ﬁ:’_‘mx: ( Ay A.-:L.*"_fla:t;‘) tg 0 (13)

Trazado por el punto e, respectivamente equipolentes los pares
de rectas 0,4, 0,1,' y 0,A ", 0,A," respectivamente equipolentes 4 los
pares de rectas I,é,, i,I, y A|A,, A,A, y bajando desde aquel mismo
punto las perpendiculares o,w, y 0,0,” sobre las rectas A;"A/" y 1’4,
los tridngulos A,"0,A," y I,'0,4;" dardn

0, A"y —o, A’ =2, A" A", .00, (14)

y OI', —0,3, =2. 1,5 . 040" (15)

y designando por 0 el 4ngulo 0,0,A,” determinado por la recta o,0,
que une los puntos medios de los lados AjA; y A A, del cuadrilatero
dado, y por la recta A";A”, equipolente 4 la que representa la suma
geométrica A, A,+A,A, de estos lados, se tendri

i, =Tty =(A A, —A1A, ) 180 (16)
Reemplazando andlogamente los cuadrados por otras figuras se-
mejantes, se puede llegar & relaciones analogas y curiosas,

Lo mismo sucede respecto & la cuestién niim. 139, para la que el
cuadrilitero dado puede dejar de ser convexo.

CUESTION 222
(Vaéase tonio IV, pagina 311).
Ezxisten dos pardabolas que pasan por dos vértices B, C de un tridn-
gulo y tienen por focos el tercer vértice A. Los pardmetros de estas cur-
vas tienen por expresion

1
4be sen* — A

A
b+e—1-2 Ve cos e

(J. NEUBERG).

Solueion por el Sk, SOLLERTINSEY (IB),

Desde los puntos B y C eomo centros se deseriben las circunferen-
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cias que tienen BA, CA por radios. Las tangentes comunes DE, D'E’
de las circunferencias son las directrices de las pardbolas y las dis-

tancias AP, AP’ de A 4 estas tangen-
tes son los semi-parametros. :

Sean F, F'. H los puntos en que el §
eje radical de las circunferencias en- §
cuentra & DE, D'E’, BC; K la proyec-
cién de C sobre BD.

Los tridngulos semejantes APF, §
AP'F, CKB dan

AP AP’ CK

AF =~ AF OB

CK.AF CK.AF'
, AP = ADI= _
de donde Al o 4 OB

Del tridngulo CBK se obtiene

CK*=a*—(b—c)*=—2bc cos A+2bb=4 sen? -
o & A
de donde CK=2ybcsen—

Sations wApmiky \ AF.BC=AH.BC+4HF.BC=2ABC+BDEC
s 3 211l
, { AF".BC=HF.BC—AH.BC=BDEC—2ABC

. — A
¥ ISDECiQAXBG:(b—}-C) \’J be 8en = -—_--f:f)!‘ sen A=

i A e A
= Vle sen — -\ b4c24/c cos )

Por consiguiente

A o — A
2be sen? = (f’; +c+24yhe cos 9 )

A= b
a*
A I A
9be sen? - 2- (!J—i—r'—:-l vV bhe COB ;,'_)
AP = =
a*

Para dar & estas expresiones la forma pedida, basta observar
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, , : o A
a?=b*+c*—2bc cos A=(b+c)*—4be cos® - -

| — Al —_— Aj
‘ b+c+ +'be cos - )| ‘ b+e—2 v e cos 3|

CUESTION 189
(Véase tomo IV, pagina 160).

Complemento al enunciado 108.—Cuando el cociente de (2m — 1)
por m! (m — 1)! en un numero par, el exponente de la potencia de 2 que
entra como factor en el cociente, es (q — p — 1), siendo q la suma de las
cifras de (2m — 1) escritas en el sistema binario y p el exponente de la
mayor potencia de 2 que entra como factor en m,

(WOLSTENHOLME).

Solucidén por el Sk, SOLLERTINSKY (B.)
Sea n.m. .. nynn el nimero m escrito en el sistema binario, de-
signando 7, %y, .. 7. las cifras O ¢ 1.
El producto de los factores pares de la expresion m! esigual &

n—n .
m .f_ (1]

- ,_.t_j

Moy
27 '.m,! de donde m, =

Igualmente los factores pares del producto m,! dan 2"%.m,! de
: m—ny
donde my=-—5— (2).
y asi sucesivamente. En fin, los factores pares del producto m, !
daran

~ T 3 -
27, m!.T de donde M, =——— = =1 ()
: }

[

Asi, la potencia de 2 que entra como factor en el producto !
tiene por exponente la suma

S =m, +m + ..+ m,

Sumando las igualdades (1), (2)... (), se obtiene

m-- §—m, n-4n, -:_"'-]'”';. y
1
:"\ =] —— - - =
2 2)

de donde, haciendo n 4 n; + n, 4+ « - 7. = o, se obtiene

-
HD=M=—2aq
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o : . , = o=l .
y ademis se tiene (2m — 1)! = 1. 8. 5. @m — 1) 2"~ (m — 1)
(2m — 1)! — N om
luego —_— = (2N — 1) 2
s m! (m — 1)! : .

1T = @N - 1) 2™

Falta demostrar que s = ¢ — p.

Segiin la suposicidn, el niimero m eserito en el sistema binario se
halla terminado por p ceros. Para obtener el niimero 2m, basta eseri-
bir 4 la derecha todavia un ceru:la suma de las cifras (s) quedard la
misma, pero restando de este niimero la unidad (para obtener 2m—1),
se tendra en lugar de los (p 4 1) ceros. otras tantas unidades; y
la unidad que ocupaba el lugar (p + 2) quedard reemplazada por el
cero; luego la suma de las cifras aumentard en p unidades, y se
tendri ¢ = o - p.
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consta de 227 péginas 8.° se halla dividida en seis capitulos: L Las
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Hsta nueva é interesante obra del muy distinguido profesor Sr. Pas-
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va se traté en esta Revista y en su obra también reciente (1895) Eser-
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PRINCIPII DELLA TEORIA DEL MOVIMENTO DE! coRPI (corso de Mecca~
nica razionali di Gian Anfonio Maggi.—Ulrico Hoepli, Milano, 1896.
— [ista obra muy desarrollada en su parte analitica consta de: Preli-
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un punto, sistema de puntos y cuerpo. Determinacidén de la posicidn
de un sistema rigido. Cantidad. Vector, momento de un vector res-
pecto 4 un punto. Resultante de un sistema de vectores. Par. Terna
vectorial ete.

La Cixevirica se compone de cuatro capitulos: I. Mutacion (Sposta-
mento) de un punto, de un sistema, de traslacién, de rotacidn, elicoidal,
rigido, ete.—II. Movimiento que comprende movimiento de un punto,
de un sistema, de rotacidn, de traslacién, polar, rigido, continuo, re-
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La Dindmica se divide en dos parfes: 1.» Leyes generales del movi-
miento que comprende: I. Masa y fuerza motriz.—II. Propiedades ge-
nerales del movimiento.—III. Gravedad; 2.2 parte. Calculo del movi-
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Sentimos que la falta de espacio nos impida hacer un detallado
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resultados.
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