REVISTA DE MATEMATIGAS PURAS Y APLICADAS 7

B e

DIRECTOR

D. Zoel (5. de Galdeano

CATEDRATICO DE CALGULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

DE LA UNIVERSIDAD DE ZARAGOZA

SERIE 2.* — TOMO 1

LZARAGULA

- 17 3 o o i - ™~
™Y a oo 1 8- AP L
I A WT 10 Wud. e Ol110, OGol) 10-

1899

FI Progreso Malematieo L_—

et







I Pogtesd Malemaen'—

REVISTA DE MATEMATICAS PURAS Y APLICADAS

—_—

DIRECTOR

D. Zoel G. de Galdeano

CATEDRATICO DE CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

DE LA UNIVERSIDAD DE ZARAGOZA

SERIE 2.* — TOMO I







INDICE

Paginas
ARTICULOS Y MEMORIAS
Duran Loriga —Sobre los circulos notables del triangulo . 38-34, 68-72
107-110, 179-182
Rius y Casas.—Relaciones formales entre dos objetos, su tesis
y los tres objetos reciprocos . . . . . . . . 85-38

Loria.—Un problema de Aritmética que se encuentra en el

estudio de las rodéneas . . . . . . . - 65-68
Aubry.—Remarques sur la série logarithmique . . . . . 97-107
Pirondini. - Sur les lignes cylindriques. . . . . 137-145, 168-179

Oclavio de Teoledo.—Teoria formal de las progresiones . . . 145-154

Gomez Teixeira.— Sobre una curva notable . . . . . . 161-164

FILOSOFIA Y PEDAGOGIA MATEMATICA

Aubrg.—Historia del problema de las tangentes . . 129-137, 164-169
G. Galdeano.—Apuntes para un plan de educacion ciéntifica. 6-17
G. Galdeano —La moderna organizacion de la Matemadtica 17-24, 45-51

17-87, 110-115, 154-156, 182-190

G. Galdeano,—l.a matemsitica y su ensenanza . . . . 3844, 72-77

CRONICA
Congresos de Zurich y Dusseldorf . . . . . . . . . 24-26
Real Academia de Ciencias . . . . +« + + + « 4+ . 54-55

Apertura del curso en la Universidad de Zaragoza . . . . 190-193
BIBLIOGRAFIA
Resenas bibliograficas . . . . . . . 26-80, 51-54, 88-90, 115-120
CUESTIONES RESUELTAS
Las 226 y 240 por el Sr. Alonso, 256 y 256 por Aninimo, 85, 113 y 213 por

el Sr. Brocard, 176 por el Sr. Caro, 162, 259 y 260 por el Sr. Retali, 273,
274 v 275 por el Sr. Lemoine, 260 por el Sr. Rius, 260 porel Sr. Saez Mu-

noz, la 268 por el Sr. Schiappa Monteiro y la 131 por el Sr. Sollertinsky.

S S EF T







Serie 2.* Anio I Zaragoza, Mayo de 1889 Num. 1

001630 Jllalematic

REVISTA DE MATEMATICAS PURAS Y APLICADAS

DIRECTOR: D. ZoeEL G. DE GALDEANO

CAUSAS, OBJETO Y PROGRAMA
de la actual publicacion

Transcurridos cuatro anos desde que por circunstancias del
momento se suspendié la publicacion de Er ProGreso MATE-
MATICO, hoy que esltas circunstancias han variado, y que razones
superiores nos impulsan de nuevo a4 emplear nuestras energias
en el trabajo de propaganda cientifica, de que tan necesitados
nos hallamos, para no adormecernos en un reposo que cierta-
mente seria perjudicial en el presente y lo porvenir; con espe-
ranza en éste y con animo para la empresa que hoy acomete-
mos, al anunciar una segunda serie en la publicaciéon de Er
ProGreso MaTEMATICO, ereemos justo el exponer las causas que
motivan este hecho y que nos han de afianzar en nuestra reso-
lucion.

Desde luego se impone, con necesidad ineludible, un movi-
miento rapido, incesantemente dirigido 4 elevar nuestro nivel
cientifico, que hoy se aproxima al limite inferior admisible
entre las naciones cullas.

Extasiados con las riquezas de nuestra literatura, embebeci-
dos con el recuerdo de nuestras pasadas glorias, hemos olvida-
do el presente, sin preocuparnos del porvenir.

En alas de nuestra imaginacién hemos buscado lo formal, lo
brillante, lo artificioso, los efectos de la elocuencia, mas no el
fondo de la realidad.
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EL PROGRESO MATEMATICO

La verdadera ciencia es modesta, rigida en sus procesos, os-
cura en sus manifestaciones, pero fuerte, poderosa en sus
conclusiones irrebatibles, que sin variar se acumulan para rea-
lizar edificaciones graniticas, resistentes al impulso de los
tiempos, 4 los caprichos de la moda, 4 los baibenes de las con-
veniencias personales.

Se impone que releguemos la educacion de nuestra fantasia,
contraria en muchos casos 4 la educacion de la voluntad, que
dirijamos nuestros esfuerzos a ejercitarnos en el paciente y con-
tinuado trabajo de los estudios experimentales y en los enérgi-
cos ejercicios de nuestra razon, para buscar la verdad cientifica
a través de sus intrincados razonamientos y multiples combi-
naciones, que fortalecen el espiritu, haciéndolo resistente para
el trabajo y apto para vencer dificultades y para acrecentar
nuestras energias, como gimnasia intelectual.

[Los estudios cientificos dirigiendo las innumerables aplica-
ciones, la Matemadtica, elevando la categoria de las ciencias
experimentales por la eficacia de sus formulas, que hoy han lle-
gado & penetrar hasta en los dominios de la Quimica. A esta
necesidad del predominio de los estudios cientificos, exigida por
la realidad de los hechos responde la publicacion de la sequnda
serie de Er. ProGreso MaTeEmATICO, (que es de esperar halle favo-
rable acogida entre los amantes de las ciencias.

Pero hay otra razén, acaso més poderosa; la solidaridad hoy
existente entre todas las naciones cultas, que establece un co-
mercio cientifico, como especie de enlace intelectual, sin per-
juicio de que estosirva para mantener cada una un puesto digno
en el concierto general.

Los filosofos, los médicos, los gedgrafos, los estadistas se reu-
nen periodicamente para realizar una obra comiin, motivada
por ¢l vinculo que une a las naciones, y cuyo fin es armonizar
las varias aspiraciones ¢ intereses y dar facilidades a la vida so-
cial, regida por cierto cosmopolitismo que ha llegado 4 ser una
necesidad y un bien general.

Los malemdticos no podian ser una excepeion en este movi-
miento, unificador, y claramente lo han manifestado de diversas
maneras (ue vamos i exponer.
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En el primer Congreso inlernacional de bibliografia de las
ciencias malemdlicas, verificado durante la segunda quincena de
Julio del ano 1889, se sentaron las bases de la futura unién ma-
temitica entre las diversas naciones. Los resultados de este
Congreso fueron altamente salisfactorios, puesto que a él siguio
la obra del Repertorio bibliogrdfico de las ciencias matemdlicas,
cuyo fin es legar al siglo XX la sinlesis del trabajo matemalico
realizado durante el siglo XIX.

Establecida la pauta a que se habia de subordinar la clasifi-
cacion de todos los escritos matematicos en las diversas nacio-
nes, tanto las corporaciones, como los periodicos cienlilicos,
como los particulares han reunido sus esfuerzos; y la casa edi-
torial de Gauthier-Villars sigue publicando en forma comoda
¢ ingeniosa el indice de los trabajos matematicos, que ha de
conducir 4 una sintesis dificil de realizar por esfuerzos indivi-
duales.

Pero esto no bastaba, era la parte formal del asunto, era
necesario acompanar al gran cuadro de la ciencia, la realizacion
de su sintesis en trabajos técnicos dirigidos por el espiritu pe-
dagdgico y por un criterio filséfico que enlazase las diversas
teorias, seglin su generacion logica ¢ historica.

El Congreso de Zurich ha sido el primero que se efectud en
1897 con lales propositos; y las actas del mismo publicadas el
ano pasado constituyen un hecho de grandisima importancia,
cuyos resultados se afianzardn seguramente en el Congreso de
Paris para el que ha principiado 4 realizar los trabajos prepa-
ratorios el comité central, bajo la ilustrada direccion de los
eminentes malemédticos M. M. Darboux y Poincaré.

Otros varios Congresos han tenido lugar, y dignos de especial
mencion son los que anualmente celebran las asociaciones
francesa y alemana, los certimenes trienales que desde el afio
1897 celebra el Comité Lobatschewsky (para honrar la memo-
ria de esle eximio gedmelra), cuyo gran premio y medalla de

oro alcanzaron los célebres propagandistas y organizadores de
la geometria no-Euclidea: el malogrado cuanto eminente talen-
to matemaético Sophus Lie cuya pérdida deplora hoy la ciencia,
y el célebre profesor de la Universidad de Gottinga Sr. F'. Klein.
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Ante acontecimientos tales que expresan la actividad cienti-
fica de todas las naciones, y dan la medida de su cultura, que
se traduce en fuerza y bienestar moral y material; seria absur-
do que nosolros permaneciésemos ajenos 4 este movimiento
universal, y alejados de la vida intelectual por la que se rigen
los pueblos modernos, y expresan su nacionalidad y su cardc-
ter propio, dentro del concierto humano.

La Matematica ha sido y es siempre la ciencia por excelencia:
constantemente ha caminado con seguro paso; sus descubri-
mientos han permanecido inmutables en medio de la mutabi-
lidad de todo lo demas.

Aliada de la filosofia en sus principios, sin dejar de mantener
esa subordinacion 4 la madre de todas las ciencias, que todas
ellas la deben, ha sabido mantenerse libre de los exclusivismos
filosoficos y prestarse 4 ser siempre el fiel contraste de las leyes
de la Naturaleza, que fija indeleblemente en sus formulas.

La Matemadtica es ademas una gimnasia intelectual, ella mar-
ca el nivel que mide los pueblos y la fuerza y virilidad de los
mismos; porque realmente exige energia el esfuerzo racional
que subordina 4 la ley de la cantidad las leyes de la Naturaleza,
y que encadena, con los lazos de la dialéctica, los conceptos de
la razon en organismos donde se subordinan a los principios
las consecuencias, mas solidamente que en el mundo material
se subordinan los atomos # las fuerzas.

Tantos han sido los descubrimientos hechos en esta ciencia,
que hoy se ha impuesto la accion colectiva arriba mencionada
y se ha reconocido la necesidad de perfeccionar los métodos
de ensenanza, para que las intleligencias puedan abarcar siquie-
ra el conjunto de sus teorias, con objeto de llevarlas a las
aplicaciones inmediatas.

Los métodos particulares han producido grandes ventajas, y
han permitido elevar gradualmente la ciencia por series de
sintesis sucesivas, y han alcanzado el objetivo de proporcionar
cada vez mayor niimero de conocimientos con un esfuerzo in-
telectual decreciente, es decir, la eficacia de los métodos ha
aumentado la capacidad cientifica de los individuos.

Los métodos proyeclivos en Geometria han extendido inde-
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finidamente los dominios de esta ciencia; los métodos simbo-
licos han producido igual resultado en el Andlisis, y su asimi-
lacion con aquélla.

Pero sobre los métodos particulares se halla el método gene-
ral 6 formal, que hoy se impone para coordinar los rigquisimos
materiales de la ciencia matematica.

Emancipada por completo la Geometria del nimero, merced
a la iniciativa de Staudt, y 4 los esfuerzos reiterados de los
geometras contemporaneos que han llevado & un alto grado de
perfeceion este fin cientifico, ya puede dicha rama de la Mate-
matica figurar en orden distinto y preceder al Algebra como lo
ha declarado el célebre geometra Herr Klein en el Congreso
de Dusseldorf.

Y también, ya que en una ciencia puramenle especulativa
cual es la matematica en si, es decir, como desenvolvimiento
de las leyes de la dialéctica, aplicada 4 todo lo que entra en el
conceplo de cantidad, no basta el desarrollo dogmitico, que si
es eficaz para mantener la ilacion, el encadenamiento de ver-
dades en un organismo, cada vez mas perfecto, y tanto mds
cuanto mayor y mas variado es el conjunto de sus verdades, no
lo es para ilustrar al alumno; necesario se hace el extender los
estudios critico € historico de esta ciencia, para ver en ellos su
geénesis, como también ha manilestado el Sr. Klein, que con su
autoridad seguramente influira en los planes de ensenanza, cu-
va reforma es mas necesaria que en ninguna otra nacion en la
nuestra, donde la rutina ha producido un estancamiento ¢ re-
troceso del cual urge salir.

Pero no basta el permanecer en el dominio de las abstracio-
nes que forman la ciencia, es necesario descender 4 las aplica-
ciones concretas, y entre ellas encontramos el organismo de la
ensefianza que debe constantemente perfeccionarse, para elevar
la cultura cientifica al nivel medio que hoy tiene en las nacio-
nes adelantadas, y en eslo existen muchas deficiencias que es
necesario senalar. El plan que nos proponemos desarrollar es
vasto.

En la parte especulativa se publicardn trabajos de caracter
gmwl':.ll dentro del dominio de la critica cientifica, que expresen,
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ya la generacion logica, ya la histérica de la ciencia y también
trabajos sobre asuntos especiales de caracter puramente técni-
cos, que puedan servir & los alumnos de Facultad y a los de
carreras especiales como complemento de sus estudios, y ade-
mis se ejercitara la actividad con colecciones de problemas.

En el orden concreto, preciso sera descender también a tra-
tar de la organizacion de la ensenanza y de la educacion cien-
tifica, hoy excesivamente descuidada entre nosotros; y senalar
algunos vicios 6 defectos de la misma y el indicar los medios de
evitarlos, sera lan provechoso como el exponer las mas intere-
sanfes teorias, puesto que equivaldra a facilitar los medios de
adquirirlas con el auxilio de los métodos que, como su etimo-
logia indica, son los caminos de la ciencia.

Se publicaran las noticias mas interesantes del movimiento
cienlifico, ya expresado por acontecimientos extraordinarios,
ya concernientes :t altas individualidades 6 corporaciones cien-
lificas, a inventos O alleraciones dignas de mencionarse en los
progresos de la ciencia 6 de la ensenanza, para lo que destinara
la Revista una seccion denominada Crdnica cienlifica y otra de
Bibliografia malemdilica.

En resumen, nuestro lema sera: El desenvolvimiento matemd-
lico como base de la educacion cienlifica.

LA REDACCION

=Gh— AS T e
APUNTES PARA UN PLAN DE EDUCACION CIENTIFICA

Ya que estd proximo el momento de fijar nuevos rumbos 4
nuesira decadente instruceion y educacion piiblica, como base
de nuestro renacimiento, que solo puede depender de estos fac-
tores imporlantisimos del progreso. parece oportuno el hacer
una resena de la altura 4 que han llegado las Facultades de
ciencias, que dan vida 4 las arles, industrias y todo género de
profesiones lécnicas, en olras naciones, que deben servirnos de
modelo digno de imitacion.

Podremos ver también de paso, el desequilibrio enorme que
acusa nuestro estancamiento cientifico durante muchos afios, y
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la necesidad imperiosa de hacerlo desaparecer, si no queremos
vernos envuellos en una ruina material y moral, porque la
primera atrae necesariamente la segunda.

Principiaremos por presentar la serie de errores que han
subsistido en los planes de ensenanza, para despu¢s ofrecer. el
cuadro de estudios seguidos en algunas de las mas importantes
universidades extranjeras.

Desde luego consignaremos, como preliminar necesario, que
la organizacion de nuestros estudios ha sido relegada siempre a
iltimo término; y puede afirmarse que desde la ley de Moyano,
de 1857, no ha habido, al parecer, tiempo ni ocasion de fratarla
seriamente.

El discutir si la Geometria debiera esludiarse conforme al
plan de Euclides ¢ al de Legendre, si la Geometria debe 6 no
preceder al A'\li_:;vln'n; si la Geomelria analitica pudiera estudiar-
se en un primero 6 segundo curso de ciencias, 6 el cialeulo in-
finitesimal debiera tener un lugar mas 6 menos venlajoso; si
los fisicos y quimicos deben llegar a cierta altura en conoci-
mienlos matemalticos, si los profesores han de reunir tales 6
cuales condiciones, si los ejercicios que prueban a un alumno
6 a un profesor debieran ajustarse 4 reglas fijas, .estudiadas y
aquilatadas conforme & un examen concienzudo: todo esto y
otros asuntos que fuera prolijo enumerar no ha sido digno de
examen con la asiduidad correspondiente #i la importancia del
asunto, por las personas peritas y por las corporaciones com-
petentes, que pudieran hacer prevalecer su dictamen conlra el
desconocimiento de muchos detalles técnicos, que es preciso no
olvidar en cuestion tan delicada como la de la educacion cien-
tifica, que forma una parte importantisima de la educacion
nacional.

Solo para promover reformas en la ensefianza de los ELk-
MENTOS DE Evcripes intervinieron las corporaciones inglesas
Association for the improvement of Geomelrical Teaching, Co-
mitee of Brilisch Association y Body of Head Maslers, y en la
polémica que trascendio6 hasta Francia ¢ Italia, intervinieron el
sabio profesor de la Universidad de Burdeos M. Hoiiel, y los
ilustres gedmetras italianos, Brioschi y Cremona en pro de los
Elementos de Euclides, hasta conseguir del Gobierno italiano
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la adopcion de esta obra, que limité en 1870 esta restriceion a
la Geometria plana.

Hoy vemos que la sociedad italiana Mathesis gestiona con el
Ministro de Instruccion publica de Italia la fusion de las geo-
metrias plana y del espacio en la segunda ensenanza. En el
Congreso de Dusseldorf, el ilustre profesor Herr Klein pro-
puso recientemente que en los planes de ensenanza la Geome-
tria preceda al Algebra. Y todas estas mociones de las socieda-
des 6 autoridades cientificas trascienden hasta los Gobiernos,
(que reforman los planes de la educacion y ensefianza en con-
formidad con los dictdmenes cientificos y técnicos de la mas
alta valia, y que conducen al adelantamiento de la cultura, y
por consiguiente & las mejoras y ventajas materiales que éstas
reportan en todos los organismos del Estado

Si estos detalles concernientes al modo de ensenarse una sola
asignatura constituyen asunto digno de atencion, lo es en mas
alto grado el orden y la disposicion de las enseiianzas en cada
Facultad; y esto, que es lo mas descuidado entre nosotros, afecta
de una manera decisiva a los resultados finales, pues el tiempo
que trascurre en un régimen deficiente es tiempo perdido, que
4 la larga se traduce en desventajas manifiestas ¢ irreparables.

Desde hace veinte anos, en nuestras Facultades de ciencias,
contra lo que acontece en otras Facultades, se dispuso el llevar
al segundo ano la asignatura que se denominé Complemento de
Algebra y que era el comienzo natural de los estudios matema-
ticos en las Universidades sustituyéndoles, por un primero y se-
gundo curso de Andlisis, retrasando hasta el tercer ano el Celcu-
lo infinitesimal, verdadera llave de todas las ramas de dichos
estudios, todo con pueriles motivos, produciendo el deplorable
resultado de que los alumnos no tengan el suficiente tiempo de
afianzar estos conocimientos en las aplicaciones que de ellos
pudieran hacer en los cursos ulteriores.

En Italia, durante el primer curso, estudian los aspirantes al
doctorado en Matemdticas puras, Fisica y Quimica, las asigna-
turas siguientes: Fisica esperimental, Algebra, Geometria ana-
lilica y proyectiva, con ejercicios de Geomelria analitica y
proyectiva.
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El 2.0 curso comprende: Quimica general, cdlculo infinitesi-
mal, Geometria descriptiva, ejercicios de Quimica, de Fisica y
de cdlculo infinitesimal.

En el segundo bienio, que comprende dos cursos, los aspi-
rantes al doctorado en matematicas, estudian Asltronomia,
(Geomelria superior, Andlisis superior, Mecdnica racional, Me-
canica superior, Geodesia, Fisica matematica y Teoria de las
sustituciones y aplicaciones a las ecuaciones algébricas (esta
tltima como curso libre). :

En cuanto 4 los doctores en ciencias fisicas y quimicas bas-
tara manifestar, que ademads de las asignaturas propias de su
seccion, estudian la Mecdnica racionalyademas,losprimeros, la
Mecanica superior, la Geodesia y la Fisica matematica.

.. Qué razon existe entre nosotros: 1.2 para retrasar los estu-
dios matemalicos, 2.° para desheredar 4 los fisicos y quimicos
de varias asignaturas arriba consignadas? Como podran leer los
primeros las obras de autores como Lamé, Mathieu, Resal,
Maxwell, Poincaré? ;Podran seguir los segundos las recientes
investigaciones de la mecanica quimica y de la quimica fisica
en obras recientes tales como las del profesor belga M. Duhem
y del profesor de la Universidad de Berlin Van ‘t Holff.

Para demostrar la insuficiencia de nuestros estudios mate-
méaticos, bastara citar los planes de las Universidades de Estras-
burgo, Gottinga y Harvard Uriversity.

En Esltrasburgo y en Gottinga los cursos elementales compren-
den las asignaturas: Geomelria analitica de dos y tres dimensio-
nes, el caleulo diferencial ¢ integral, la introducecion a la geo-
melria sintética (proyectiva), la mecdnica téenica y la geometria
de posicion; ademads existe un curso de utilidad incontestable
cuyo objeto es la Enciclopedia de las matemaiticas elementales.

Lios cursos superiores comprenden cualro grupos:

1.0 Geometria analitica de tres dimensiones, segiin los mé-
todos recientes.—Teoria de las curvas alabeadas y de las super-
ficies.—Teoria dela curvatura de las curvasy de las superficies.
— Mecdanica analitica.—Teoria del potencial.

Grupo 2.° — Integrales definidas.—Ecuaciones diferenciales
ordinarias.—Ecuaciones derivadas parciales de la fisica mate-
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matica.—Caleulo de variaciones.—Teoria de los grupos de
transformacion (segin Lie).

Grupo 3.2 — Teoria general de las funciones.—Las ecunacio-
nes diferenciales lineales, tratadas desde el punto de vista de las
funciones.—Funciones elipticas.—Funciones hyper-elipticas.
—Funciones abelianas y funciones 6.

Grupo 4.0. — Algebra superior.—Teoria de los numeros.
—Teoria de las invariantes.—Teoria de los nimeros algébricos.
—Teoria de los grupos finitos.—Cailculo de las probabilidades.

También la Historia de las matemdticas figura en el progra-
ma de la Universidad de Estrasburgo.

En Harvard Universily se estudia para la clase: Primarily for
Undergraduales: Logaritmos, Trigonomelria plana y esférica,
Geomelria analitica plana (curso elemental), Algebra, (Geome-
tria solida, Trigonometria y Geomeltria analitica plana, cdlculo
diferencial ¢ integral (primer curso), Elementos de mecdnica.

Para la clase de undergraduales y qraduales se estudia:
Geometria superior, Teoria de las curvas y de las superficies
primer curso), Curvas planas algébricas, especialmente las de
tercer grado en coordenadas-puntos y lineas.— Teoria de las
curvas y superficies (2.0 curso). Cuaternios con aplicaciones a
la Geomelria y a4 la Mecanica (2.0 curso).—Séries trigonometri-
cas.—Introdunecion #@ las armoénicas esféricas.—Funcion poten-
cial. —Teoria de las funciones (curso preliminar).—Teoria de
los nimeros. — Hidrostilica.— Hidrodindamica. —Funciones
fuerzas, funciones potenciales de velocidad y sus aplicaciones.

Teoria de Lie aplicada 4 las ecuaciones diferenciales.—Teo-
ria de las superficies.—Teoria de las funciones (2.0 curso).
Teoria de las funciones, segiin Riemann.—Funciones definidas
por las ecuaciones diferenciales lineales.—Teoria de los movi-
mientos planelarios.

Hay ademds cursos de lecturas ¢ investigaciones dirigidas
por los profesores acerca de:

Picard, Tratado de Anilisis.—El Icosaedro y las funciones
modulares elipticas. — Euclides y las hipotesis de Geometria.

Ademis hay cursos acerca de: Algebra lineal asociativa.— El

Algebra de la logica.—Cuestiones selectas de los cuaternios.
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—Forma de la Tierra.— Elasticidad.—Métodos de la Fisica ma-
tematica.—Transcendentes abelianas y elipticas.

Los cursos de Astronomia comprenden: Astronomia descrip-
liva.—Aslronomia praclica.—Astronomia esférica.

TENDENCIAS A LLEVAR LAS TEORIAS HACIA LOS ELEMENTOS. EXn un
principio, los nuevos descubrimientos pertenecendun reducido
circulo, constituido por las eminencias capaces de penelrarse
de ellos y de apreciar desde luego suverdad y su trascendencia;
mas tarde llega la época de la vulgarizacion, de ponerla al al-
cance de inteligencias inferiores.

Los apéndices de la Geometria de los Sres. Rouché y Com-
berouse expresan esta tendencia; pero en esta obra no se ha-
llan todavia fundidas 6 asimiladas con los elementos euclideos
las teorias de la Geomelria moderna, creada por Chasles.

La obra Lerhbuch der Arithmetique und Algebra del profe-
sorde la Escuela politécnica de Karlsruhe in Baden, Sr. Schroe-
der, ofrece un ejemplo del descenso de los conceptos combina-
torios y de las clases logicas hacia la teoria del calculo elemen-
tal, tendencia manifestada, también en laTeoria delle Grandezze,
del profesor de Turin, Sr. Beltazzi, en la obra Grundlagen der
Arithmelik del Sr. Schubert, con que comienza la magistral
obra Encyclopedie der Mathematischen Wisenchaften, publicada
desde fines del ano pasado bajo los auspicios de varias acade-
mias y sociedades cientificas alemanas.

Las elegantes Vorlesungen itber Geomelrie de Clebsch expre-
san una union sistematica de las geometrias sintética y analili-
ca con el Algebra de las formas; y esta vulgarizacion de la nueva
Algebra, debida principalmente a Boole y Cayley, fué adaptada
a la ensenanza clasica por el profesor Salmon, que llevé a este
dominio los fecundos conceptos de los elementos en el infinito
y los elementos imaginarios, expuestos primordialmente en los
magistrales tratados de Geometria, de Pliicker.

Entre las obras que expresan esta tendencia 4 incluir leorias
superiores en tratados elementales, podemos citar la Géométrie
analitique de M. de Longchamps, que ha llevando también al
Algebra algunas nociones del edlculo infinitesimal, como lo ha-
ce el Sr. Comberouse.
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Dicha tendencia puede observarse de igual manera en algu-
nas obras recientes de calculo infinitesimal, tal es el Traité
d‘ Analyse de M. Picard, que comienza con la nocién de inte-
arales definidas, donde éste sabio profesor reune teorias tales
como las del potencial, las de Gauss sobre la curvalura de las
superficies, las de Lam¢ acerca de las coordenadas curvilineas,
los trabajos del Sr. Schwarz sobre la representacion conforme,
las funciones armonicas, las integrales abelianas y el estudio de
las funciones en las superficies de Riemann, la extension de los
teoremas de Galois y de Lagrange respecto al grupo de una
ecuacion 4 la teoria de las ecuaciones diferenciales lineales,
cuyas analogias con las ordinarias establece, introduciendo los
conceptos de grupos de transformaciones de Lie.

[Zsta tendencia al descenso del edleulo integral hacia el dife-
rencial, 6 mejor, a la fusion de ambos, se advierte en el Cours
d* Analyse de M. C. Jordan que aplica desde luego 4 esta rama
superior la teoria de los conjuntos del profesor de Halle Herr
Georges Cantor.

Por ultimo, nuevo testimonio de esta lendencia ofrece ia obra
Elements d* Analyse mathématique d I usage des ingenieurs et
des physiciens, publicada recientemente por M. Apell.

TENDENCIA A LA DIVISION DE LAS ENSENANZAS. [Esto es conforme
con el orden de la Naturaleza, en general, y con las leyes del
desarrollo inlelectual en particular.

La inteligencia humana, en cada una de las ¢épocas de la his-
toria ha adquirido la ciencia de un modo gradual, en esta ad-
quisicion no siempre la luz de la verdad ha brotado con toda
su inlensidad; pero la ciencia ha experimentado un progreso
en su conjunto; hj cada :_;I‘:liit) de esle Progreso ha conlenido
particularmente algo de los progresos anteriores, ha habido una
mezela de los erecimientos por yuxta-posicion y por intus-sus-
ception, que se nola en la Naturaleza.

Xl desarrollo de la ciencia en cada individuo sigue en reduci-
da escala, las leyes del desenvolvimiento general; por eso 4 los
ciclos de la Naturaleza deben corresponder ciclos de la ense-
nanza.

Ejemplos de esla division de cada ciencia en estudios par-
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ciales podemos observar, especialmente en las Universidades
germadnicas y anglo-sajonas, segtin arriba hemos expuesto.

Contrario 4 esta ley ha sido el procedimiento seguido en
nuestras Facultades de ciencias, de retrasar el estudio del Al-
gebra superior y correlativamente los de la Geomelria analitica
y Analisis infinitesimal, por fijarse en ciertos detalles secunda-
rios (ue puede salvar la buena voluntad del profesor, no em-
pleando de algunas teorias mds que las nociones precisas, para
poder explicar otras, cuyo orden de prelacion se impone dentro
del plan generalyde las conveniencias, para facilitar y abreviar
los estudios, llegando por el camino mas corto & los resultados
mas importantes y a las aplicaciones mas utiles, descartando
de paso lo que pueda por el momento convertirse en inutil
bagaje.

ORDEN Y DISPOSICION DE LAS ENSENANZAS. Ya hemos indicado
(que no es de rigor que tal 6 cual asignatura preceda o siga 4
otra en la prdactica de la enseianza, por mas que tengan su
orden natural en el organismo de la ciencia; asi pues, no es
indispensable que antes de estudiar Geometria analitica se es-
tudie el Algebra superior, ni que el Calculo infinitesimal siga
rigurosamente i éstas.

[Los escasos conceptlos fundamentales 6 categorias permilen
distribuciones varias entre los objetos & ellas subordinados. Los
progresos de la Matematica han hecho desaparecer aquellas
divisiones convencionales hasta cierto punto, de caracter pro-
visional, denominadas Aritmética, Geomelria, Algebra etc, pues
los conceptos de orden, combinacion, nimero, exlension se
pueden aplicar de muy varias maneras, compenetrarse en unas
ocasiones, separarse en olras; conduciendo 4 hacer de la Ma-
temitica, no un agregado de estudios heterogéneos, sino un
sistema homogéneo en el que ejercen igual influencia aquellos
primordiales conceptos, que si en la sintesis se disponen segin
cierto orden, cuando se trata de su asimilacion a la inteligencia
mediante la educacion y la ensenanza, pueden desprenderse
del todo en cantidad y forma adecuada, para llegar a dicha
asimilacion.

Los hechos confirman este aserto, pues Legendre y sus imi-
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tadores adoptaron nueva disposicion en los elementos de Eu-
clides. Los descubrimientos de Abel y de Galois permitieron
pasar de la disposicién que observamos en los tratados de Al-
gebra, donde predominaba el caracter analitico y el problema
de ia resolucion numérica de las ecuaciones, hasta el nuevo tra-
tado de Algebra del profesor de Leipzig Herr H. Weber, en el
que predominan las teorias combinalorias de las susliluciones
y el concepto de orden, dominante en las teorias de los profe-
sores Cantor y Dedekind.

Aunque el empleo simultineo de las figuras en el plano y en
el espacio se observa ya en las obras de Monge y de Staudt, y
desde el ano 1881, ya algunos autores han intentado el prescin-
dir de esta division arbitraria, que podemos considerar como
transitoriamente convencional, podemos calificar de novedad y
resultado beneficioso para la ensenanza, la fusion de la Geome-
lria plana con la del espacio, hecha sistematicamente por los
profesores Lazzeri y Bassani de la Real Academia naval de Li-
vorno en su obra Elemenli di Geomeltria, donde ademas se ha
evitado el empleo de las proporciones, haciendo dicha rama de
la Matematica, independiente de la Aritmética y del Algebra.

Finalmente citamos la trascedental reforma, que seria la de
posponer el Algebra a la Geomelria en los planes de ensenanza,
innovacion propuesta por el ilustre Klein, y que realmente
tiene su primera razon en el hecho de haber precedido Eucli-
des a Diofanto en algunos siglos; y acerca de este asunto, cree-
mos oportuno el reproducir, lo expuesto en el folleto: Con-
sideraciones sobre la conveniencia de un nuevo plan para la
ensenanza de las malemdlicas elementales (1877):

«El desarrollo de la inteligencia humana varia de naturaleza
en tres distintos periados, 6 mis bien, en cada uno de estos se
nota el predominio de una de sus facultades sobre las demads.

En el primero, la intuicion empirica 6 percepcion, la memo-
ria y la imaginacion anulan casi por completo el desarrollo de
las otras facultades. No se puede generalizar, abstraer, inducir,
ni deducir, si no hay elementos para estas superiores funciones
de la inteligencia.

vAdquirir materiales para el conocimiento cientifico, es el
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primer trabajo de la inteligencia que se efectua también en
el periodo mas apropiado, el del preponderante desarrollo y
ejercicio de la memoria, de las percepciones y de la imagi-
nacion.

»El segundo periodo de desarrollo intelectual, es pues, el de
la induccion, generalizacion, abstraccion y clasificacion.

»Las ideas abstractas conservan el caracter de contingentes,
propio de los objetos y fendmenos observados que les han ser-
vido de fundamento, v no pueden llenar las aspiraciones del
espiritu en el tercer periodo, el mas perfecto de su desarrollo;
pues la razon, excitada por las ocasiones de ejercerse tan repe-
tidas que se le han presentado, descubre en su fondo algo a que
no satisfacen las ideas abstractas, y ve lo necesario opuesto d
lo contingenle, lo infinito a lo finito, la causa dominando al
efecto, la ley al fenomeno, la condicion imponiéndose a lo
condicionado.

»La ensenanza sigue estas fases de la vida intelectual, que se-
fala con sus tres divisiones en primaria, segunda 6 preparato-
ria y superior.

»Lia ensenanza debe corresponder 4 las fases ya anteriormente
indicadas del desarrollo intelectual. Las percepciones y recuer-
dos, las ideas abstractas y las ideas racionales son los tres
puntos de vista para fijar el plan.»

En el folleto & que nos referimos, consideramos necesario
expresar la graduacion de los estudios matemadticos, conforme
a un plan educativo, por medio de cinco lratados, cuyo conle-
nido se manifiesta como sigue:

«El primer tratado llamado Exposicion preliminar éintuiliva,
contendra las definiciones, divisiones y operaciones, correspon-
dientes 4 la Aritmética, ciencia del nimero, es decir, la des-
cripeion del objeto y sus variedades y la parte practica, cuya
justificacion es un andlisis intuitivo de escasa dificultad; des-
pu¢s seguiran las definiciones y divisiones pertenecientes 4 la
Geometria, ciencia de las figuras, cuyo objeto, mas concreto ¢
inteligible que el del Algebra, cuyos métodos mads numerosos
(ue los de ninguna otra parte de la Matematica, la hace muy
propia para mostrar desde luego los medios que ha de emplear
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la inteligencia en la demostracion y resolucion de problemas.
[.a memoria y la intuicién empirica son las funciones intelec-
tuales casi exclusivamente ejercidas en esta parte.

»El segundo tratado sera la Metodologia, que principiara por
consideraciones generales respecto al teorema y problema,
distincion de uno y ofro, partes de que constan y numerosos
ejemplos praicticos para ejercitar en distinguir la hipotesis de
la tésis, los datos de las incognitas y en obtener el teorema re-
ciproco de otro dado; seguird una ordenada descripcion de los
métodos de demostracion, empezando por los geométricos de
superposicion, rebalimiento y giro, de cardcter practico, con-
cretada a las demostraciones de teoremas muy sencillos; des-
pués se ensenara el método de la cuarta proporcional y de las
rectas 'antiparalelas, pasando a los generales de sustiluciones
sucesivas y de los limiles, para dejar en ultimo término el ad
ebsurdum que se expondri en sus tres casos La Melodologia
dara como resultado poner en conocimiento del alumno los
diferentes procedimientos matemalicos ue se combinan para
demostrar y resolver las cuestiones.

» Xl tercer tratado debe ser la exposicion razonada de la cien-
cia elemental en sus cuatro partes: Arilmética, Geomelria, Al-
gebra.y Teoria de las funciones circulares con la resolucién nii-
mérica de los tridngulos reclilineos. En virtud de lo ya expuesto,
bastara indicar el método 6 métodos de nostrativos empleados
para cada caso, desarrollindolos, & lo sumo, en los primeros
ejemplos 6 en algunos que presenten dificultad 6 circuntancias
notables. Esto evitari el trabajo mas dificil para el alumno que
estudia los textos actuales, consistente en deducir de una larga
relacion lo esencial, que constituye las demostraciones, es decir,
un analisis de la doctrina expuesta, para comprender sus ex-

tremos, y una sintesis que resuma las ideas capitales con su
natural dependencia, para ponerle en posesion de la verdad,
no mediante la memoria sino mediante el juicio, lo cual supo-
ne un gran discernimiento, un buen criterio y facilidad para
traducir las palabras en ideas, con reciprocidad. Esta tercera
parte dard por resultado perfeccionar al alumno en el conoci-
miento de los métodos que superficialmente adquirio durante
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el anterior, por efecto del gran ejercicio practico que constitu-
ye la exposicion demostrada de la ciencia elemental.

»La Critica dara por resultados hacer pasar el conocimiento
expontdneo de la ciencia adquirida por el alumno, 4 conoci-
miento fundado. Aprenderd en este tratado las razones del
orden expositivo y del empleo de los métodos, y como se su-
bordinan y coordinan enfre si las verdades; es decir, como
fundan las unas 4 las olras, y segiin qué leyes o reglas se sus-
tituyen. En éste, como en el anterior tratado, hay un predomi-
nio superior de la razon sobre las demads facultades.

»El quinto y ultimo tratado serd una sinlesis general hecha 4
priori, prescindiendo de las trabas que impone la necesidad de
fundar (en el estado actual de la ciencia) unas proposiciones en
otras, es decir, deficiencias en los métodos, y al estado inte-
lectual de los alumnos, que exige con frecuencia alteraciones
en la rigurosa exposicion sintética. Esta se realizara procurando
presentar un cuadro completo, donde aparezcan las verdades
segin sus conexiones naturales, revelando sus armonias, pre-
sentdndose como simétrico cenjunto, para que la inteligencia,
en cuyo fondo reside la idea de orden, lazo universal de las
ideas, retenga los conocimientos adquiridos, no por. el artifi-
cio pasajero de la memoria, sino por una fuerza permanente,
capaz de reproducirlas en todas ocasiones.

«El objeto de este quinto tratado es evitar que la inteligencia,
agobiada por los detalles, se pierda en la numerosa variedad
de éstos, colocindola 4 una superior altura desde donde le sea
facil distinguir el conjunto de todos los detalles, unidos entre
si por relaciones naturales.»

o = o

ESTUDIOS SUPERIORES EN EL ATENEO DE MADRID

LA MODERNA ORGANIZACION DE LA MATEMATICA

(Curso breve explicado por D, Zoel G. de Galdeano en Marzo de 1498)

PROGRAMA

CoNrFERENCIA 1.2 — Cardcler de la Malemalica en el siglo XIX. — Variedad
de sus leorias. — Tendencia unificadora.— Conceptos principales que
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han conducido 4 la unificacion.—Generalidad de las diversas teorias. —
Necesidad de una nueva clasificacion de estas.

2.0 — Teoria de los niimeros —Influencia de Gauss.—Teorias de Dedekind

y Kummer. — Concepto de los conjuntos de Cantor. — Investigaciones
itmética general y de
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cker y Clebsch.—Lo imaginario v lo infinito.— Las geometrias infini-
tesimales y vectoriales.

L.« — Geomelrias no-cuclideas. — Geomelrias de Lobaltschewsky y de Rie-
mann,—Estudio comparative de los tres géneros de geometrias,—Prin-
cipales desarrollos de las no-euclideas.

5.8 — Geomelria de n dimeusiones — Coneeplo del hiper-espacio.— Exposi-
cion general de la geometria de n dimensiones.— Particularizacion de
la de cualro, — Poliedros de Schlegel. — Nociones acerca del Analysis
sitns.

6.8 — Algebra.—Carécter esencial de esta rama.—Principios de Lagrange,
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a. Métodos de Boole vy Jevons. — Doelrina de

i.4— Alg

bra de la logic
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DE LA CONFERENCIA PRIMERA

DE LA MATEMATICA EN EL BIGLO XIX

SeNores: Si bien la verdad es tanto mais bella cuanto mas sen-

cilla, y se impone ella sola con sus propios atractivos, tengo el

sentimiento de no poseer el don de la elocuencia para expresar mis

i i

propositos encaminados 4 reunir en breve sintesis el rico caudal

de importantes y fundamentales d

escubrimientos realizados du-
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rante el siglo actual en la ciencia matemitica, y que puestos de
relieve sobre el fondo de sus inagotables verdades, constituyen un
hermoso conjunto, suma de las mas preciadas conquistas de la
intelicencia humana. Pero si mis deficiencias oratorias no se ar-
monizan con mis propositos, al menos experimento la satisfaccion
del cumplimiento de un deber, que creo realizar desarrollando el
tema ¢La mocderna organizacion.de la Matemdiica» ciencia
menospreciada entre nosotros por efecto, segiin manifesté el sefior
Menendez Pelayo en la Espaiia Moderna, del utililarismo, esa
aspiracién constante y casi tinica hacia el fin prictico y la utilidad
inmediata de la ciencia, cuando ésta es esencialmente idealista,
[os idealismos produjeron martires, como el célebre matematico
Abel, que murié en la miseria, dejando una aureola de gloria para
la humanidad y para su patria; los idealismos han sido energias
condensadas de las naciones, que han creado las escuelas cien-
tificas.
en Matemdticas escuelas francesa, inglesa, alemana

tiemannmn,

Hamilton, Grassmam. ete. Espafia no tiene escuela propia, porque

4 cuyvo frente aparecen los nombres de Cauchy, 1

no ha cultivado la ciencia por la ciencia.

Antes de entraren materia, ebservaré que, siendo la Matematica

ciencia eminentemente abstracta € ideal, ciencia de

puros concep-

tos que emanan de nuestra razon, se encuentra en sus fronteras

con Ja Metafisica, esta ciencia de los principios v de las causas que

la ilumina con las nociones primordiales de yacie, tiempo, fuer-
zd, Pero sin compenetrarse
Los sistemas filoséficos son puntos de vista ara ex-

plicar cuanto conocemos y cuanto existe, y s
punto de partida; la Matemditica esuna, inmutable ¢ independiente
de todo criterio especial, es una edificacion siempre .‘]l.'i"-\ centada
con los 'descubrimientos del presente, que se acumulan 4 los de
tiempos anteriores, formando organismos cada vez miis ricos,
pero siempre de validez incontestable, ilustrada par los conceptos
metafisicos; y aun en algunas de sus ramas, por ciertos postulados
que recoje de la experiencia, se edifica sobre sus definiciones, que
adquieren el valor de principios fundamentales, y llena el molde
vacio de la l6gica con la materia de los conceptos matemaiticos.
Comenzando 4 desarrollar la tésis de esta leccidn, podremos
considerar la Matemaitica anterior al siglo XIX cuvo pe s‘i‘..\iu AUreo
se halla en las épocas de Descartes, Newton y I_.-iiu-;ii;. periodo de
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creacion de sus ramas mds fecundas, donde se llegan 4 enlazar €l

nimero y la extension en el algoritmo infinitesimal. Las ultimas

ramificaciones de estos descubrimientos se hallan en los trabajos
de Euler y Lagrange.

En este gran periodo predomina lan:ilisis yla individualizacicn:
la ciencia todavia oculta 4 1as miradas de la intelicencia, habia de
aparecer lenta y gradualmente oculta bajo unaserie de problemas,

vy X 13141 w1yl Aafoe ST ale -t " - - . 1 . a xy
CUY S sOLUCIONES COLTHPICLAS | Ncol yletas erdtl > LetIILER Ye .
cuyas soluciones completas ¢ incompletas eran otros tantos pasos

hacia su constitucion.
LLa cuadratura del circulo, la triseccion del arco, la medicién de

las areas eran otras tantas ocasiones para descubrir la verdad en-

1 1+ 1 "y 1, v . 1 1“1 VY1 3 + 1 o " v v 5 S Y ¢ 1* vy \
vuelta en los encadenamientos del do analitico, este precloso

T

instrumento de investigacién creado por Pitdgoras y ejercido por

Platon en su célebre Academia.

lLa verdad no se presentaba simétrica, ordenada en sistema;
pero tenia aquella rigidez 16gica que admiramos en la monumen-
tal obra de Euclides, donde el método ad absurdum hace brotar de

cada proposicion las proposiciones envueltas en ella mediante las

relaciones de negacion, afirmacién y reciprocidad, y que hoy co-

ITESPONAC & ]u relaiClon proyectiiva, « la corre: ndencia sS1l021s(1-

ca y ala correspondencia univoca, los mas fecundos conceptos de

sistematiZacion.

]l andlisis, llevando un encadenamiento desde una verdad su-
1 o 114 1

mostrada podia, desde entonces, presen-

puesta hastauna ver

tarse bajo la forma de teorema, enriqueciendo paulatinamente el

organismo cientifico, y llevando hacia las sintesis parciales, con-

forme las que la ciencia se ha ido modelando 4 través de los siglos.
[La Aritmética de Diofanto llevaba el gérmen de la teoria de las

uaciones, que ha constituido otro de des problemas,

tanto, que aquellas soluciones abandona

bes v hasta en la de Vieta, habian de ser I

en la época de los dra-

iundamento

- v conocer la cantidag

entrever la posibilidad de resol bra, to-

dos los ST AIIUCS talentos m ILCINALICOS €]

ylos Descartes, N

l rcieron en €l su actividad,
ewton, Rolle, Lagrange, Sturm, Cauchy, dejaron

huellas indelebles de su genio eén el tratado de 1as ecuaciones nu-

méricas, hasta que

- 1 A H -~ =t gy 7 1+ 3 . -4 I 1
1ortal Abel, demostrando la imposibilidad



EL PROGRESO MATEMATICO 21

de resolverse aquél de una manera general, trazé nuevos rumbos
4 la ciencia, fundando, sobre la teoria combinatoria de las sustitu-
ciones, el Algebra moderna, que se habia de extender finalmente
hasta la teoria de los grupos de transformaciones.

Descartes enlaza el numero con la extension en su Aplicacion
del Algebra a la Geometria, y amplifica los dominios de la canti-
dad con la interpretacién de las cantidades negativas.

Esta union de lo abstracto y lo conereto, del nimero puramente
subjetivo con el espacio, entidad objetiva, con sus cualidades pro-
pias, se hace mds ostensible y permanente en el algoritmo infini-
tesimal de Leibnitz, donde se funden el numero y la extension bajo
el algoritmo infinitesimal, y en el cdlculo de las fluxiones de New-
ton, donde la cantidad afecta apariencias gecométricas, bajo la ac-
cion del fluir, mediante un nuevo factor, el movimiento; y estas
nuevas teorias, desenvueltas por los Bernouilli, L’ Hospital y- Eu-
ler, llegan, como espléndida herencia al siglo XIX, que sobre ella
ha de fundar ulteriores conquistas.

Por otra parte, la Geometria seguia rigida é inalterable en los
Elementos de Euclides, si bien Desargues y Pascal heredaban las
hermosas creaciones de Apolonio acerca de las cénicas, y echaban
los cimientos de la Geometria proyectiva al importar el concepto
de 1a relacion perspectiva, y Fermat, enriqueciendo con sus pro-
pios inventos la Aritmética de Diofanto, elevaba sobre la Aritmé-
tica ordinaria, la teoria de los numeros, que habia de sistematizar
Gauss, en este siglo.

Tales son los precedentes de la Mateméatica moderna; con este
brillante legado inmaugura el siglo XIX su labor encaminada &
cambiar la faz de la ciencia. Esta se habia elevado, sobre la base
del andlisis, que redujera cada problema 4 una verdad demostra-
da; el problema se transformo en teorema, ¢l andlisis en sintesis,
los esfuerzos lentos de la invencién en las breves formas de la ex-
posicion sistematica.

Al enumerar los brillantes descubrimientos debidos 4 nuestro
siglo, que superan en variedad ¥ nuimero 4 los de los siglos ante-
riores, puesto que 4 la organizacion de las teorias acompafian in-
ventos de toda especie y generalizaciones amplisimas de concep-
tos, heredados en gérmen de los grandes inventores del siglo X VII,
creemos titil esquematizar, estos inventos con los nombres ilustres
que llenan esta €época de progreso y de desarrollo en todos los ra-
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mos del saber

, ¥ que

recuerdo perenne de las oenerad iones venideras.

‘A timbre de gloria para la humanidad vy

Gauss, cuyo talento universal abordé todas las cuestiones capi-

tales de la ciencia, en la teoria de eros, cuyo puesto de

honor le corresponde juntamente sucesores Dirichlet,

Kummer v Dedekind,. resume con estos nombres la teoria de los

nimeros del siglo XIX: v con su podersa iniciativa, ilumind los nue-
vos descubrimientos de Bolvai v Riemann, gue con los de Lobat-
ue re-

lada

zacion

chewsky originaron los sistemas posibles de Geometri:

ducen 4 un caso particular la Geometria, hasta e

en la admision del postulado euclideo, y llevan ala g

generalizaciones

del concepto de espacio, en conformidad con las

1 1

del Andlisis, que conducen al estudio de las v: es de n dimen-

S107T1CS.

teoria 1S cas suj ] n ! \ Cl ! €S v con su
metodo de proveccion, « decir, importando a la geometria los fe-

maginario y lo infinito, que tanta unidad

A los nombres de Monge, Carnot y Poncelet, se agregan los de

h que resumen la geometria mo-

At a > N Ak med 1 =3 1 P, RO ey ]
en { f | L detenido en los descubrimientos de | .

grange, Sturm y Cauchy, bajo la influencia de la teoria combina-
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toria de las sustituciones, se ofrece con nuevo caricter mas cien-
tifico, segtin la crearon Abel y Galois, dentro de la extension de
los grupos de transformaciones discontinuos.

Sin ir mas adelante en esta resefia histérica, podemos ya notar
las tendencias unificadoras de las diversas teorias, al mismo tiem-
po que nuevos elementos, importados en la ciencia, la amplifican
de un modo prodigioso.

El Algebra, desviandose algtn tanto del concepto de continui-
dad, se somete al de combinacion. El calculo generalizado se apli-
ca 4 objetos cuyo concepto se eleva sobre el de cantidad; 1as ope-
raciones particulares se agrupan bajo la operacion combinatoria,
el principio de las leyes formales del cilculo exige-tan solo el res-
petar el principio légico de contradiccidn.

Sobre la relacién proyectiva, que determinan la relacion anar-
monica 6 las formas armonicas, 0 afinidad lineal; y sobre la corres-
pondencia dualistica de las ficuras polares se hallan, en particu-

lar, las correspondencias de Cremona ¢ birracionales y la corres-

pondencia de los conexos 6 complejos de puntos y de rectas, que
supera 4 la polaridad, traduciendo geométicamente formas depen
i

rrespondencias subordinadas 4 la vasta teoria de los grupos, que

dientes de un doble sistema de variables, y en general, otras co-
dan origen a-las teorias de los grupos fuschianos, funciones auto-
morfas, representacion conforme y a las correspondencias que se
estudian en el Analysis situs, 6 Geometria de situaciéon, fundada
por Riemann.

La Geometria proyectiva quedo reducida por Cayley 4 una par-
te de la geometria métrica, desde que en su sexta Upon Quantics,
basdindose en su original nocion de distancia, consideré, no preci-
mente las propiedades de una figura en si, sino en sus conexiones
con lo que llama /o absoluto, 6 la conica del infinito, pues, como
dice el Sr. Klein en su memoria, Sur la Géométrie dite non eucli-
dienne, puede constituirse una métrica proyectiva general en el
espacio, relativa 4 una superficie de segundo grado, elegida arbi-
trariamente como superficie fundamental, determinacién métrica
que da, segtin la especie de superficie empleada, una imagen para
las diferentes teorias de paralelas.

Los nuevos elementos importados 4 la Matematica exijen, pues,
una nueva distribucién de las ciencias parciales, 6 ramas, que
comprende.

Como una rama superior de la combinatoria tenemosya la que
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estriba en la extension de las clases, bajo los conceptos de subor-
dinacion y supraordinacion, que ha dado origen al Algebra de la
logica.

Sobre el ,'\1_:'1-1\1';1 ordinaria aparecen las Algebras simbdlicas,
susceptibles de varias representaciones geométricas: sobre la Geo-
metria ordinaria la Pangeometria y las geometrias que dependen
de la naturaleza de los elementos que se toman como fundamen-
tales, subordinando todas las ramas 4 la teoria de los grupos.

Como procedimientos, la proyeccion que, ademads de ser geome-
trica, puede ser una correspondencia de elementos, talcualaparece
en los conjuntos de Cantor, que originan las varias agrupaciones
que sucesivamente hacen mas densas las séries de numeros en-
teros, racionales, algébricos, trascendentes, y que se concretan en
conjuntos de puntos.

La adjuncidn es otro de los modernos procedimientos; median-
te ésta, Galois consigui6 reducir el grupo propio de las ecuaciones
resolubles por radicales, y llegd 4 su resolucion.

[.a adjuncién de los elementos imaginarios en el infinito ha da-
do unidad 4 las relaciones geométricas, y hecho proyectivas las
relaciones métricas, segtin la teoria de Cayley; la adjuncién,
en fin, asocia los sistemas de ciertas entidades en otras mas gene-
rales; v bajo la influencia de estos procedimientos, la Matem:itica
tiende 4 unificarse dentro de una vasta organizacién, cuyas ra-
mas principales serin objeto de los siguientes conferencias.

e RS IR e
CRONICA

CoxGreso pE Zuricn.—En conformidad con los acuerdos
tomados en el Congreso preliminar de matemadticos, celebrado
en Paris bajo la presidencia de M. Poincare, tuvo lugar en 1897,
el primer Congreso internacional en Zurich, donde se reunie-
ron los mas ilustres matematicos de la época actual, cuyo co-
mité directivo se formo por los profesores Geiser, como presi-
dente, Bleuler, Brioschi, Dumas, Franel, Hirsch, Klein, Lai-
sant, Mertens, Minkowski, Mittag-Leffler, Rudio, Miihll, Vas-
silief y Weber.

Su objeto era:

TIESE  pee—

=
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1. Promover relaciones personales entre los matematicos
de las diversas naciones.

2,0 Facilitar en las memorias 6 conferencias un resumen del
estado actual de las diversas ramas de las matematicas, y ofre-
cer la ocasion de tratar ciertas cuestiones de reconocida impor-
tancia.

3.0 Deliberar sobre los problemas y la organizacion de los
congresos fuluros.

.o Tratar cuestiones de bibliografia, de terminologia etc.,
respecto d las que parece necesario un acuerdo internacional.
Se trataron por los Sres. Poincaré, Rudio, Hurwilz y Peano
las tésis signientes:

a). Sobre las relaciones del andlisis puro y de la Fisica ma-
temitica: b), sobre la organizacion de los futuros Congresos,
¢) acerca de la teoria de las funciones analiticas en la época ac-
tual: d) l6gica matemadtica, y e) cuestiones de las matematicas
superiores.

Como primer resultado de este Congreso se publicé un ele-
gante tomo titulado: Verhandlungen des Ersten inlernalionalen
Mathemaiiker Congresses, donde se contienen los resumenes de
todos los trabajos presentados por los matematicos concurren-
tes al mismo.

Ofra de las consecuencias fué preparar el segundo Congreso
internacional que se celebrarda en Paris del 6 al 12 de Agosto
del ano 1900, siendo presidente de la comision administrativa,
M. G. Darboux y de la Comisién de trabajos, M. H. Poincaré.

ConGreso pe DusseLporr. Septiembre 1898. Siguiendo la
costumbre adoptada por la Asociacion matemidtico-alemana,
se tralaron los asunlos, y se presentaron las memorias que se-
mestralmente publica el 6rgano de esta sociedad Jahresberichl
der Deulschen Mathematiker-Vereinigung; y es muy digna de
mencionarse la interesantisima conferencia que dio el profesor
Herr F. Klein acerca de La Universidad y de la Escuela técnica
superior.

« La ensenanza matematica, dijo el Sr. Klein, debe tener muy
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en cuenta el desarrollo histérico de la ciencia, debe convertirse
en filogenética; en vez de comenzar por nociones abstractas
de una légica irreprochable, la ensenanza debe tener un carac-
ter concreto y despertar de una manera tangible la concepcion
de las cosas. La Geomelria debe preceder al Algebra.»

LA Sociepap rraviana Maruesis. Bajo la iniciativa del profe-
sor de la Universidad de Turin, Sr. Bettazzi, se ha constituido la
sociedad de estudios enlre los profesores de matematicas de las
escuelas medias, denominada Malhesis, cuyo objeto es la me-
jora y el perfeccionamiento de los profesores, bajo el doble
punto de vista cientifico y diddctico, y cuyo 6rgano es el Bolle-
tino della Socteld « Mathesis»; y hoy gestiona esta Sociedad, con
el ministro de Instruccion piiblica, la adopeion en la ensenanza
de los dos perfeccionamientos llevados & feliz término por los
Sres. Lazzeri y Bassani en sus Elementi di Geomelria, i saber,
la independencia de la Geomelria del edlculo, y la fusion siste-
mitica de la Geomelria plana y la del espacio, que seguramente
daran muy satisfactorios resultados en la ensenanza, retardan-
do 4 los alumnos de los Institutos ¢ Liceos el entrar desde luego
en las abstraciones del Algebra, cuya aridez no hay que des-
conocer en los primeros anos de los estudios.

Ciertamenle que esta mejora se adaptla & anleponer venlajo-
samente el estudio de la Geometria al del Algebra.

== RSP F

BIBLIOGRAFIA

Trarri: p’' ALGEBRE SUPERIEURE par Henri Weber, traducido del ale-
man por J. Griess—Gauthier-Villars—1898,

Sin género de duda puede considerarse como acontecimiento de
gran interés, para el progreso de la ensefianza, la publicacién en 1396
del Lehrbuch der Algebra, debido al profesor de la Universidad de
HEstrasburgo Herr H. Weber, hasta el punto de que inmediatamente se
ha traducido en lengua francesa, por M. J. Griess, el primer tomo, al
que es de esperar siga en breve el segundo.

Sin olvidar las cldsicas cuestiones que se resolvieron entre la época
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de Descartes y la de Lagrange y Sturm, y que han sido el objeto ex-
c'usivo de los estudios en los planes de ensenanza, hasta hace pocos
anos, el Sr. Weber da nueva organizacién 4 esta rama de la Matema-
tica, revistiéndola de su cardcter propio, pues sin descuidar la parte
relativa 4 la continuidad, hace destacarse del conjunto las teorias com-
binatorias.

Con este propdsito, inmediatameute después de tratar las Funciones
racionales, en el primer capitulo, donde se expone lo fundamental
concerniente 4 las funciones derivadas, 4 las funciones homogéneas,
funciones reducibles é irreducibles, se hallan expuestas las teorfas de
determinantes, resolucidn trigonométrica de la ecuacién binomia, idem
de las de 3.2 y 4.° grado, siguiendo el procedimiento debido & los
Sres. Lipschitz, Dedekind y Frobenius para el célculo de las raices,
y empleando el modo de razonar, ya extendido en los tratados mo-
dernos de Andlisis, para establecer la continuidad de las raiees.

El eapitulo IV tiene por objeto: Las funciones simétricas, el empleo
de éstas para el estudio de la discriminante, la resultante y la elimi-
nacién, terminando con la transformacién de Tschirnhausen y sus
aplicaciones.

El eapitulo V tiene por objeto las Transformaciones lineales, donde
se exponen los fundamentos de las teorias de invariantes y covarian-
tes, y termina el libro I con el capitulo IV dedicado 4 la transforma-
cidn de Tschirnhausen.

El libro II comprende las materias siguientes: Realidad de las rai-
ces—Teorema de Sturm—Limites del niimero y del valor de las raices.
Aproximaeidn de las raices, fracciones continuas y raices enésimas de
la unidad.

Estas teorias del Algebra, que pudiéramos llamar antigua, se hallan
renovadas en la obra del Sr. Weber por su modo de exposicién y por
el enlace que de ellas ha hecho con otras modernas. Los asuntos més
interesantes bajo este concepfo son: el estudio de la bezutiana, res-
pecto 4 la realidad de las rafeces, las formas cuadraticas, las funciones
esféricas, las investigaciones de Hermite y de Hurwitz respecto al
jeorema de Sturm, la feoria de las caracteristicas de Kronecker. La
comparacién geométrica de las diferentes reglas para la obtencién de
Iimites de las rafces, segin el Se. Klein.

Bajo los epigrafes: Fracciones continuas y Teoria de las raices de la
unidad, el Sr Weber ha escrito una Teviria de los nimeros muy intere-
sante, y digno precedente del libro III, que bajo la denominacién: Las
magnitudes algébricas, comprende las teorias de Galois y Dedekind,
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Basta citar los siguientes asuntos: Idea de cuerpo de nimeros, la ad-

Ii}_ln(_-j(’)r,-, funciones en &2, cuerpos a];_i‘l:;.i,ll\:l._'\'lf“. !LJI‘i]l]iLi\'{_lri & ‘iII.lEH'%:!]Il[.Il-

vos, cuerpo normal, resolvente de (talois, grupos de permutaciones,

grupos transitivos é intransitivos. ecuaciones abelia-

grupo de (Galois,

nas y ciclicas, periodi  las ecuaciones y ecuaciones metaciclicas.
1

La simple enumeracién, hecha muy someramente, manifiesta cudn
interesante es el Algebra del Sr. Weber, que seguramente dari la
pauta para el estudio de esta rama en la actualidad, y acaso durante
muchos afnos.
THHORIE DES FONCTIONS ALGEBRIQUES de deuw variables independentes
/,_‘,‘. !' .f”f‘l"'-'('r'f ot (

Esta interesante obra parece ser una continuacidén del muy notable

r. Simanrt. f_,l.':-’.““"."‘_‘fl'."!" Villars, 1897.

Traitd d' Analyse de M. Picard, que en su elegante y metddica exposi-

cién de la superficie de Riemann estudia sus transformaciones, con-

forme 4 los prineipios del Analysis situs, mediante sistemas de seccio-

nes y agujeros y la distribucién de los lazos correspondientes 4 los
puntos de ramificacion, empleando. para la reduccién de las singula-
ridades de una funcién, el teorema de Herr Nijther, que permite redu-
cir el estudio de las curvas al de las que solo tienen puntos multiples
con tangentes distintas.

En la Théorie des fonelions algébriques, de MM. Picard y Simart,el ob-
jeto prineipal es el estudio de las funciones algébricas de dos wvaria-
bles, basindose en el Analysis situs, de cuyos fundamentos hacen una
exposicion extensa, ocupandose de ias integrales miitiples de orden
n—1, en el espacio de n dimensiones, de los diferentes drdenes de co-
nexion en los espacios de ndimensiones y de la extensidn del teorema
de Cauchy, segiin M. Poincdré,

El capitulo IV trata de las singularidades de una superficie algébrica
y de las invariantes de una superficie, desde el punto de vista de la Geo
melria de situacion; exponiendo la reduecién de las singularidades.
los diferentes 6rdenes de conexién, la conexién lineal y los ciclos li-
neales.

_\! tratar 111'_' las ;J‘n"ﬂ'.l'fr'lif"!'-‘ daobles Il.'ﬂ,-'lf','.r?r:}'-’ ._,\il_h'."a--'_ se t‘.‘illll']]lil l’l

%

i1

género geometrico de las superficies algébricas, los sistemas lineales de
curvas trazadas sobre una superficie, el segundo género de las su-
perficies algébricas y el grado del sistema canénico.

El eapitulo VIIT y dltimo tiene por objeto las curvas alabeadas aloé-
bricas y la ,"ulf'.'}f.'rtfa! .i')r.é'.‘-_".;r.fz'h.-’,’ de dar el Ijlr.--..')m de una ,__,(,f,_\,-;,‘l_._.'f,' .

Antes de estudiar las superficies que pasan por una curva alabea-
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da, exponen los autores varios teoremas, partiendo de la representa-
cién empleada por Cayley para ur.a curva alabeada, esto es, que «una
curva alabeada algébrica ¢ se dice de orden 6 de grado m, si su pers-
pectiva, tomada desde un punto arbitrario del espacio, sobre un plano
cualquiera, es una curva algébrica de orden m: y si se supone hecha
esta perspectiva paralelamente al eje de las z, se tendré evidentemente
para todos los puntos de la curva

fl2y) =o0 =z —7“7“"
Y@ )

representando f una curva plana irreducible de ordenm, y @, ¢, % po-
linomios en @ ¢ y de grados respectivos n y n—1 tales, que la curva
w—o0 pase por los puntos d2 interseccién de /=0 y ¢=o0.

Con este motivo se emplean las superficies adjuntas, cuya noeién se
debe & Herr Néther, terminando e! primer tomo de la obra con la
determinaciéon del ntimero de condiciones necesarias para que una
superficie pase por una curva alabeada, y el género numérico de una
superficie.

ReperTorIo DI MATEMATICHE SUPERIORI--Definiziont, Formole—Teore-
mé Cenni bibliogrefici per Evrnesto Pascal, Milano, Ubrico-Hoepli (1898).

El profesor de la Universidad de Pavia Sr. Pascal, ha llevado a la
ensenanza, sus profundos estudios sobre el Anélisis en sus compen-
diosos y por esto mismo, faciles tratados de Cualeslo infinitesimal y
Ewercici ¢ Note' critiche di calcolo infinitesimale, inspirados, como dice
en su prélogo, en obras tan dignas de estudio como las de Lipschitz,
Mansion, Stolz, Dini, Genocchi-Peano y Harnack, escribiendo nia~
nuales muy adecuados para la juventud.

Recientemente ha continuado su propdsito de divulgacidn de las
altas teorias matematicas publicando el primer tumo de su Repérforio,
dedicado al Anrdlisis, que constituye un Vade-mecum de las estudian-
fes y aiin, de todos los que se dedican a la Matematica.

Al tratar de los niimeros irracionales y complejos, expone sus re-
presentaciones, especialmente segiin la teoria de Cantor y la de Ha-
milton, 6 sea de los conjuntos y de los cuaternios, y asi puede pre-
sentar clara é intuitivamente los conceptos de funcidn y de limite.

Entre las feorias modernas de mayor interés tratadas con la elegan-
cia caracteristica de este sabio profesor citaremos: La teoria de los
erupos de sustituciones.—Determinantes. — Series y produectos infini-
tos.—Resultantes.—Diseriminantes.—Teoria de Galois.—Integrales
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indefinidas, definidas y elipticas —Ecuaciones diferenciales, invarian-
tes y paridmetros diferenciales.—Sistemas completos de formas inva-
riantivas.—Funciones mondgenas, holomorfas y meromorfas.—Pun-
tos singulares esenciales.—Funciones modulares. — Superficieds Rie
mann.—Integrales abelianas y funciones elipticas. Funciones hipere-
lipticas, abelianas, eulerianas, circulares, hiperbdiicas ¢ hipergeomé-
tricas.—Congruencias de 2.° grado, residuos cuadriticos, equivalencia
de las formas y noc:ones de los niimeros algébricos, segiin Kummer

v Dedekind.

PropriMEs DE GEOMETRIE BLEMENTAIRE groupés d aprés les métho-
des & employer pour leur résolution par fvan Alexandroff, traduit par
D. Aitoff.—Paris Hermann, 1899.

Una obra de esta naturaleza es muy adecuada para despertar en
los jévenes la aptitud para 'a investigacion personal, al facilitarles
gradualmente el poder llegar & la resolucién de unos problemas, apo-
yidndose en las ana ogias que tienen con otros:

Kl Sr. Alexandroff expone en cada capitulo el método que va 4 em-
plear, propone en seguida, resolviendo algunos, los problemas-tipos, y
4 continuacién presanta una coleccién de ejercicios que facilmente se
resuelven, atendiendo 4 las reglas generales.

[.os métodos empleados en esta interesante obra son: Lugares geo-
métricos, semejanza, construcciones inversas, simetria, translacion, rota-

cidn, inversion y aplicacion del Algebra ¢ la Geometria.

= RS A
CUESTIONES RESUELTAS

Sean A un punto luminoso, B un punto tomado, como el primero, en
el plano de un circulo que tiene C por centro.

Se pide obteney el lugar de los puntos M del elreulo donds se refleja
el rayo luminoso AM, de manera que pase por el punto B, cuando el ra-
dio del cireulo toma valores cualesquira.

iCudl es el problema de mizimo que se encuentra en esta cuestion?

Determinar directamente ciertos puntos particulares del lugar buscado

(Ph. Breton),
(Solucion por el Sr. H. BRORARDY

Debiendo hallarse siempre el punto C en la biseetriz del angulo
AMB, estara a distancias iguales de las rectas AM y BM.
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Para tener un punto de la eurva, bastard pues, trazar circulos que
tengan C por centro y trazarles tangentes por A y B.

Estas tangentes se encontrardn en cuatro puntos My, My, My, M,.

Si se consideran las cuatro circunferencias que tengan C por cen-
tro y pasen por los puntos M,, M,, M, M,, dos de 2stos puntos corres-
ponderdn 4 reflexiones reales del rayo luminoso AM, los otros dos
tendrin solamente una significacién geométrica.

Para obtener la ecuacién del lugar (M), se procedera de la manera
siguiente: '

Siendo C el origen y CA el eje de las y, las coordenadas de A y B
serdn (0. a.), (5. a.).

Siendv a*+y*=R? la ecuacién de uno de los circulos, las rectas
AM, BM, tendran por ecuaciones

y = mae + d, ¥ — b=n (v—a)

con las condicionos:
d b — na

U v 1-4+n?
La eliminacién de m y n es inmediata y da para el lugar (M) la
ecuacion
d* 2? [(z—a)* + (y—b)?] = [ba—ay)? [« + (y—d)?]
La curva (M) es, pues. de 4.° grado.
Como verificaciones, se ve que pasa por los puntos A (o, d),
B (a, b), C (o, 0) y por el punto D, proyececién ds C sobre AB. Admite
asintotas rectilineas cuyos coeficientes de inclinaci6n estin dados por
la ecuacidn
a*e¢t — ".3._. —r'ﬁl‘l—bﬁ1 ("‘E"[“]}I‘:—(?? = 0
de donde
d—p*

a’

!fI'I: — ]. o=

Determinando otros varios puntos, se reconoce que la curva (M)
tiene un punto doble en el origen, con dos tangenies rectangulares.
En cordenadas polares tiene por ecuaeidn:
©* [(b cos w—a sen w)? —d* cos? w]|—2dp [sen w (b cos v—a sen w)?
—dcos* v (acosw-bsen®)] — ad* [acos2w-+tbsen2 w|=o0
La curva presenta una analogfa de trazade con la estrofoide
oblicua,
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O bservaciones. Cuando el radio AM se l"-'”“.i”‘ sobre la circunfen-
(‘jE\. uno de los trayeclos A \1-}—\1“ es u"f'-.rtfu.?hf.'u‘_ el otro es m toimunm.
Este problema es una reproduccién de la cuestién clasica del bi-
llar eircular.
e

o RS T

CUESTIONES PROPUESTAS

254 Sobre los tres lados de un tridngulo ABC se toman puntos
A', B, C' que dividen sus lados en la misma razon m :n; las rectas
AA', BB, CC' se cortan en los puntos M, N, P, por los que se trazan,
primero, 'as rectas B, C,, C, A,, A, B,, paralelas respectivamente a
BC, CA, AB, después 'as rectas C,A,, A,B,, B,C, paralelas 4CA, AB,
BC, en fin, las reetas A, B,, B,C,, C,A, paralelas 4 AB, BC, CA,

1. Los vértices homdlogos de los 4 tridngulos homotéticos ABC,
A B,C, A,B.C,, A,B,C, estd en tres lineas rectas, que se confunden
con las medianas del tridngulo ABC

2.0 Las distancias de los vértices del tridngulo ABC 4 los vértices

j homdlogos del tridngulo A, B, C, son medias proporcionales entre las
distancias de dichos vértices 4 los vértices homdélogos de los tridngu-
los A,B,C,, A;B;C,
3.2 Determinar las razones de homotecia de los tridngulos A, B, C,
A,B,C,, A;B;C; al tridngulo ABC.
(H. Vax AuBEgL).

255 Por un punto cualquiera O, tomado en el plano de un tridn-
gulo ABC, se trazan rectas paralelas 4 las tres medianas AD, BE, CF:
sean A,,B,, C;; Ay, B, Cs: Ay, B, C, los puntos en que estas paralelas en-
cuentran respectivamente 4 los lados BC, CA, AB. Demostrar que los
dos tridngulos A, B,C,, A,B;C, valen cada uno el cuddruplo del trian-
gulo ABC.

(H. VAN AusgsL).

256 Se da una cireunferencia, un diimetro OCE vy la tangente OB
en O, se proyecia un punto A de la eurva en D: sobre OB se toma
DB=0D. Obtener el lugar (M) de la interseceidn de las reetas OA.
BE. Determinar los puntos de interseccidn de las tangentes comunes
al eirculo y 4 la curva (M).

(H. BRocARD),
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