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I . Se sabe que cuando se toma por punto de par t ida de la t e o r í a 
de las fanciones e l í p t i c a s l a i n t eg ra l 

d ^ . 

V 4^3 

nos vemos conducidos á considerar una func ión , estudiada por vez 
p r i m e r a por Weiers t rass que la r e p r e s e n t ó mediante la n o t a c i ó n 
la cual resul ta de la i n v e r s i ó n de l a i n t e g r a l precedente. 

L a f u n c i ó n i? («) es susceptible de u n desarrol lo ense r i e de frac
ciones simples p o r medio de la f ó r m u l a 

Í>(M): 
1 

+ I 
1 

{u — a )"2 

en la que a representa los valores que resul tan de sus t i tu i r en la 

cant idad 2w w t + %n w.2 

w = o , + 1 , + 2 , ?w = o, + 1 , + 2 , 

excluyendo l a c o m b i n a c i ó n w = o, m = o, y en la que 2 ^ , y 2w2 repre
sentan los p e r í o d o s de la f u n c i ó n ^(M). 

Se sabe t a m b i é n que esta igua ldad puede se rv i r de base á una teo
r í a de las funciones e l í p t i c a s . E n u n a r t í c u l o nuestro, pub l icado en el 
B u l l e t i n des Sciences m a t h é m a t i q u e s , hacemos ver como de esta fór
m u l a se obtienen con fac i l idad las propiedades de la funcióní>(?f) . 
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Cuando se establece de este modo la t e o r í a de las funciones e l í p t i 
cas, se hace necesario deducir de las propiedades de l a f u n c i ó n ^ ( w ) 
las propiedades de las funciones sn w, en u y dn u . A q u í vamos á con
siderar una de estas propiedades, quo se refiere al desar ro l lo de 
estas funciones en serie de fracciones simples, para ofrecer u n modo 
de obtenerla p o r el desar ro l lo anter ior á .ep{i() (*). 

Par t i remos de la f ó r m u l a 

1 
sn u 

H {u) 

Esta f ó r m u l a manifiesta, atendiendo á las propiedades de las fun
ciones H ( M ) y 0 ( V ) de Jacobi , que l a f u n c i ó n sn « admite p o r polos 
los puntos 2 n K - ) - ( 2 m + l ) ¿ K ' , 
representando n j m n ú m e r o s enteros posi t ivos , negat ivos ó nulos y 
iT, K1 las in tegrales 

d ^ 
K 

V (l-^2) ( l - fcV2) 
K -

V ( l - ^ ) ( l - f c V ) 

donde k ' -~ l—Te*. 
Estos polos son simples, y , como los p e r í o d o s de la f u n c i ó n sn « 

son 4 K y 2 i K ' , en los parale logramos de los p e r í o d o s c o n t e n d r á n los 
polos i K ' é ¿ K ^ ' K ' . 

Para ha l la r el residuo de sn u relat ivamente al p r imero de estos 
polos, puede recur r i r se á u n teorema m u y conocido que da, represen
tando este residuo p o r A l , 

1 H { i K ) 
, ~ V l ~ 0 ( i K ' ) ' 

ó, atendiendo á las propiedades de las funciones de Jacobi , 

1 ©(o) 1 
H ( o ) Te 

D e l mismo modo se hal la , representando por A2 el residuo de 
sn u relat ivamente al polo S K + i K ' , 

A , = -

(*) E n los capítulos , que en el tomo I I I (actualmente en prensa) de nuestroCVr^o de Ana-
Ijjse dedicamos á la teoría de las funciones e l ípt icas , seguimos el camino que acabamos de indi
car para establecer la teor ía de estas funciones. 
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2 . Sentados estos p r inc ip ios generales, para ha l l a r el desarrol lo 
de sn u en serie de fracciones simples, a p l i q ú e s e á l a f u n c i ó n sn u el 
teorema de d e s c o m p o s i c i ó n de M . Hermi t e (*>. 

Tenemos, tomando como elemento s imple la func ión C (w) de W e i -
erstrass, 

sn w==A1 C 0 - ¿ K ' ) + A 2 C ( í t - 2 K - i K ' ) + 0 ! 

y , der ivando dos veces, 

d'2 sn M 
du2 

puesto que 

= - A p ' { u - i K ' ) - Á . 2 p ' 0 - 2 K - 2 Í K ' ) 

dK(u) 
d u P (w) 

Sust i tuyendo A1 y A.2 p o r sus valores hal lados anter iormente, 
tenemos 

d'1 sn u 1 
dux 

Í > ' ( w - 2 K - ¿ K ' ) ~ p ' { u - i K ) 

y , sust i tuyendo ahora las dos funciones 

jt?'(?(—¿K') y — 2 K —¿K') 

por los desarrollos que se obtienen aplicando á estas funciones la 
f ó r m u l a siguiente que resul ta de der ivar dos veces la f ó r m u l a (1): 

p ' (»= - V-—^—— , (« - «) 
1 d'2 sn u 

du2 2 n K - ( 2 m + l ) ¿ K ' ]3 

d sn 
" d 

[ > - 2 ( 2 n + l ) K - ( 2 m + l¡MK']:J 

2 ( - l ) s 
fc [ w - 2 5 K - ( 2 m + l ) ¿K ' ]a 

donde el sumatorio S se refiere á todos los valores enteros de s y m. 
Obtenido a s í el desarrollo de la derivada segunda ele sn u p á s a s e , 

para el desarrol lo de la derivada pr imera , po r una i n t e g r a c i ó n entre 

(*) Hermi te : Cmirs de la Faculté des menees de Parts, p 226. 
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los l í m i t e s 0 y y para el desarrollo de sn u por una secunda in te
g r a c i ó n entre los mismos l ím i t e s . Tenemos as í , haciendo 

2 s K + ( 2 m + l ) i K ' = a , 

y notando que la der ivada de sn u es i g u a l á l a un idad , cuando u = o, 
p r imeramente 

á s n u ^ V ^ r • ' r 

y d e s p u é s 

{u—a )'2 

sn u = u + - ( - 1 ) 
1 1 u 

+ + — 5 
u — a a a -

Y esta es la f ó r m u l a conocida, que p r e t e n d í a m o s demostrar, ha
l l á n d o s e del mismo modo los desarrollos de c n u y á a u en serie de 
fracciones simples: 

c n M = l + Y > ( - 1 ) 

dn u = l + 

1 1 u 
• + — i r + ~ ~ . 

u — a a ' a -

1 1 u 
+ + 2 

u — a a a -

S U R L A R E C T I F I C A T I O N W . A R C S D E S C O U R R E S D I T E S L I M A ^ O I I S D E P A S C A L 
P A R M. J O S E P H M a R C H A N D 

a n c l e n é l é v e d e l ' E c o l e F o l y t e c h n i q u e 

§ Io. A cote des ovales de Cassini et de l a lemniscate, rectifiables 
par les fonctions e l i ip t iques on peut rang-er les L i m a ^ o n s de Pascal 
q u i jouissent d 'une p r o p r i é t é analogue. A ce t i t re cette classe de l i 
gues, d e j á r e m a r q u a b l e á tant d'egards, m é r i t e r a i t de p rendre place 
dans l 'enseignement classique. No t re b u t i c i serait de l ' é t ab l i r . 

§ 2o. E n c o o r d o n n é e s polai res les L ima^ons de Pascal peuvent se 
ramener , on le sait, á l ' é q u a t i o n simple: 

(1) r = p + q eos w 
o ü p et q r e p r é s e n t e n t des q u a n t i t é s posi t ives. 

Suivant que Ton a 
%> 

p < q 
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on obt ient t ro is v a r i e t é s distinctes: et nous rappelant l a l i a i son des l i -
ma^ons aux, coniques, chacune d'elles sera b ien déf in ie par les noms 
á ' e l l ip t ique , hyperbolique et parabolique. 

A l a l im i t e d 'a i l leurs s i Fon fait: 

p = o ou q = o 

l ' é q u a t i o n (1) donnera evidemment des cercles. 
§ 3o. Oes p r é l i m i n a i r e s poses, d ' a p r é s l a formule 

d s = d w [ r 2 + ( ^ ) 
i l v ient , par la subs t i tu t ion a r et a ( 4 - ^ de leurs valeurs actuelle 

\ d w y 
es 

ds = du [ p 2 + q 2 - f - 2 p q c o s w ] 2 -

et si nous posons w==2 prenant ? p o u r nouvel le var iable , et remar-
quant que 

eos w = 1 — 2 sin2 tf, 
i 

ds = 2dcp [(p- j -q)2—4 pq sin2 » ] 2; 
d ' oü finalement 

d ^ [ I — k 2 s i n 2 ¥ l 2" 
ds 

4 p q 
, dont l a va leur est toujours 

2 ( p + q) 

en r e p r é s e n t a n t par k2 la f rac t ion v 
( p + q ) \ 

i n f é r i e u r e á l ' u n i t é . 
Prenons maintenant p o u r o r ig ine des afes Tor ig ine des coordo-

n é e s o ü tf est n u l en m é m e temps que on obt iendra la re la t ion 
/• r i 1 

/ w / <P [ y 
^ , \ - = \ 1 — k 2 s i n 2 ' f d » 
2 ( p + q) J o L J • 

dans laquel le l a q u a n t i t é sous le signe / r e p r é s e n t e l ' i n t é g r a l e e l l i p -
t ique de 2e e s p é c e de Legendre . 

D ' a i l l eu r s k est l a va leur de l ' e x c e n t r i c i t é commune aux ellipses, 
ayant p o u r demi axes des q u a n t i t é s telles que 

m ( p + q) m ( p - q ) 

dans lesquelles, m p r e n d une va leur posi t ive a rb i t ra i re , done: 
l ' a rc de L i m a g o n a pour expression: 
Io. Soit l 'arc de l 'e l l ipse ayant 2 ( p + q ) , 2 (p —q) pour demi axes; 
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2o. Soit le double de l 'arc d'ellipse ayant ( p + q ) et ( p - q ) p o u r 
demi axes; 

et a ins i , en d e s i g m i i t toujours avec Legendre l ' in tégTale e l l i p t i -
que de d e u x i é m e e s p é c e par le symbole E («pk), on é c r i r a á v o l o n t é 

[2 (p-+-q)] E («k ) ( 3 ) o u 2 ( P + q ) E ( ? k ) (4) 

Remarquons maintenant, que si !f devient é g a l á — , w p r e n d it com-

me va leur correspondan te: nous savons d 'ai l leurs que cette va leur 

— de donne r i n t é g r a l e complete de 2e e s p é c e de Legendre et par 

suite dans les formules precedentes u n quad ran t ou demi quadrant. , 
suivant que l ' on considere (3) on (4); d ' autre pa r t w é t a n t devenu é g a l 
á it, c'est le demi L i m a g o n q u i sera s i m u l t a n é m e n t d é c r i t , done si 
nous doublons en ra ison de la symetr ie de forme et des l ima^ons et 
des ellipses, i l v iendra . dans (3) et (4) 

J 2 U = 2 [(p + q l E ( J - k ) (3') y 2 7 T - 4 ( p + q ) E Q k ^ (4') 

a ins i l a longueur totale d 'un l i m a r o n est é g a l e : soit au demi p e r i -
m é t r e de l 'e l l ipse figurant dans le d e u x i é m e membre de (3'), soit au 
p é r i m é t r e entier de celle figurant dans (4'), á l a quelle nous donne -
rons le n o m d ' i s o p é r i m é t r i q u e . 

§ 4°. Legendre a d o n n é pour E (» k ) le d é v e l o p p e m e n t en serie 
su ivan t : 

E ( c f k ) = ? - - i k í f s i n ^ d c p - i i k W t P s i n " d ? - ^ ¿ sinetf d'f.., 

q u i devient pour tp = -—, 

E 

par c o n s é q u e n t en rempla^ant dans (4) et (4') les i n t é g r a l e s par leurs 
d é v e l o p p e m e n t s , on obt iendra 

(5) 

(5') 

:2 (p + q) 

= 2 ^ ( p + q ) 

/
sin2 ce d (f — 

o 
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k n 'entre dans ees formules q u ' á des puissances paires; or pour passer 
d ' un l i m a r o n e l l ip t ique á u n l imagon hype rbo l ique , sans a l t é r e r l a 
va l e u r de k , i l suffit de changer p en q et q en p . 

Done, deux valeurs de p et q é t a n t d o n n é e s , s u i v a n t l a place qu ' i ls 
oceupent dans (1), les p a r a m é t r e s d é f i n i s s e n t u n couple et u n seul 
que nous pouvons nommer c o n j u g u é de deux courbes, q u i par cela 
m é m e qu'elles ont m é m e s p a r a m é t r e s , ont leurs ares constamment 
é g a u x p o u r m é m e va leur de l a var iab le et c o n s é q u e m m e n t aussi sont 
i s o p é r i m é t r i q u e s . 

§ 5o. Supposons ma in tenan t qu 'ayan t p o s é p + q ^ c o n s t a n t e = 2C 
nous fassions va r i e r dans l a d i f fé rence p — q. , q, de o á 2C. D ' a p r é s 
ce q u i p r é c é d e , lorsque q v a r i e r a de o á C, on obt iendra les l ima^ons 
e l l ip t iques , de C á 2C les l imagons hyperbo l iques c o n j a g u é s des 
premiers , enfin pour q = C, u n l imapon parabol ique, les ellipses iso
p é r i m é t r i q u e s de ees l imagons auront l eu r g r a n d axe constant; mais 
leur peti t axe par tant de la va leu r 2C i r a en d iminuan t au fur et á 
mesure que q augmentera de valeur , en sorte que leur p é r i m é t r e con-
fondu á Tor ig ine , avec le cercle de r a y ó n 2 0 , i r a en d i m i n u a n t d'une 
maniere c o n t i n u é , pour se r é d u i r e eomme valeur m i n i m a au double 
d u g rand axe. Les m é m e s faits se r e p r o d u i r o n t en sens inverse quand 
q con t inuera á croi t re de O á 2 0 . 

§ 6o. L ' u n i q u e l imagon parabol ique contenu dans l a f ami l l e d é -
finie par l ' é q u a t i o n de cond i t i on 

p 4 - q = 2 0 ; 

est c a r a c t é r i s é par ce p é r i m é t r e m í n i m u m , et q u i est a ins i é g a l a 80 . 
D ' a i l l eu r s on doi t alors é c r i r e 

k = l , 

pa r c o n s é q u e n t la re la t ion (5') devient 

8 0 = 4 0 ^ 

c. á. d. en suppr iman t 4 0 aux deux membres 

or l a somme de l a s é r i e d u d e u x i é m e membre peut a i s é m e n t é t r e mise 
sous forme d 'un p rodu i t de facteurs en nombre i l l imi té ; en effet, fai-
sons les sommes successives des 2 3,... etc. premiers termes i l v i e n d r a 
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1-
2-2 4-2 . 3 

2-242 

l.2 3.2 52 
22 4.2 62 

7 ; 

oü l a l o i de format ion se manisfeste b ien nettement; et si cette l o i se 
c o n t i n u é , ou pour ra ecrire g é n e r a l e m e n t 

( a ) S, 2n + l 
1.2 3.2 5.2 7.2 { 2 n — i y 

2.2 4.2 (2w)2 
( 2 ^ + 1 ) ; 

pour mont re r qu ' on en a le droi t , i l suffit d' é t a b l i r qu ' elle sera enco
r é v ra ie en prenant un terme de plus . Or ce terme est 

12.32 ( 2 n — i y . ( 2 w + l ) 
22. 42 {2ny 

et 1' on pou r r a é c r i r e 

(2 ( n + 1 ) ) 2 

( 2 n + l ) ( 2 n + 3 ) 
-— Sn , < x 2» -f-1 

( 2 ( n + l ) ) i 

12.32 ( 2 n 4 - l ) 2 , 

22-4-2 ( 2 ( n - M ) ) 

T é g a l i t é (6) devient a ins i 

( 2 « + 3 ) c. q. f. d. 

L i m . 
I2. 32 (2n —l)s 
2-. 42. (2n)2 

( 2 n - M ) 

q u i peut s' é c r i r e aussi 

A = i i m JL A A A 2 n - l 2n + l 
(2n) ' 2n 

prenant maintenant les inverses des deux membres i l v i e n d r a 

A = A A A A 2n 2n 
2 1 ' 3 ' 3 * 5 " 2 i ^ T ' 2 n - M 

c'est l a fo rmule c é l e b r e de Wal l i s . 
O n aurai t p u donner á ce p rodu i t une autre forme. E n effet, é c r i v o n s 
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l a suite des egalites qu ' on peut t i r e r de •(«) sous ees nouveaux sym 
boles, 

1 
S = 

3 
1 -

2-2 

s =s 

s 
1 7 

1 = 

1 — 

24.2a 

1 

s s 1 — 
22.n2 

et s i nous les m u l t i p l i o n s membre á membre, on aura a p r é s avoi r 
suppr ime tous les facteurs communs: 

S "+1 0 2 M 2 ) 0 2*2á ) (1 2 \ s 0 ( 1 2á.n0 

et par suite on p o u r r a é c r i r e finalement 

.2n + l 
L i m . 

§ 7°. Nous donnerons pour finir cette note le m o y e n g raph ique 
de d é t e r m i n e r sur une figure t r a c é e les e x t r é m i t é s des aros corres-

pondants sur l 'el l ipse e t les 2 l imagons 
i s o p é r i m é t r i q u e s . L ' exemple chois i 
dans la figure c i contre est u n l i m a -
pon e l l ip t ique ayant p o u r p a r a m é t r e s 
p = CD, q = D O : Sur A O = p-f -q et O B = 
p — q comme axes nous avons d é c r i t 
l 'e l l ipse A B A ' B ' i s o p é r i m é t r i q u e . E n -
fin nous avons d é c r i t le cercle O A M , la 
dro i te O B C X r e p r é s e n t e l 'axe pola i re , 
et nous supposons que les angies va -
r i en t dans le sens C A ' . Ceci p o s é t r a -
pons u n r a y ó n vecteur que lconque i 
avec u n angle cp = COM: Si du p o i n t M 

nous abaissons une pe rpend icu la i re sur A A ' le p o i n t P oü elle coupe 
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l ' e l l ipse , d é t e r m i n e r a d ' a p r é s une cons t ruc t ion bien connue, l ' ex t re -
mite de l 'arc BP, d e t e r m i n é par cette va l eu r de tp; d 'a i l leurs son s y m é -
t r ique P ' d é t e r m i n e r a u n are B 'P ' é g a l á B P . E n sorte que s i nous 
doublons cp, comme w = 2 (p, le r a y ó n vecteur correspondant du l i m a -
gon passera en u n po in t R de cette courbe, te l qu 'on p o u r r a constam-
ment é c r i r e 

are l i m a r o n C R = ( a r c BP-ha rc B 'P ' ) ou 2 are B P . 

I I est facile de su ivre sur les 2 courbes les mouvements c o r r é l a t i f s 
de 2 mobi les dont les trajectoires satisferont constamment á l ' é g a l i t é 
ci-dessus; on v o i t a ins i en pa r t i cu l i e r que tandis que le mob i l e de 
l 'e l l ipse p a r c o u r t B P A ' B ' , ce lu i du l i m a r o n d é c r i t le l imapon entier. 

TZ 
Remarques-luors<\ViQ l ' a rc G R G ' est d é c r i t , w 

TZ 
ment cp = — ; done 

4 
et c o n s é q u e m -

arc G R G ' = a r c B P ^ a r c B 'PV 
et par suite 

are G ' B ' = are P j A ' P ^ 

Si en pa r t i cu l i e r le l i m a r o n c o n s i d é r é est parabol ique, comme l 'e l l ipse 
i s o p é r i m é t r i q u e se r é d u i t au doable de son g r a n d axe, et que la cons
t ruc t i on s 'applique e n c o r é dans ce cas l i m i t e on v o i t que 

are C R G ' = 2 0 Q 1 = 2 p eos 4 5 = 2 p V~2. 

et are G ' B ' = 2p ( 2 — V'%) 
Remarquons enfin que si deux l imagons, e l l ip t ique et hype rbo -

l ique ont é té d é d u i t s l ' u n de l 'autre par é c h a n g e de p a r a m é t r e s , le 
m é m e r a y ó n vecteur d é t e r m i n e constamment sur chacun d'eux l ' ex-
t r é m i t é d'arcs é g a u x . Beaucoup de poin ts i n t é r e s s a n t s pou r r a i en t 
e n c o r é é t r e releves; mais le lecteur s u p p l é e r a a i s é m e n t á notre 
silence. 



E L PROGRESO MATEMÁTICO 75 

TEOREMAS, PROBLEMAS 

M É T O D O S GEOMÉTRICOS 

I T S T T H O 3 3 T J C O I Ó JST 

E n l a G e o m e t r í a hay que d i s t ingu i r desde luego dos cosas: el ob
j e t o y el sujeto. 

E l objeto existe necesariamente en un fondo i l imi tado y cont inuo 
que es el espacio. Todos los puntos que la G e o m e t r í a estudia, y a ais
ladamente, y a en sistemas que const i tuyen las l í n e a s , las superficies, 
ó, en general , las formas geomét r icas , existen independientemente de 
l a in te l igenc ia que de ellas ha de tener conocimiento; y las leyes á 
que se ha l l an sujetas y que const i tuyen su esencia, son necesarias é 
é inmutab les . 

Pero estas figuras y sus condiciones de existencia q u e d a r í a n per
didas en el fondo del espacio como en una especie de caos, s i el su
je to , ó l a in te l igenc ia humana no las hiciese b ro ta r del mismo, d á n d o 
les l a d e t e r m i n a c i ó n que les corresponde s e g ú n su naturaleza i n d i 
v i d u a l . 

De esta a c c i ó n del sujeto sobre el objeto surge el organismo de l a 
ciencia g e o m é t r i c a , o rganismo "invariable en cuanto á la mater ia ú 
objeto, pero susceptible de in f in idad de formas. Estas formas del or
ganismo sufren una a l t e r a c i ó n ó perfeccionamiento sucesivo, po r 
efecto del mayor conocimiento del objeto que resulta de facilidades 
cada vez mayores en el sujeto para general izar los resultados obteni
dos en é p o c a s anteriores, para i n c l u i r unas leyes en otras superiores, 
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para establecer coordinaciones y subordinaciones dentro del p l a n 
genera l ó del sistema. 

Pero l a marcha seguida por nuest ra ac t iv idad in te lec tual en l a 
c o n s t i t u c i ó n de la ciencia, obedece á una l ey necesaria. L a de p roce
der del i n d i v i d u o al g é n e r o . D e l estudio de a q u é l l o s a l de sus re lac io
nes y dependencias. L o p r i m e r o es l a d e t e r m i n a c i ó n i n d i v i d u a l del 
objeto g e o m é t r i c o , d e s p u é s sigue l a de las correlaciones de unos i n d i 
v iduos , ó agrupaciones de los mismos. 

Tomando como t ipo los elementos de Eucl ides , vemos c ó m o en 
orden ser ia l ó sucesivo se va cons t ruyendo el objeto g e o m é t r i c o , des
de el t r i á n g u l o que es l a figura elemental. 

E l t r i á n g u l o e q u i l á t e r o , figura la m á s f á c i l m e n t e determinable , es 
en r i g o r el p r i me r e s l a b ó n de l a cadena, y d e s p u é s de establecer l a 
d e t e r m i n a c i ó n del t r i á n g u l o por tres elementos, á saber, u n á n g u l o y 
los lados que lo forman, sigue la o p e r a c i ó n cons t ruc t iva por el t r i á n 
gu lo i s ó s c e l e s , que permi te el i r sucesivamente cons t ruyendo la b i 
sectriz de u n á n g u l o , la perpendicular á una recta, etc., é i r al mismo 
t iempo fijando las propiedades de las figuras, como por ejemplo, que 
u n á n g u l o ex ter ior de u n t r i á n g u l o es m a y o r que cua lqu ie ra de los 
internos no adyacentes, que cuando hay i gua ldad entre a q u é l y el 
al terno in terno , no hay t r i á n g u l o , pues las rectas son paralelas, etc. 

Pasemos por alto las par t icular idades que puedan observarse en 
cualquier tratado, sea el de Euclides, el de L e g e n d r e ú otro , pues nos 
basta saber para nuestro p r o p ó s i t o que en estas obras resu l tan deter
minadas las figuras g e o m é t r i c a s hasta los po l iedros regulares y los 
tres cuerpos redondos y hasta obtenida la e x p r e s i ó n de su medida, y 
ascendamos á otro grado super ior de este estudio, cuyo p r i m e r des
ar ro l lo aparece para nosotros en los lemas de Pappus y en los p o r i s -
mas de Euclides, y cuyo perfeccionamiento ó s i s t e m a t i z a c i ó n vemos 
en la G e o m e t r í a super ior de Chasles, por no c i tar otros desarrol los 
parciales de este orden de conceptos g e o m é t r i c o s que la h is tor ia nos 
revela, b a s t á n d o n o s ci tar las obras de Pascal, B r i a n c h o n y Poncelet, 
para no alejarnos por ahora de nuestro objeto actual. 

Y a en esta nueva etapa el sistema p redomina sobre el i n d i v i d u o . 
L a s series y los haces h o m o g r á f i c o s nos manifiestan correlaciones de 
puntos con puntos y de rectas con rectas, a s í como las figuras homo-
g r á f i c a s y h o m o l ó g i c a s , el polo y la polar , las figuras polares r e c í 
procas, ó en general , las correlat ivas nos i n d i c a n correspondencias 
entre rectas y puntos. Las figuras h o m o t é t i c a s y las inversas nos ma
nifiestan otras diversas, etc., y estas relaciones pueden mul t ip l i ca r se 
indef inidamente á medida que la in te l igenc ia pros igue su a c c i ó n com-
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binator ia , fijando otras nuevas relaciones que di la tan cont inuamente 
el hor izon te cient íf ico. 

D e s p u é s de haber d i s e ñ a d o estas generalidades, vamos á fijarnos 
en el modo de ejercerse dicha a c c i ó n de l a in te l igenc ia sobre el objeto. 

Este hemos dicho existe en toda la p l e n i t u d de su esencia en el 
espacio como fondo inde te rminado mientras sobre el no se ejerza l a 
a c c i ó n del sujeto, que só lo puede ejercerse de una manera g r adua l y 
sucesiva p o r efecto de l a l i m i t a c i ó n de la in te l igenc ia humana , que s i 
la s u p u s i é s e m o s p o r u n momento suficientemente apta y eficaz para 
envolver con una sola mi rada l a to ta l idad del objeto, v e r í a á l a par 
que todas las relaciones que cons t i tuyen la parte t e ó r i c a de la c ien
cia, todos los problemas resueltos; v e r í a no só lo las entidades dadas 
en cada uno s i m u l t á n e a m e n t e con las buscadas en é s to s , l a h i p ó t e s i s 
y l a tesis de todos los teoremas, sino que a d e m á s no se le o c u l t a r í a 
ese andamiaje de la g e o m e t r í a que cons t i tuyen las construcciones 
auxi l iares , los t é rminos medios que s i r ven para enlazar ambos ex
tremos. 

Desde esta h i p ó t e s i s que nos ha conducido al caso de la in t e l igen
cia Suprema ó absoluta, descendamos á la real idad de la in te l igenc ia 
humana, imperfecta, l imi tada en sus funciones y necesitada por lo 
tanto de u n ins t rumento que supla su deb i l idad y le haga asequible 
el recorrer los dominios de la ciencia, y sujetar á su a c c i ó n el enca
denamiento de verdades que const i tuyen és ta . 

D icho ins t rumento es el m é t o d o ó el camino que en cada caso le 
permite l l egar desde su punto de pa r t ida hasta el fin que se propone. 

A s í como el espacio real e s t á poblado de cuerpos que f o r m a n los 
sistemas estelares y planetarios cuyos elementos t ienen entre s í r e la 
ciones fijadas en el vasto p l a n que r i ge el U n i v e r s o , de manera que 
las combinaciones de masas y e n e r g í a s de te rminan l a i n f i n idad de 
acciones y reacciones, de movimien tos , de confl ictos y de a r m o n í a s 
que const i tuyen tan vasto organismo, de modo que una l ey suprema 
aplicada á dichos elementos p r imord i a l e s han bastado pa ra la deter
m i n a c i ó n de la v i d a del mismo, en nuestra in te l igenc ia se desenvuel
ve u n organismo ideal . L o s puntos de par t ida , los fundamentos so
bre que ha de estr ibar todo e l edificio son aquellas entidades s imples , 
que formando los g é n e r o s supremos no t ienen g é n e r o super ior á que 
referirse y que son indef inibles y s ó l o t ienen su acceso á nosotros 
por efecto de una i n t u i c i ó n inmediata , tales son el pun to , l a recta, el 
á n g u l o , y a d e m á s aquellas relaciones e l e m e n t a l í s i m a s que se escapan 
al rac ioc in io y que fo rman como parte de nuestra esencia in te lec tua l 
y que se l l aman axiomas. 
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A la manera que s i al pre tender i r m á s a l l á de la rea l idad del U n i 
verso en que v i v i m o s , lo absoluto nos ofrece una s o l u c i ó n de cont i 
nu idad una ba r re ra infranqueable, l a fal ta de un camino que nos 
pueda d i r i g i r po r r e g i ó n inaccesible á nosotros , los axiomas y los 
conceptos p r i m i t i v o s u objetos simples é indefinibles se nos ofrecen 
como lo excepcional en los umbrales de la ciencia; y si procedemos en 
orden regresivo, ó descendente desde aquellos l í m i t e s hacia el interior? 
hacia la r e g i ó n en que puede desenvolverse nuestra a c t i v i d a d dentro 
de los dominios de nuestra rea l idad, entonces nuestra marcha es en 
extremo expedita y fácil; y a nos es posible caminar en cua lqu ie ra d i 
r e c c i ó n , porque la t r ama de las verdades es cont inua y á nuestro a l -
b e d r í o podemos e legi r direcciones que nos conduzcan, b i en á u n mis 
mo resultado, b ien á resultados indefinidamente var iados y dis t in tos . 

L o s diferentes tratados de G e o m e t r í a que se han escrito, ya sean 
los Elementos de Eucl ides , ó los de Legendre , o los que pos te r ior 
mente se han publ icado al terando m á s ó menos el encadenamiento 
cient í f ico, nos ofrecen u n p r i m e r ejemplo de la d ivers idad de caminos 
que pueden seguirse para establecer el organismo de l a ciencia geo
m é t r i c a , y eso que tales elementos, como su nombre indica , ofrecen el 
conjunto de las verdades m á s fundamentales de tan v a s t í s i m a ciencia, 
pues en efecto, dichos elementos son los organismos en que se resu
me cuanto concierne á la d e t e r m i n a c i ó n de las figuras m á s simples 
que pueden concebirse en el to ta l conjunto de la ciencia, el á n g u l o , 
el t r i á n g u l o , el c u a d r i l á t e r o , el c í r c u l o , el plano, los á n g u l o s diedros 
y poliedros, los pol iedros y los cuerpos redondos. H a y en esta p r ime
r a etapa de la c iencia u n p redomin io de lo i n d i v i d u a l sobre lo siste
m á t i c o , a d e m á s los caracteres determinat ivos de cada i n d i v i d u a l i d a d 
son los m á s inmedia tos ó simples. 

E l parale l ismo, l a pe rpend icu la r idad y el segmento c i r cu la r son 
los solos medios de refer i r unos á n g u l o s á otros iguales, ó mejor, de 
t ranspor tar u n á n g u l o de una p o s i c i ó n á otra. Los t r i á n g u l o s iguales 
l l evan un i formemente á de terminar t a m b i é n igua ldad de á n g u l o s y 
segmentos, fac i l i tando el cons t i tu i r el encadenamiento que conduce á 
la d e t e r m i n a c i ó n de dichos elementos. L a igua ldad de razones ó de 
productos de segmentos de te rminan para le l i smo ó ant ipara le l i smo y 
r e c í p r o c a m e n t e . E l teorema de P i t á g o r a s es l a base fundamental de 
relaciones de m a g n i t u d entre segmentos, y las l í nea s t r i g o n o m é t r i c a s 
l i g a n entre s í los elementos dis t intos de u n t r i á n g u l o , lados y á n g u l o s . 

Pero sentados estos fundamentos de la ciencia, caben i n f i n i d a d de 
combinaciones u l te r iores po r las que se de te rminan unas figuras me
diante otras ó p o r las que unas propiedades surgen de otras, l l e g á n -
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dose en suma á reducirse l a ciencia á la t r a n s f o r m a c i ó n de unas p r o 
piedades ó de unas figuras en otras. 

L o s 220 porismas que r e s t a b l e c i ó Chasles en su obra Les t rois U-
vres de 2>orismes d'EucUde, los 38 lemas de Pappus, la m u l t i t u d de 
obras que fo rman agrupaciones de teoremas j problemas, como p o r 
ejemplo, los de R i t t , C a t a l á n , Desboves, A m i o t , Petersen, Echegaray? 
las preciosas colecciones que cons t i tuyen A sequel to E u c l i d de Casey 
y A treatise on the Geometry of the Circle, publ icado recientemente por 
M r . W i l l i a m J. M . Cellancl, que á parte de cuestiones referentes á teo
r í a s g e o m é t r i c a s modernas, ofrecen el r i co filón de cuestiones que 
acrecientan y desenvuelven como organismo admirable la n o v í s i m a 
G e o m e t r í a , cuyos fundadores son M M . Lemoine y Brocard , todo esto 
con s ó l o presentar á nuest ra i m a g i n a c i ó n una p e q u e ñ a r e g i ó n del 
domin io de la G e o m e t r í a , nos revela de u n modo e l o c u e n t í s i m o 
la i n f i n i t a va r iedad de modos de que dispone para determinar r e l a 
ciones y t ransformar u n corto n ú m e r o de entidades, y a sean puntos, 
rectas, á n g u l o s , tangentes, t r i á n g u l o s , c u a d r i l á t e r o s , c í r c u l o s , etc. 

Tres cosas deberemos d i s t i n g u i r desde luego para que surja l a luz 
de este caos de relaciones entre las entidades g e o m é t r i c a s : la exis 
tencia de estas relaciones, su t r a d u c c i ó n en las relaciones de ideas, y 
los medios de pasar de unas relaciones á otras ó de unos conceptos 
á otros. 

E n el espacio existen en potencia ó v i r tua lmente todas las re lac io
nes g e o m é t r i c a s que la in te l igenc ia humana pueda concebir, y a ú n 
muchas m á s . Estas relaciones son inmutables , necesarias y conformes 
con la esencia de la e x t e n s i ó n donde se ha l lan como en l a cantera la 
estatua que ha de vaciar el cincel de u n artista, y no de otra manera 
la in te l igencia h a d e d i s e ñ a r las entidades que deben pasar de l a po
tencia l idad al acto, para const i tu i r el organismo g e o m é t r i c o , 

¿ C u á l es l a fo rma bajo l a cual se han de manifestar estas realida
des subjetivas correlat ivas é inseparables de realidades objetivas en 
el espacio? Esta forma es las de nuestros actos intelectuales cuyos 
enunciados ó t r a d u c c i ó n ve rba l conocemos con el nombre de teoremas, 
corolarios, porismas, lemas, etc. Y en este punto y a notamos u n p r i n 
cipio de var iedad. T a l p r o p o s i c i ó n , que en u n p l a n expos i t ivo es teo
rema, pasa á ser coro lar io ó lema en otro; ta l p r o p o s i c i ó n , que apare
ce unas veces como u n problema, otras reviste l a forma del teorema, 
n o t á n d o s e en esta d i s p o s i c i ó n una inf luencia de la a c c i ó n intelectual 
sobre el objeto que é s t a modela s e g ú n sus p r o p ó s i t o s ó s e g ú n l a ca
pacidad pecul ia r á cada i n d i v i d u o . 

Chasles en la obra a r r iba citada y M . P. B r e t ó n (de Champ) en sus 
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Reeherches nouvelles sur les porismes d 'Euclide hacen detallados a n á 
l is is de estos var ios g-eneros de proposiciones en sus trabajos encami
nados á d i luc ida r el concepto de porisma, labor en que i n t e r v i n i e r o n 
muchos é i lustres g e ó m e t r a s , desde Pappus y Proc lus en é p o c a remo
ta hasta G i r a r d , Fe rma t , H a l l e y , S imson y P layfa i r , por los s i 
glos x v n y x v n i y a ú n ú l t i m a m e n t e W r o n s k i , Poncelet, etc. 

E n su obra Les trois l ivres de porismes d 'Eucl ide, Chasles, a d e m á s 
de i lus t r a r al lector sobre las var ias acepciones en que se ha tomado 
la palabra ^ o m m a , t ra ta de otras varias proposiciones como los luga
res, el teorema y el problema local, el corolario, la dada, las conocidas 
que fo rman el asunto de obras debidas á Eucl ides , A p o l o n i o y Hassan 
B e n Hai them. 

Que si el lugar , difiere del teorema local y del problema local, aun
que par t i c ipa de uno y otro, como manifiesta Chasles; que s i los coro
larios son proposic iones que se conc luyen inmediatamente, sea del 
enunciado de u n teorema, sea de su d e m o s t r a c i ó n , s in ser su reproduc
c i ó n en otra forma; que si las dadas, especies de teoremas incompletos 
en los que faltaba d e t e r m i n a c i ó n , en m a g n i t u d ó en p o s i c i ó n de cier
tas cosas anunciadas como consecuencia de la h i p ó t e s i s , t e n í a n como 
las anteriores proposic iones sus a n a l o g í a s con e l por isma, p ropos i 
c ión que var ios g e ó m e t r a s , entre ellos Chasles, c o n c e p t ú a n como par
t ic ipando de los caracteres del teorema y del problema; que si estas 
mismas proposiciones, objeto de la obra citada de Chasles, s u p l í a n en 
l a a n t i g ü e d a d el moderno a n á l i s i s de Descartes, buscando el m u l t i 
p l icar las expresiones diferentes de cada lugar , es decir de cada cur
va, que les pe rmi t i e ran pasar de unas á otra W, maneras entonces 
conocidas, ó inventadas p o r Eucl ides , para expresar p o r dos coorde
nadas l igadas entre s í p o r cierta r e l a c i ó n , las descripciones diversas 
de los tres lugares, recta, punto y c í r c u l o , y para pasar de una de es
tas descripciones á otras (2). 

Estas consideraciones c r í t i c a s , como las muchas de a n á l o g o c a r á c 
ter y concernientes al mismo asunto, expuestas en l a obra de M . B r e 
t ó n , manifiestan c u á n s e ñ a l a d a es la inf luencia subjet iva en el modo 
de ser de las proposiciones, en l a forma de o f r e c é r s e n o s las verdades 
dentro del encadenamiento s i s t e m á t i c o , con t r ibuyendo esta causa de 
v a r i a c i ó n á dar al organismo cient í f ico cierta flexibilidad indepen
diente del r i g o r l ó g i c o que aumenta el poder de a t r a c c i ó n que la c ien
cia ejerce sobre nuestro e s p í r i t u . 

(1) Les t r o í s l ivores de Porismes d'Euclide, p á g . 60. 
(2) Apercju his tor ique, p á g . 277. 
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D e s p u é s de haber contemplado someramente el objeto en su estado 
de pos ib i l idad , es decir, en el caso de poder tener u n a rea l idad con
forme con su esencia en el momento que sobre él obra como causa 
creadora nuestra in te l igenc ia (moto r que de aquel la po tenc ia l idad la 
conduce al acto, expresado bajo la sola fo rma pos i t iva que le es ade
cuada en la ciencia, es decir, la verdad, o r e l a c i ó n de conveniencia ó 
conformidad) , y de haber hecho indicaciones sobredas diveaidades en 
la forma que in t roduce nuestra ac t iv idad en la c o n s t i t u c i ó n del orga
nismo cient í f ico , que si b ien es inal terable en el fondo, admi te var ieda
des, motivadas por las condiciones personales del que lo construj^e, 
por la co r re l a t iva impor tanc ia y s u b o r d i n a c i ó n que pueden tener entre 
s í las verdades en el conjunto, corresponde tratar del modo de ejer
cerse esta a c c i ó n del sugeto sobre el objeto, ya para al legar nuevas 
verdades ó relaciones que aumenten el contenido cient í f ico y hagan 
m á s espeso e l tejido de las mismas, y a para coordinar las y subord i 
narlas entre s í al formar el organismo de la ciencia; este modo de ejer
cicio es el m é t o d o ó camino, s e g ú n su e t i m o l o g í a , que sigue la inte
l i genc ia en l a i n v e n c i ó n ó en la e x p o s i c i ó n ; este camino ó marcha que, 
s e g ú n las dos direcciones opuestas de que es susceptible, se l l ama 
a n á l i s i s 6 s íntesis , en l a a c e p c i ó n m á s general , es decir, prescindiendo 
de ciertas condiciones que ex igen la c o n s i d e r a c i ó n , al lado de estos 
procesos generales de la in te l igencia , de otros par t iculares que es t r i 
ban en ci rcunstancias especiales, motivadas y ocasionadas p o r el ob
je to ó por el sujeto. 

E l a n á l i s i s y la s ín t e s i s que fo rman dos encadenamientos inversos 
de teoremas ó de problemas tan notablemente expuestos en la obra 
de D u h a m e l Des metodes dans les sciences de raisonnement, ese proce
dimiento de i n v e s t i g a c i ó n que se remonta hasta la é p o c a de P l a t ó n , 
s e g ú n el tes t imonio de Pappus, y se basa en suponer cierto lo que se 
t ra ta de demostrar, ó hal lado lo que se pretende obtener; es una forma 
general de actuar la in te l igenc ia sobre el objeto, que por eso mismo 
l l eva en s í una i n d e t e r m i n a c i ó n absoluta. L a in te l igenc ia puede sus
t i t u i r unos problemas ó teoremas á otros p o r encadenamientos var ia 
bles cuyos extremos han de ser lo desconocido con algo conocido que 
comunique á lo p r i m e r o su ve rdad ó real idad, mediante los eslabones 
in termedios . Nada afecta á lo esencial del procedimiento que el cami
no elegido sea m á s ó menos directo ó accidentado, que los rodeos para 
l legar al fin se haya mul t ip l i cado con exceso, esta circunstancia de
pende de la i l u s t r a c i ó n del que proceda, de sus condiciones intelec
tuales, de lo opor tuno ó feliz de l a e l e c c i ó n del andamiaje que le ha de 
serv i r para cons t ru i r y completar su ed i f icac ión . 
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A s í como en el mundo físico, y s e g ú n la h i p ó t e s i s á que se subor
d ina hoy l a e x p l i c a c i ó n de los f e n ó m e n o s materiales, el é t e r en todas 
direcciones t rasmite las e n e r g í a s sometidas á una t r a n s f o r m a c i ó n pe r 
petua á t r a v é s de los sistemas de mundos; y ñ l t r a d o , po r los espacios 
que dejan entre s í los á t o m o s materiales, es el in te rmedia r io siempre 
entre dos acciones que podemos concebir en dos momentos dados de 
ese flujo cont inuo de f e n ó m e m o s , de i g u a l manera en la t r ama in f in i t a 
de relaciones g e o m é t r i c a s pueden elegirse dos extremos que es nece
sario enlazar por el in t e rmed ia r io c o m ú n , que a q u í son las construc
ciones auxil iares . Desde una figura hemos de l l ega r hasta otra, y esto 
se real iza agregando á la p r i m e r a otras figuras, todas las que sean 
necesarias para completar la red de relaciones de la que al fin só lo 
deben destacarse, como las l í n e a s pr inc ipa les de u n d ibujo , a q u é l l a s 
que const i tuyen los dos extremos del encadenamiento que h a n de ser
v i r para enunciar el teorema demostrado ó el problema resuelto, como 
el sorites en la l ó g i c a enlaza los extremos que han de const i tu i r una 
p r o p o s i c i ó n con el a u x i l i o de una serie de medios destinados á des
aparecer. 

L o s Elementos de Eucl ides son u n modelo acabado de este enca
denamiento de verdades que fo rma una s í n t e s i s ú organismo. Esta
blecidos los axiomas y postulados necesarios para la ed i f icac ión , co
mienza el encadenamiento por l a figura m á s regular , el t r i á n g u l o 
e q u i l á t e r o , encadenamiento en que, indis t in tamente , los teoremas y 
los problemas se suceden en esta obra de de t e rminac ión g e o m é t r i c a , 
en la cual se emplea casi cont inuamente el m é t o d o ad absurdum, que 
es propiamente, como dice L a c r o i x ^ , u n procedimiento a n a l í t i c o , 
« p o r q u e en él se supone que la p r o p o s i c i ó n enunciada es cierta, y se 
buscan consecuencias tales que, siendo absurdas, hagan ver que la 
h i p ó t e s i s considerada, lo es t a m b i é n » , m é t o d o in t roduc ido en los Ele
mentos, s e g ú n manifiesta Chasles í2), p o r Euclides. 

Pero no basta considerar esta admirable s í n t e s i s real izada por 
Eucl ides de los conocimientos g e o m é t r i c o s acumulados hasta aquel la 
é p o c a , debemos considerar el a n á l i s i s y l a s í n t e s i s como complemen
t á n d o s e en l a e v o l u c i ó n de la G e o m e t r í a . E l p r imero , ins t rumento de 
i n v e n c i ó n , tiene por resultado el acrecentamiento del n ú m e r o de ver
dades, como el segundo el f o rmar agrupaciones y encadenamientos 
que i n c l u y e n en cada etapa los nuevos materiales aportados. A q u é l 
procede con cierta i r r egu l a r idad , s e ñ a l a n d o cada vez dos puntos ex
tremos en el vasto subs t ra tum de la e x t e n s i ó n que deben uni rse por 

(1) Essais sur TEÍnse ignemen t , pp. 210-211. 
(3) Apercu. h í s t o r i q u e , p. 9. 
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la con t inu idad del razonamiento aplicado á los t é r m i n o s medios que 
p roporc ionan las construcciones auxi l iares; y d e s p u é s de haber ofre
cido su resultado bajo la fo rma de nuevos teoremas, l a s í n t e s i s lo co
loca en el orden que debe corresponderle en el organismo total, de
s i g n á n d o l e su c a t e g o r í a p r o p i a entre las d e m á s verdades, como lema, 
teorema, corolar io , por isma, etc. 

A d e m á s , l a s í n t e s i s g e o m é t r i c a que const i tuye un tratado no pue
de admi t i r la to ta l idad de las proposiciones que resul tan de la i n v e n 
c ión p o r el a n á l i s i s . E n el organismo de la ciencia engranan perfec
tamente entre s í los p r inc ip ios fundamentales de cada t e o r í a con sus 
consecuencias inmediatas, mas no el in f in i to n ú m e r o de verdades 
complejas que se resuelven en aquellos elementos del organismo. 

Cada t e o r í a con el conjunto de sus teoremas es como u n foco l u 
minoso de verdades que i r r a d i a n para mul t ip l icarse indefinidamente 
en la c o m b i n a c i ó n inagotable de aplicaciones á casos concretos. Esto 
exp l ica en p r imer t é r m i n o la necesidad de los porismas en aquella 
é p o c a en que no se h a b í a l legado á la var iedad de t e o r í a s que carac
ter iza la G e o m e t r í a de la é p o c a presente. L a obra de los porismas, 
como dice Pappus, « e r a una vasta c o l e c c i ó n de proposiciones de una 
c o n c e p c i ó n ingeniosa y de ú t i l aux i l io para la r e s o l u c i ó n de los p r o 
blemas m á s dif íci les», y como dice Chasles: « L o s antiguos no t en í an , 
como nosotros desde Descartes, t é r m i n o s de c o m p a r a c i ó n entre los 
lugares á los que l legaban en sus invest igaciones g e o m é t r i c a s . Para 
nosotros basta expresar u n lugar en coordenadas ord inar ias para 
conocer su naturaleza: la d i s c u s i ó n de su e c u a c i ó n nos e n s e ñ a inme
diatamente las afecciones y circunstancias s ingulares de este l u 
gar . . . » . « L o s ant iguos no p o s e í a n tal procedimiento general y un i for 
me de i n v e s t i g a c i ó n : no disponiendo de u n t é r m i n o de c o m p a r a c i ó n , 
debieron inventar medios auxi l iares para l legar á reconocer las rela
ciones de u n l uga r que se of rec ía por p r imera vez con otros lugares 
y a conocidos. Estos medios no p o d í a n consist ir m á s que en cambios 
de d e s c r i p c i ó n , ó de coordenadas del lugar , para obtener algunas re
laciones simples, y aun de ident idad con modos de d e s c r i p c i ó n de los 
lugares c o n o c i d o s » . 

«Ta l es el o r igen de sus porismas, que t e n í a n por objeto susti tuir 
á una e x p r e s i ó n g e o m é t r i c a ó a n a l í t i c a de u n lugar , otra e x p r e s i ó n 
g e o m é t r i c a ó a n a l í t i c a del mismo lugar . . .» A s í estos porismas s u p l í a n , 
entre los antiguos, á nuestro A n á l i s i s moderno, que ha l legado á 
reemplazar los á pesar nuestro. 

Establecidos los fundamentos de la ciencia en la obra de Eucl ides , 
es decir, los puntos fijos de referencia de otras verdades m á s comple-
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jas, y por consig-uiente reducibles á a q u é l l o s , la G e o m e t r í a , a l d i la tar 
sus dominios , h a b í a de necesitar nuevos puntos de apoyo para, desde 
ellos, cont inuar sus progresos; y liemos vis to que la obra de los po -
rismas d e b i ó c o n t r i b u i r á este fin al mismo tiempo que l levaba consi
go el ge rmen de nuevos desenvolvimientos que se han verif icado en 
los t iempos modernos; y en efecto, Chasles, al encontrar en los lemas 
de Pappus s e ñ a l e s tan marcadas de las relaciones a n a r m ó n i c a y a r m ó 
nica ele las divisiones homográf icas , etc., expresa su o p i n i ó n de que, si 
l a obra de los porismas se hubiese conservado, desde hace la rgo 
tiempo se h a b r í a l legado á estos conceptos de la G e o m e t r í a moderna, 
y aun declara e x p l í c i t a m e n t e , que para l l evar á cabo su obra de adi
v i n a c i ó n y restablecimiento de los mismos, le fué preciso antes dar el 
desarrol lo conveniente á estas t e o r í a s en su Tratado de G e o m e t r í a su
per ior , que fo rman la base de la misma. 

Habiendo l legado á estas alturas en nuestra e x c u r s i ó n por el do
min io de la G e o m e t r í a , nos es forzoso antes de pasar adelante, s e ñ a 
lar una d i s t i n c i ó n entre los m é t o d o s que esta ciencia ha empleado. 

E l a n á l i s i s y la s í n t e s i s , procedimientos los m á s generales del 
e s p í r i t u en l a i n v e s t i g a c i ó n cient íf ica, cons t i tuyen el m é t o d o un iver 
sal que domina el conjunto de la ciencia humana, si b ien al aplicarse 
á l a G e o m e t r í a , su a c e p c i ó n es otra de la a c e p c i ó n general , pero de
j ando hue l l a de su or igen . 

D e s p u é s del a n á l i s i s y l a s í n t e s i s , que fo rman el m é t o d o un iver 
sal en sus dos fases ó direcciones opuestas, otros m é t o d o s conocemos 
en G e o m e t r í a á que debemos dar la d e n o m i n a c i ó n de generales, tales 
son: el m é t o d o cartesiano, el m é t o d o t r igonométr ico , el de las equipo
lencias, el de los cuaternios, etc. 

Estos m é t o d o s t ienen u n c a r á c t e r fo rma l , que se refieren á modos 
de actuar l a in te l igenc ia en general , prescindiendo de las p a r t i c u l a r i 
dades del objeto, pues son aplicables á l a va r iedad de objetos de 
una manera uni forme. 

L a G e o m e t r í a a n a l í t i c a de Descartes refiere á un sistema fijo de 
l í n e a s , coordenadas, los sistemas de puntos que entran en la def in i 
c i ó n de cada ent idad g e o m é t r i c a ; es u n ins t rumento un ive r sa l que se 
adapta á todas las concepciones g e o m é t r i c a s . Sometidas las entidades 
g e o m é t r i c a s al cá l cu lo , é s t e realiza transformaciones en cier to modo 
mister iosas en las que desaparece á nuestra i n t u i c i ó n el objeto, y 
presenta sus maravi l losos resultados á nuestro e s p í r i t u . A l despreciar 
los enlaces ó las proposiciones intermedias, nos deja en l a i g n o r a n 
cia del modo por el que se ha realizado el acceso desde el punto de 
par t ida hasta el resultado; se sabe que una cosa es cierta porque el 
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razonamiento l i a sido r iguroso ; pero i g - n o r á n d o s e el c ó m o y p o r q u é 
lo es. A l g o a n á l o g o puede afirmarse respecto á los m é t o d o s de las 
equipolencias y de los cuaternos, c á l c u l o s de los hechos g e o m é t r i c o s 
en el plano y en el espacio respect ivamente, como manifiesta M . L a i -
s a n t E l p r imero , m é t o d o uni forme por el que, b a s á n d o s e en unas cuan
tas reglas generales, se hace una e x t e n s i ó n de relaciones de puntos 
en l í n e a recta á otras de puntos en el plano; el segundo que, con sus 
vectores, traslaciones y rotaciones forma la base de u n nuevo sistema 
de G e o m e t r í a ana l í t i ca , y ambos, ocul tando bajo u n s imbol i smo siste
m á t i c o la p rod ig iosa eficacia que poseen para l l egar á demostrar 
teoremas y resolver los m á s var iados problemas. E n fin, el m é t o d o 
t r i g o n o m é t r i c o , que tiende su red indef inida de t r i á n g u l o s entre los 
puntos que resu l tan determinados, mediante su enlace m á s ó menos 
mediato, con los tres v é r t i c e s del p r i m e r t r i á n g u l o de a q u é l l a . 

D e s p u é s de estos m é t o d o s generales que indirectamente l l evan á l a 
ve rdad ocultando las relaciones de los objetos bajo el s imbol ismo for
ma l que los const i tuye , l legamos á los m é t o d o s de la G e o m e t r í a pura , á 
a q u é l l o s por los que l a in te l igencia procede directamente sobre el ob
jeto y en los que la i n t u i c i ó n a c o m p a ñ a á las varias transformaciones 
que conducen al resultado final. Estos m é t o d o s de t r a n s f o r m a c i ó n de 
las figuras t ienen su o r igen en las obras de Pascal y Desargues, y so 
han ido cont inuando por L a H i r e y L e Poivre , hasta que en el s iglo 
actual la nueva e v o l u c i ó n real izada p o r la escuela de Monge ha dado 
á los m é t o d o s puramente g e o m é t r i c o s el impulso que l l evó hasta el 
sistema grá f i co de Staudt, y que hoy c o n t i n ú a su incesante progreso, 
espresado en la in f in idad de m é t o d o s de transformaciones que h a n 
conver t ido á l a G e o m e t r í a con u n domin io i l im i t ado de formas que se 
de r ivan unas de otras por procedimientos cada vez m á s diversos. 

Pascal con su c é l e b r e teorema sobre el hexagrammun myst icmn 
e s t a b l e c i ó l a base de u n tratado completo de c ó n i c a s , siendo el funda
mento de su obra Essai potcr les coniques, como dice Le ibn i t z , el em
pleo de la perspect iva para engendrar las c ó n i c a s por el c í r c u l o « d e s 
p u é s de haber expl icado la g e n e r a c i ó n del cono, hecha ó p t i c a m e n t e 
por la p r o y e c c i ó n de u n c í r c u l o , sobre u n plano que corta el cono de 
los rayos, expl ica las notables propiedades de cier ta f i gu ra compues
ta de seis rectas, que l l ama e x á g r a m a mí s t i co» (2). 

(1) I n t r o d u c t i o n á la m é t h o d e des quaternions. 
(2) Como u n ejemplo de la fecundidad de l teorema de Pascal podemos ci tar la momoria 

del Sr. Veronese Nüovi ieoremi suU'exagrammum mysticum (Roma 1877), donde el autor expone 
sus resultados par t iendo do los obtenidos y a por los g-eómetras Steiner, P l ü c k e r . Cayley, Sal
m ó n y K i r k m a n . 
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Desargues, cuyo m é t o d o , como el de Pascal, se fundaba en l a pers
pectiva, e n r i q u e c i ó la G e o m e t r í a con su teorema fundamental refe
rente á l a invo luc ión de seis puntos, g e n e r a l i z a c i ó n de l a p r o p o s i c i ó n 
130 de Pappus en la que á las dos diagonales del c u a d r i l á t e r o se 
susti tuye una c ó n i c a que pasa por los cuatro vó r t i c e s de é s t e , « t e o r e m a 
central, como dice Chasles, en la t e o r í a de las c ó n i c a s , porque de él se 
der ivan, naturalmente, i n f in idad de propiedades diversas de estas 
curvas como de u n centro ún ico ;» y t a m b i é n se le debe l a notable 
propiedad de los t r i á n g u l o s : si dos t r i á n g u l o s situados en el espacio ó en 
un plano, tienen sus vér t ices situados dos á dos en tres rectas concurren
tes en u n punto, sus lados se encuentran dos á dos en tres puntos situa
dos en l ínea recta, teorema á que dió m á s tarde Poncelet una g r a n 
g e n e r a l i z a c i ó n en su t e o r í a de las figuras homológicas . 

E n el tratado de las c ó n i c a s de L a H i r e se hal la l a t e o r í a de los 
polos, d e m o s t r á n d o s e s i n t é t i c a m e n t e los teoremas siguientes: 

1. ° «Si alrededor de un pun to fijo se hace g i r a r una t ransversal 
qne corta á una c ó n i c a en dos puntos, las tangentes en estos puntos 
se encuentran en una r e c t a » , y r e c í p r o c a m e n t e «si desde cada pun to 
de una recta se t razan dos tangentes á una cón ica , la recta que una 
los dos puntos de contacto, p a s a r á por u n punto fijo». 

2. ° «Si por u n punto fijo se t razan var ias transversales que en
cuentran á una c ó n i c a , las rectas que unan dos á dos los puntos de 
dos cualesquiera de las transversales se e n c o n t r a r á n sobre la p o l a r 
del punto fijo.» 

3. ° E l punto en que cada t ransversa l encuentra á l a po lar del 
punto fijo, es el conjugado a r m ó n i c o de este pun to fijo con r e l a c i ó n 
á los dos puntos en que la t ransversal encuentra á l a c u r v a » , p ropo 
s i c i ó n esta ú l t i m a conocida y a por A p o l o n i o a s í como la p r i m e r a y 
su r e c í p r o c a fueron demostradas m á s tarde p o r Monge de una mane
r a i n t u i t i v a y elegante y extendidas á las superficies de segundo 
grado . 

A d e m á s de esta impor tan te t e o r í a debe citarse el m é t o d o de t rans
f o r m a c i ó n de las figuras en otras f iguras del mismo género , expuesto en 
l a obra t i tu lada Planiconiques, de la cual nos ofrece a lgunas not icias y 
desarrollos Chasles en su Aperen historique, m é t o d o que tiene p o r 
base l a c o n s i d e r a c i ó n en u n p lano de dos rectas paralelas, la f o r m a t r i z 
y la directr iz y u n pun to l lamado polo. « P o r cada punto M de una 
cu rva dada en u n plano se traza, en una d i r e c c i ó n a rb i t ra r ia , una 
t ransversal que encuentra á la d i rec t r iz en un punto, el cual se une 

(1) Ape ren h i s to r ique p. 124. 
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al polo p o r una recta, y á l a formatr iz en u n segando punto , por el 
cual se traza una paralela á esta recta. D icha paralela encuentra á l a 
recta que une el punto M con el polo en u n punto M ' que se dice f o r 
mado por el punto M». 

A l lado de este descubrimiento de L a H i r e hay que c i tar el de L e 
Poivre , que i n v e n t ó de nuevo el m é t o d o del p r imero , teniendo uno y 
otro m é t o d o s ele g e n e r a c i ó n de las c ó n i c a s por medio del c í r c u l o p o r 
p rop iedad c a r a c t e r í s t i c a que: á cada punto y á cada recta considera
dos como pertenecientes a l c í r c u l o generador, corresponden u n pun to 
y una recta pertenecientes á la cón ica , siendo la r e l a c i ó n de p o s i c i ó n 
de las dos f iguras tal , que dos puntos correspondientes se ha l l an en 
l í n e a recta con u n punto fijo S y dos rectas correspondientes concu
r r e n en u n eje fi jo, p u d i é n d o s e reconocer en estas relaciones las 
propiedades de las figuras homológicas , expuestas m á s tarde por P o n -
celet en su Tra i t e del P r o p r i é t é s projectives des figures, siendo e\x)olo y 
la f o r m a t r i z respectivamente el centro y el eje de homología. 

E n fin, Newton , cuya in te l igenc ia superior p e n e t r ó todas las m á s 
capitales cuestiones que la ciencia of rec ía en su é p o c a , t a m b i é n ima
g i n ó u n medio general de t r a n s f o r m a c i ó n de figuras en las que á 
puntos corresponden puntos y á rectas, rectas; dando una construc
c ión g e o m é t r i c a y una e x p r e s i ó n a n a l í t i c a , sencillas una y otra, pero 
como dice Chasles en su obra, ya varias veces citada, s in dar á cono
cer el camino que le h a b í a conducido á este modo de t r a n s f o r m a c i ó n . 

Este notable p e r í o d o de t r a n s i c i ó n entre la g e o m e t r í a ant igua y la 
g e o m e t r í a s i n t é t i c a moderna , que ofrece el ge rmen de las doctrinas 
que adquieren u n considerable desarrol lo á p a r t i r del descubr imiento 
de la G e o m e t r í a descr ip t iva p o r Monge, se c ie r ra con los resultados 
debidos á dos g e ó m e t r a s tan notables como Simson y Stewart. 

E l p r i m e r o a d e m á s de emplear preferentemente sus esfuerzos de 
res t i tu i r l a obra perd ida de los porismas de Eucl ides , e s c r i b i ó sus 
Sectionum Conicarum, obra que contiene, a d e m á s del teorema ad qna-
tor lineas de F&ppns, los de Pascal y Desargues, haciendo ver que 
toda la t e o r í a de los polos se deduce de uno de é s to s . 

Y no s e r í a jus to t e rmina r este p e r í o d o de la h i s to r i a de la Geome
t r í a sin ci tar las obras n o t a b i l í s i m a s de Stewart t i tuladas: Proposit io-
ne geometreos, more Veterum demonstratoe ad Geometriam ant iquam 
i l l u s t r andam, etc. y Some General Theorems, h a l l á n d o s e en é s t a sus 
c é l e b r e s teoremas W que expresan propiedades generales de cuatro 

(1) Recientemente (1891) ha publ icado M. G. T h i r y una obra t i tu 'ada Applications remar-
quables du théoréme de Stewart et théorie du baryeéntre. 

«Var ios g e ó m e t r a s , como son R. Simson, Thomas Simpson, Euler y John Leslio, dice el au-



EL PROGRESO M A T E M A T I C O 

puntos, de los que tres e s t á n en l í n e a recta formada por la r e l a c i ó n 

DA.2BC + D B . 2 A C - Í ) C . 2 A B = A B . A C . BC 

Chasles, en su Aperen historique, observa que los cincuenta teo
remas de Stewart pueden reducirse á cuatro, cuyos enunciados da, 
r e f i r i é n d o s e los dos p r imeros de é s t o s á los p o l í g o n o s regulares ins 
cr iptos y c i rcunscr ip tos en el c í r c u l o , que considera como casos par
t iculares de teoremas comprendidos en la t e o r í a de las c ó n i c a s . 

E n cuanto á las Propositiones geometricce, las referentes á l a ú n i c a 
recta se refieren casi todas á una p rop iedad genera l del c u a d r i l á t e r o , 
que se reduce al lema demostrado por Pappus, que enuncia así : Toda 
transversal encuentra los cuatro lados de un c u a d r i l á t e r o y las dos dia
gonales de u n c u a d r i l á t e r o , en seis puntos que tienen entre s í la r e l ac ión 
de involución, menciona las que se refieren al teorema que Pappus cita 
como formando parte de los porismas, á saber: Cuando los tres lados 
de u n t r i á n g u l o , de fo rma variable, g i r a n alrededor de tres polos fijos, 
situados en l ínea recta, y dos de los vért ices del t r i á n g u l o recorren dos 
rectas fijas dadas, el tercer vértice engendra una tercera recta que pasa 
por el pun to de in tersección de las dos pr imeras . E n cuanto á las p r o p o 
siciones referentes al c í r c u l o , observa el autor de la G e o m e t r í a supe
r i o r que pueden considerarse como concernientes á la d e s c r i p c i ó n de 
esta cu rva por l a i n t e r s e c c i ó n de dos rectas que g i r a n alrededor de 
dos polos fijos, formando sobre una t ransversal segmentos que t ie
nen entre s í ciertas relaciones, siendo una r e l a c i ó n de segundo grado 
en el caso de recorrer el punto de i n t e r s e c c i ó n de las dos rectas m ó 
vi les una c ó n i c a . 

Monge creando la G e o m e t r í a descr ip t iva d ió u n nuevo y colosal 
impulso á los estudios g e o m é t r i c o s i naugurando una nueva é p o c a 
para la ciencia de la e x t e n s i ó n . 

Z. G. DE GALDEANO. 
(Se c o n t i n u a r á ) . 

l o r en el Prefacio, han ut i l izado el teorema de Stewart en sus escritos m a t e m á t i c o s . — E s t a p r o -
posicion os, como se ve, de una graa importancia, y sin embargo, es desconocida por la mayor 
parte de los alumnos de i n s t r u c c i ó n media". 

En 1837, Chasles e s c r i b í a acerca de esta p r o p o s i c i ó n : <íEsta propiedad casi desconocida en 
nuestra época, merecería tener cabida en los elementos, ó al menos en los complementos de Geo
metría'». 

L a obra de M . T h i r y contiene numerosas aplicaciones á la G e o m e t r í a del t r i á n g u l o , como 
los puntos y el á n g u l o de Brocard , e l teorema de Feuerbach, c í r c u l o de Lemoine, etc. 

(1) Chasles deduce el teorema de Stewart de una r e l a c i ó n de cinco puntos en l í n e a recta. 
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SUR U N E Q U E S T I O N D A R I T H i Y I É T I Q U E 
PAR M . H . BROCARD 

( V o i r E L PKOGEESO MATEMÁTICO, T. I , pp. 314-317, T. I I , 25-27). 

Les p r o p r i é t é s des fractions per iodiques , signalees d e r n i é r e m e n t 
dans les art icles cites du J o u r n a l , nous ont p a r u mo t ive r les remar
ques suivantes, q u i cependant n ' on t peut é t r e pas le m é r i t e de la nou-
v e a u t é . Elles conduisent, toutefois, a une d é t e r m i n a t i o n des chiffres de 
la p é r i o d e , mais en par tan t des derniers chiffres, et n o n des p remiers 
comme les donnerai t l ' o p é r a t i o n directe de l a d i v i s i ó n . 

A ce t i t re , elles offrent le sujet d ' i m e R é c r é a t i o n arithmetique, q u i 
p o u r r a i n t é r e s s e r nos lecteurs. 

A notre connaissance, le seul exemple de quest ion p r é s e n t a n t une 
certaine analogie avec 1' objet de cette notice, se t rouve dans les 
N . A . M . oü TERQUEM avai t p r o p o s é , en 1846, d'effectuer une d i v i s i ó n , 
en o p é r a n t par l a droite, mais en donnan t au p r é a l a b l e le reste de 
1' o p é r a t i o n faite suivant la regle classique (quest ion 139). 

L ' i n t e r v a l l e de 26 a n n é e s entre l ' é n o n c é et l a so lu t ion (J. DE V I -
RIEU. 1872. pp. 129-131) montre que ce p r o b l é m e para i t avoir p r é s e n t e 
quelque diff iculté. 

Nous en exposerons i c i une so lu t ion , mais nous comptons l u i don-
ner quelque e x t e n s i ó n et l ' a p p l i q u e r á d 'autres p r o b l é m e s qu i nous 
semblent n ' a v o i r pas e n c o r é é té 1'objet d 'une é t u d e s y s t é m a t i q u e . 

Des ignons par (n)a u n nombre f o r m é de n chiffres a. 
D ' a p r é s le t h é o r é m e de J . PLATEAU {loe. cit I I . 26) tout nombre i m -

p a i r A non t e r m i n é p a r 5 a u n nombre (n)x p a r m i ses m ú l t i p l e s . 
Supposons le nombre A t e r m i n é par 1, 3, 7 ou 9. 
P o u r que son p r o d u i t par u n nombre quelconque B se termine 

par 9, i l faut que le mul t ip l i ca teur B se te rmine par 9. 
Comme le d é n o m i n a t e u r de l a f rac t ion g é n é r a t r i c e de la p é r i o d e 

P est de la forme (w)^ on se t rouve a m e n é á t rai ter l a quest ion s u i -
vante: 

D é t e r m i n e r les autres ehiffres du mul t ip l ica teur B de fagon que 
tous les autres ehiffres du p r o d u i t A B soient également des chiffres 9. 

P o u r ob ten i r ce r é s u l t a t , observons d ' abord que les clix premiers 
m ú l t i p l e s du nombre A se t e rminen t une fois par chacun des d i x 
p remiers chiffres. Si done on a é c r i t le m ú l t i p l e t e r m i n é par 9, i l suff i -
r a de p rendre le m ú l t i p l e t e r m i n é par le chiffre, c o m p l é m e n t a i r e á 9> 
de ce lu i des dizaines du premier , et a ins i de suite, et d ' é c r i r e en re-
g a r d le numero du m ú l t i p l e correspondant . 

P o u r fixer les i d é e s , soit, par exemple, A = 17 {Loe. eit. I . p. 316). 
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F o r m o n s ses 9 premiers m ú l t i p l e s : 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 

17 34 51 68 85 102 119 136 153 
L e m ú l t i p l e t e r m i n é par 9 est 119, correspondant á 7. A u x diza i -

nes, 1, i l faut, p o u r avo i r 9, ajouter 8; done le m ú l t i p l e á p rendre est 
68, correspondant á 4. O n a ainsi ; 

1 1 9 
6 8 

7 9 9 
A u x nouvelles dizaines, 1, 6, dont le to ta l est 7, i l faut, p o u r 

avoi r 9, ajouter 2; c ' e s t - á - d i r e le m ú l t i p l e 102, correspondant á 6; etc. 
etc, on aura, en déf in i t ive , l a suite 

119 correspondant á 
68 

1 0 2 . . . . . . . . 
119 
17 

17 
68 

153 
34 

85 
51 

34 
136 8 

136 8 
85 5 
0 0 

L ' o p é r a t i o n s ' a r r é t e d 'e l le m é m e et on r ep rendra i t ensuite les 
nombres p r é c é d e n t s . O n en conc lu t la p é r i o d e 

0 5 8 8 2 3 5 2 9 4 1 1 7 6 4 7 
dont les chiffres ont été , comme on le vo i t , obtenus dans l ' o r d r e i nve r -
se de ce lu i des o p é r a t i p n s de l a d i v i s i ó n de 1 par 17. 

I I est á observer que, dans cet exemple, les sommes á c o m p l é t e r 
á 9 ont toujours é té i n f é r i e u r e s ou au plus é g a l e s á 9. Mais elles pour-
ra ien t fo r t aussi b i e n l u i é t r e s u p é r i e u r e s , et dans ce cas, on les adcli-
t ionnera i t comme d 'habi tude p o u r augraenter seulement le chiffre des 
u n i t é s de fa^on á o b t e n i r l e chiffre 9. 

Cette p a r t i c u l a r i t é se p r é s e n t e r a d' autant mieux que le d iv i seur 
a d o p t é sera p lus g r a n d . 
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E n prenant, par exemple, le nombre A = 47, nous aurons 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 

47 94 141 188 235 282 329 376 423 
puis les o p é r a t i o n s suivantes: 

329 
47 

(i) 282 
141 . . . . . . . 

4 2 3 . . . . . . . . 
3 76 8 

I c i , l ' a d d i t i o n des chiffres 4 et 7 donne 11;- on repor te ra done le 
chiffre (1) des dizaines. P o u r ne pas l ' o u b l i e r á I ' o p é r a t i o n suivante, 
i l conv iendra de 1 ' inser i ré , á son rang , au-dessus du chiffre corres-
pondant . On aura done 

188 . . . . . . . . . 4 

et on ajoutera 1, 3 et 8 ce q u i donnera 12; on i n s e r i r á le chiffre (1) á 
part , au-dessus de ce lu i des centaines de 188. 

O n aura done, en déf in i t ive : 

329 . . . . 
47 . . . . 

282 
141 . . . . . 

(i)423 . . . . . 
(i)376 
188 . . . . . . 
47 

423 
47 

141 

de sorte que l a p é r i o d e se t e rminera par 
3 1 9 1 4 8 9 3 6 1 7 0 

et l a d e m i - p é r i o d e par 
6 8 0 8 5 1 0 6 3 8 2 9 

Les quotients correspondants sont ,comme on le sait, c o m p l é m e n t a i -
res á 9, et les restes, c o m p l é m e n t a i r e s au d é n o m i n a t e u r . 

On aurai t obtenu, tou t aussi a i s é m e n t , les divers chiffres du m u l t i -
p l ica teur á p rendre pour avo i r u n p rodu i t f o r m é uniquement de chif-
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fres 1,, 2, 3 . . . . 8, et en operant par exemple, sur les nombres (w),, on 
aura i t immediatement r econnu la n é c e s s i t é de r e p ó r t e r les dizaines. 
C'est a ins i que la d i v i s i ó n de ( n ^ par 7 aurai t d o n n ó 

(i) 
(i) | 2 1 3 

4 9 . . . . . . 7 
o 6 . . . . . '. . 8 

3 5 . . . . . . 

(i) 

(i) 

7 
2 1 0 

et en effet 15 8 7 3 est le quot ient de la periodo de 

On aurai t de m é m e , pour le nombre {n)31 

W 3 . . . . . . . 9 

5 
1 
0 pu i s 3, etc. 

1 par 9. (II. p. 25). 
7 

(i) 
d) 

7 
4 2 

4 9 . 
2 8 . 
0 . . 

et en effet on a 
47619 = 3 x 15873 

Observons, inc idemment , que si le d é n o m i n a t e u r A de la f rac t ion 
se t e rmina i t par 1, ses d ivers m ú l t i p l e s par 1, 2, 3, . . 9 se t e rmine-
ra ient respect ivement parales raémes chiffres. Les chiffres de la per io 
do seraient done ceux des u n i t é s des m ú l t i p l e s successivement em-
ployes: 

Exemple : A = 71 . 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 

71 142 213 284 355 426 497 568 639 
on aura, pour d ó t e r m i n e r la per iodo, á essayer l a d i v i s i ó n de 

9999 par 71 . 
(i) 6 3 9 

4 2 6 
7 1 

5 6 8 
1 4 2 

5 6 8 0 
2 1 3 
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L a p é r i o d e se termine done par . . . . 38028169. 
De m é m e , l a d i v i s i ó n de {n)1 pa r 71 donnera i t 

(i) 
(i) T 4 9 7 

5 6 8 
2 6 
9 

c'est á d i r é 

ID 

íi) | 

r I 6 I 6 3 
4 9 7 
7 1 

3 5 5 

51799687, et comme v é r i f i c a t i o n on doi t avoir 

7 
51799687 = . . . . 38028169 x 

9 
et en effet, on a b ien 

. . . 51799687 x 9 = 38028169 x 7, 

mais on remarquera que, dans le cas p r é s e n t , le g roupe . . 38028169 
n'est pas d iv i s ib le par 9. L a v é r i f i c a t i o n devra pour tan t se faire, mais 
á l a c o n d i t i o n de d é t e r m i n e r les chiffres d u quot ient á p a r t i r de l a 
droi te , o p é r a t i o n qu i , a p r é s les expl ica t ions d o n n é e s , ne p r é s e n t e p lus 
de difficulté: 

3 8 0 2 8 1 6 9 
9 

(i)3,6 
18 

3 6 
a)9 

a)9 
2 7 
1 

9 

( L a suite incessamment). 
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O X J E S T I O I v I E S n E S X J E L T A - S 

Cuestión número 48. (Véase t. [I p á g . 64). 

Demost rar que s i u n t r i á n g u l o isósceles tiene el á n g u l o en el vért ice 
de 4od, la base es media p roporc iona l entre el cuadruplo 
de l a a l t u r a y el exceso de la a l t u r a sobre la base. 

S o l u c i ó n p o r D. ADOLPHO GUIMARAES, of ic ial de ingen ieros . 

E n l a c u e s t i ó n 47 ( v é a s e en la p á g i n a 63) se demos
t ró que 

B M 2 = CM2 + 2 A M . C M (1) 

Siendo el á n g u l o del v é r t i c e de 45°, tenemos: 

2 A D 
A B = A C 

A M = B M = 
A B 

V 2 - h V ^ 

2 A D C M = B C 

V2 ' V 2 V 2 + v / 2 
Sust i tuyendo en la e x p r e s i ó n (1), resul ta 

= V2 - V 2 

2 A D BC ^ • 2 A D . B C A / 2 - A/2 

se obtiene y d iv id iendo ambos miembros por 
V 2 

4 AD2 — BC2 + 4 A D . BC, ó BC2 = 4 A D ( A D - BC) , 

como se q u e r í a demostrar . 

S o l u c i ó n p o r D. ALFREDO ROCA Y CANCELO. 

Representamos po r a y A l a base B C y l a a l tura A D , y por b los 
lados A B = A C . 

D e l t r i á n g u l o A B D resulta: 

4¿2 = 4^- - a' ,2 _ ¿ 1 , 2 4¿2 — 4A2 

H a y pues que demostrar l a iden t idad 

4¿2 — 4A2 = 4A (A — a), ó sea, ¿2 = 2/i2 — ah. 
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Para ello observemos que de los t r i á n g u l o s A B D y B M C semejan
tes resulta: 

M C 
a 
2 

M C 
~2b 

lueffo A M 
~2b 

a-
2¿ 

T a m b i é n resul ta de dichos t r i á n g u l o s que 

B M A M (t _ 7, A ivyr %. 2 ¿ 2 

= = — , ah — b. A M = ¿ X 
h h ¿ ' 

2¿ 
2¿>'2 — a2 

2 

Pero de la f ó r m u l a (1) resul ta que 2A'2 = 2¿"2 

a2 2¿2 -

2 ' 

luesro 2A2 = 262 — 

que es lo que se q u e r í a demostrar. 

S o l u c i ó n por D. RICARDO C . no, a l u m n o de l a U n i v e r s i d a d de Zaragoza . 

C o n s t r u c c i ó n . — T ó m e s e O H = B H = V ^ -
Desde O como centro t r á c e s e una circunferencia tan

gente á l a base. Unase O con B , y b á j e s e l a perpendicu
la r O I á A B . 

Siendo O H = H B , el t r i á n g u l o O B H es i sósce l e s ; lue
go el á n g u l o O B H = 45°. 

Por h i p ó t e s i s tenemos A = 45°, luego ¿ A B C = 
1 QQO ÁKO 

Z A C B = =670.30' , y po r tanto / D B O = ¿ D B H — / O B H 
2 

== 67. 30' — 45° = 2 2 . ° 30' y a d e m á s Z E A O = 
45° 

= 22.° 30'. 

Resul ta pues, ¿ D B O = Z E A O , es decir, que el t r i á n g u l o A B O es 
i s ó s c e l e s ; luego I A = I B . A d e m á s I E = I D . Restando miembro á m i e m 
bro resul ta I A — I E = I B — I D , ó sea E A = D B cuya igua ldad hemos 
de emplear en la 

D e m o s t r a c i ó n . — C o n s i d e r a n d o la tangente B H y la secante B E , te
nemos 

BH2 = B D . B E = B D ( B D + D E ) = A E . A D , (1) 

v a l i é n d o n o s de la i gua ldad deducida en la c o n s t r u c c i ó n . 
Considerando las secantes A D y A H , tenemos 

A E . A D = A H . A F (2) 
De las igualdades (1) y (2) deducimos 

T2 
B H = A H . A F (3) 
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Pero B H = — , A H = H y A F = H — ci; luego ' sus t i tuyendo en la 

i g u a l d a d (3) resul ta 

( f ) 2 = M ^ - « ) 
o sea 

— = h { h — a) ó a1 = 4A {h — a). 

S o l u c i ó n á l a c u e s t i ó n 4 8 , r e m i t i d a por e l SR. DURAN Y LORIGA. 

Sea el t r i á n g u l o A B C . L lamemos Z á l a 
base y A á l a al tura. Se t ra ta de demostrar l a 
igua ldad . 

Z2 = 4/i (A — T). 

Tracemos l a perpendicular A D á A B . Sien
do semejantes los t r i á n g u l o s A B D y A B M , r e 
sulta que: 

h l í , h A D 
A D = A B ' 0 b i e n ' ^ = 2 A B -

Pero, por ser A C bisectr iz del á n g u l o B A D , se tiene 

A D CD , h CD . , CD 

A B 

Se tiene a d e m á s : 

AB2 = 

luego | 
21 

ó h 

B D . B M , B D = A B — = 

y CD = B D - B C = 

y sust i tuyendo en (1), resulta 

4A2 — l 2 

4A2 + ¿"2 
21 

2 

4A2 + Z2 
21 

4A-2 — r2 
21 

(1) 

h 6 b i en P = 4A (A — Z). 

Aclaración al enunciado de la cuestión 46. 

T é n g a s e presente que el á n g u l o CPD del enunciado es el formado 
uniendo el pie de l a perpendicular PQ con los puntos C, D en que las 
dos rectas trazadas desde u n punto cualquiera M de d icha perpen
d icu lar á los extremos A y B del d i á m e t r o , cor tan á la circunferencia. 

Zaragoza. — I m p r e n t a de C. A r i ü o , Coso, 100, bajos 


